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SOLUTION BE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 533

(voir tome XIX, page 248);

Par M. Nrsror PLISSART (oe Likc:).

Soient deux cercles égaux dans le méme plan; P un
point wvariable duquel on méne des tangentes aux
cercles, et dont le produit est constant. Le lieu de ces
points est la poduaire du centre d’une ellipse.

Cet énoncé me semble trop général, et je crois que
cette propriété n’est vraie que dans un cas particulier.
Soient en effet les deux cercles C et C' égaux et P un point
tel, que le produit des tangentes PR, PR’ menées de ce
point aux deux cercles soit égal a la quantité donnée A*.
Je prends pour axe des x la droite CC’ et pour axe des)
la perpendiculaire élevée sur le milieu de cetie droite.
Soit r le rayon des deux cercles; je représente OC par «.

On a

PR < PR/ = #?

p—-y J—2 -
\/PC — 12 VPC’ —ri= 4

— —2 —2 —_—2
PC < PC — »(PC + PC ) + re=141,

x et y étant les coordonnées du point P .
[(z —a) 4]
X [(# 4 a)f +y) =222+ 222+ 27" ) + 1 =11,
A { (P =u?(2r420*) + y*(27*~—20a?)
( ) _(a;_’.7)2+ kS,
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Telle est I'équation du lien du point P; la symétirie de la
courbe par rapport aux axes montre suffisamment que si
cette équation représente la podaire du centre d’une
ellipse, ce centre ne peut étre que Vorigine, et les axes de
cette cllipse doivent coincider avec les axes des coordon-
nées. Or I'équation de la podaire du centre d'une ellipse,
rapportée aux axes de celle-ci, est

( X +_}”)2 —a*x® - b".)"‘

a et b étant les demi-axes de Vellipse.
Pour identifier cette équation avec I'équation (A), je
dois poser
at=—or*+ 2y*
br=—ort— ay!
k= (r?— a*)?

ou
=it

Pour que l’équation (A) représente la podaire du
centre d'une conique, il faut que 'équation de condition
=+ k* = r* — a® soit satisfaite.

Si r < @, on prendra pour A* le signe inférieur, et I'é-
quation (A) nous donne la podaire du centre d’une hy-
perbole, car b% est négatif; c’est le cas ou les deux cercles
donnés par I'hypothése sont extéricurs I'un a Dautre.

Si e =r, c’est-a-dire si les deux cercles se touchent
extéricurement, k = o et 'équation (A) se réduit a

(2?42 =4 r*a?,
ou
x4 yi= 2rux,

équation qui représente les deux cercles donnés.

Si r > a, les deux cercles se coupent, et 'équation (A)
est celle de la podaire du centre d'une ellipse. Si la con-
dition == k* = r* —a* n’est pas satisfaite, ’équation (A) ne
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peut plus représenter la podaire du centre d’une conique;
elle ne peut méme pas représenter la podaire d’aucun
point du plan de cette conique. Car, comme il est facile
de s’en convaincre, aucune podaire, elliptique ou hyper-
bolique, hormis celle du centre de la courbe, n’admet de
centre de figure; tandis que l'origine est évidemment
un centre de la courbe représentée par I'équation (A).
Voyons maintenant ce qu’'exprime la condition

+hr=rr—a

Elle exprime que le carré donné k* est égal au carré de
la tangente menée de l'origine & I'un des cercles, c’est-
a-dire, que l'origine est un point du lieu. Sil'on a r>a,
I'origine est a I'intérieur des deux cercles; la tangente
menée par l'origine est imaginaire; A* est le carré de cette
tangente pris positivement, et 'origine est un point isolé
de la courbe; en passant aux coordonnées polaires, 1'é-
quation devient

pP=(2r*42a?)cos’w + (272 — 2a?) sin’n.
Silon a @ > r, 'origine au lieu d’étre un point isolé est un
point quadruple, 'équation polaire de la courbe est
p*=c0s’w (277 + 203) — sin’w (22— 277).

Les asymptotes de I'hyperbole génératrice touchent la
podaire a Porigine.

Question 663;
Par MM. H. PICQUET zr Max. CORNU,

Eléves de linstitution Sainte-Barbe (classe de M. Moutard).
Les points milieux des vingt-huit droites qui joignent
deux & deux les centres des huit sphéres inscrites dans
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. 111, (Mai 1864.) 15
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un tétraédre quelconque sont sur une méme surface du
troisitme ordre qui contient toutes les arétes du té-
traédre. (BeLTRAML. )

On sait que si I'on considére dans un plan un triangle
ABC et les centres o, 0/, 0", 0", des cercles inscrit et exin-
scrits, le triangle formé par trois quelconques des centres
est tel, que le quatriéme est le point de rencontre de ses
hauteurs, etle cercle des neuf points de ce dernier triangle
passe par les milieux des six droites qui joignent les quatre
centres deux & deux et par les sommets du triangle ABC.
Drailleurs, ce cercle est le lieu des centres des hyperboles
équilatéres passant par les quatre centres o, o', 0, 0"
car, bien qu’une hyperbole équilatére soit déterminée par
quatre points, comme toute hyperbole équilatére passant
par trois des centres passe par le quatrieme qui est le
point de rencontre des hauteurs du triangle des trois pre-
miers, il en passe une infinité par les quatre centres;
d’autre part, toute courbe du second degré passant par
les quatre centres est une hyperbole équilatére. Il en ré-
sulte donc que la courbe du second degré passant par les
points milicux des six droites qui joignent deux a deux
les centres des cercles inscrit et exinscrits au triangle ABC,
et par les sommets du triangle ABC, est le lieu des centres
des courbes du second degré passant par les centres de
ces cercles.

1l est donc naturel, pour démontrer le théoréme pro-
posé qui est analogue au précédent dans l'espace, de
chercher I'équation d'une surface du second degré passant
par les centres des huit sphéres inscrite et exinscrites au
tétraéldre; il restera dans son équation deux indétermi-
nées, car toute surface du second degré passant par sept
des centres passera par le huitiéme, et il faut neuf points
pour la déterminer; on cherchera le lieu des centres de
ces surfaces, ce qui donnera trois équations entre les-
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quelleson éliminera les deux indéterminées, et 1'on obtien-
dra I'équation de la surface du troisiéme degré cherchée.

Pour trouver I'équation de la surface du second degré
passant par les centres des huit sphéres inscrites dans un
tétraédre, nous nous servirons d’une propriété énoncée
dans le Traité de Géomeétrie analytique & trois dimen-
sions du R. Salmon, p. 113.

8¢ dans Uéquation d’un hyperboloide on suppose que
la somme des coefficients de x*, y* et z* soit nulle, cet
Iyperboloide passe par le centre de la sphére inscrit dans
un tétraédre conjugué de la surface, et par conséquent
par les sept autres centres que rien ne distingue analyti-
quement du premier. Ce tétraédre est tel, que tout sommet
est le pole de la face opposée par rapport a la surface.

Soient donc

P—=o, PP—=o, P"=—o0, P"=o0

les quatre faces du tétraédre; I’équation d’'un hyperbo-
loide, par rapport auquel il serait conjugué, est de la

forme
aP?'4 bP'* 4¢P 4+ dP" = o,

car le cone aP? + 6P + cP”* = o coupe la surface sui-
vant le plan P”* = o, c’est-a-dire lui est tangent, et la
ligne de contact est située dans le plan P”= 0. Donc le
sommet du cone, qui est évidemment un des sommets du
tétraédre, est le pole du plan P”. Soient alors

P=ax 4By +9z +p,

P’=“’1+B,_)’+'],Z+p,,
P”:.a”x""p”j""'y”z-"‘P”’
P’":a’”.‘t—l—ﬁ”’]’-}-y”’z—}—pm,

les coefficients des variables étant les cosinus des angles

que la normale 4 chaque plan fait avec les axes. Si nous

exprimons que la somme des coefficients de x’, y* et 2*
15.
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est nulle, nous aurons la relation
a(@’-l- ﬁ’+'l’)+ b(a12+ p/z_l__xr,)_'_ c(allz + ﬁﬂ: -+ 7;/,)

+d (am,_'_ pm,_l_ 7:1/,) —o
ou

(1) a+4-b4c+d=o.

La surface passera alors par les huit centres, et si nous
prenons les équations du centre, nous aurons

7t /] mom___
. . ,
(2) a.Pa4-b.Poa'+4+c.P’ad” +d.P"a"=o0
(3) a.PB+b.Pf+c.P'B" 4+ d.P"§" =0,
a.Py+b.P 9 +4c.P’yY +d.P"y" =o.
7 7 4 7

Le résultat de I'élimination de a, b, ¢, d, entre les équa-
tions homogénes (1), (2), (3), (4), sera I'équation

1 1 i 1
Pz P& P'a” P’
P p P’ pl P” Bl/ p” ﬁ”’
p'}’ P,‘y' pl/ 7II P”"]w

()

=0,

qui représente bien une surface du troisi¢éme degré pas-
sant par les arétes du tétraédre; car si 'on fait, par
exemple, P = o, P’ = o, deux colonnes du déterminant
deviennent identiques et I'équation est satisfaite.

Il faut faire voir maintenant que les points milieux des
vingt-huit droites qui joignent deux a deux les centres
des sphéres inscrites se trouvent sur la surface. Pour
cela, prenons deux centres quelconques; chacun d’eux
est donné par l'intersection de trois des plans bissecteurs
de trois des di¢dres du tétraédre; comme, dans les équa-
tions de chaque face, les cocfficients des variables sont
les cosinus des angles que la normale fait avec les axes, les
plans bissecteurs s’obtiendront en prenant des sommes ou
des différences d'équations de deux faces. Considérons, par
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exemple, la droite qui joint les centres

P—P =—o, P+ P =o,
P—P'=o0, et P+ P =o,
P—P"=o, P+ P"'=o.

Les plans qui les déterminent sont des plans bissecteurs
intérieurs ou extérieurs suivant la position de lorigine, et
comme nous ne précisons rien la-dessus, il en résulte que
PP—P'=o0
P'—P"=o0
qui les joint des vingt-sept autres, sauf une restriction
que nous verrons plus loin, et la proposition sera dé-
montrée si nous faisons voir que son milieu est sur la
surface. A cet effet, cherchons l'intersection de la droite

P—P'=o0

PP—P'=o0
quation de celle-ci, remplagons P’ et P” par P, il vient:

rien ne distingue analytiquement la droite

avec la surface (S); pour cela, dans I'é-

1 I 1 1
Pa P’a¢’ P’a” P’&”
Pp P” ﬁl PI/ 6” PI/ ﬁ’”
P M P”}'l P Y” P”'ym

(o] I I 1

% « ’ ” "

@ @ a

P Pllg P” Bl pﬂ glll + P " "
g o o I

v ),/ 7” ,yﬂ/

La solution P”* =0, P’= o, P = 0, qui donne un som-
met du tétraédre, n'est pas celle qui nous convient; nous
voyons seulement que deux points d’intersection de la
droite et de la surface se sont réunis en un seul. Si nous
désignons par A et 0 les deux déterminants du second
membre, les coordonnées du point d’intersection seront
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fournies par les équations
PI P Pl/, PIII= P”,
P'A+4+Pd=—o0
ou, en ordonnant,

(2"A+ad)z+ (B”A + BS)y 4 (9"A + 98 )z + p’A + pd =0,
(a/_ 1/I)m +(§1_ pu)), + (,/I_ yu)z +Pl_pﬂ= o,
(al’__- a"l)‘z + (ﬁ”_— pfll)y + (YI/_. ylll)z—*‘])”—Plll: 0.

Le dénominateur commun des valeurs de x, y, z est

«’Aad B"A+ Bd A+ <47
u/ — al/ pl —_— ﬁll 7/ — )I” s
“//___ al// p//_ ﬁ”/ 7// — 7///
qu’on peut écrire

al/ 3” 7//

A o — ﬁl'_g” 7/._7”
u’/ —_— a!l/ ﬁ/[ — p”’ y”__ 7///
* B 7
_+ a .’L’—J” ﬁ’_ﬁu Yl—"l”

” " " mw " "
o’ —a” B'—p" g —y

Le coefticient de A peut se simplifier : pour cela, ajoutons
la premiére rangée a la seconde, et retranchons-la de la
troisiéme, il viendra

al/ ﬁ/[ 7 n al pl 7 ’
o g’ v =1« B ¥y |=A
— d”’ — p”’ —_— 1 " l a”/ pll/ 7”/

Quant au coefficient de J, il peut s’écrire
@ g 7 o
a'__ a!/ ﬁl - pll 71 ___7'/ 1
U.’, —_ alll ﬁl/ —_— p’ll 7//___ yllf —_1

o o 0 1
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Ajoutons a la premiére colonne la derniére myliipliée
par «”, 4 la seconde la derniére multipliée par 3" et a la
troisiéme la derniére multipliée par y”, nous aurons

@ B ¥ o l« B8 9 o
« pl ’ 1 o p/ 71 1

—_—" — pw o = o pl/ 7/1 L =—3d
al/ ﬁ// 7 4 1 a/’l ﬁl’/ 7 m 1

Le dénominateur commun est donc A* — g*.

Le numérateur de x s’obtiendra en remplagant, dans

les coefficients de A et de 9, «, &', «”, «” par p, p/, p”,
m

p"”, ce qui donne
Ay, —dd,
TET T
et, par symétrie,
e T
y= A2 — §2 4= AZ — 2 *

Nous allons faire voir que ces valeurs représentent
les demi-sommes des coordonnées des centres considérés.

On aura les coordonnées du premier centre, en résol-
vant les équations

(a—d)z+(B—B)r+(v—%)s+p—p =0,
(a—a")z+ (B—B")y+ (v —71")e+(p—p")=0,
(@ —a")e+(B—B")r+ (v —7")z+p—p"=o.
Leur dénominateur commun sera
a—o f—f y—9
& — 2// p__ pll 7 —VVI )

"

% — a ﬂ‘_" pl// v - "ﬂl
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won peut écrire
q p
1 a p oy
a—a B =7
a_a” ﬁ—-ﬁ” 7_7” ’
o — alll ﬁ—‘ plf" 7 —_ 7”’

et, en retranchant la premiére rangée de toutes les autres,

© o ©

1 « g 7 1 1 I 1
—1 —a —pf = e o o o
—1 —a” — pl/ —_ 7(1 = p / " "
— — al/' —_ ﬁl[l —_ 7III 7 7’ 7" 7”[
ou
’ “ll alll o ! I 1
7 " U @ a, a” a”’ p— A 6
- p p p - ’ " " - ( + ).
7! 7” 71// p g p p

! " nm

TrT T 7

Le numérateur de x sera évidemment

—(A“+6“),
de sorte que
x——A“+3“ ____Ala+a‘ﬁ Z_—Ay—l—&/.
=T Az YT T A T A

Pour avoir les coordonnées de I'autre centre, il suffit de
changer de signe les lettres accentuées, ce qui donne

z’:—-a“_A“, y,:—-&ﬁwAﬁ, z/:—(?,/—A,/,
d—A d—A d—aA
d’out
N ,(Au-;-a“ 3“——.)“)
2 2\ 044 S—A
128,0—24,4 AA, — 33,

2 0 — A? T T A3
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gy M= g -,

2 AT— g1 2 A?—
C. Q. F. D.

Il est bon de remarquer que sur les vingt-huit droites
seize seulement jouissent de la propriété de passer par un
sommet du tétraédre, et il en passe quatre par chaque
sommet. La droite & laquelle nous venons d'appliquer le
calcul se trouve dans ce cas, et nous avons vu qu’au som-
met par ou elle passe deux de ses points d’intersection
ayec la surface se sont réunis en un seul; elle n’est pas
pour cela tangente, car la surface présente a chaque som-
met un point singulier; en ce point un céne du second
degré lui est tangent : car si nous faisons P=ux, P'=y,
P”= z, ’équation de la surface se réduit, comme il est
facile de le voir, a

zyz =+ (ax + Py + vz +p)(eyz+ B2z 4+ qyry)=o,

et le cone ayz + B zx + yxry=o est tangent a la surfacc
a lorigine; nous voyons qu’il renferme les trois arétes
aboutissant a 'origine, et non les droites telles que

X =—2==0,

y—z=o.

Quant aux douze autres droites, le calcul du point milieu,
bien qu'un peu différent du précédent, lui est pourtant
analogue, et il n’est pas nécessaire de le répéter. Le déno-
minateur commun des valeurs de x, y, z, au lien d’étre unc
différence de carrés de déterminants, serait une différence
de carrés de différences de déterminants. Chacune de ces
douze droites s’appuie sur deux arétes opposées du té-
traédre ; car si, par exemple, nous considérons la droite
=P,

" pm
P"=P",
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et que nous remplacions P’ par P et P” par P’ dans
I’équation de la surface, nous obtenons le facteur PP, ce
qui fournit les solutions

P=o, PpP=P,
P'=o, P’ = o,
P//= Plll’ Pll/: o;

donc la droite rencontre les arétes opposées

P —o, P’=o,
PP=o, |P"=o.

Nota. — Ce théoréme se rattache intimement & un
théoréme de M. Painvin ( Propriétés du systéme des sur-
SJaces du second ordre conjuguées par rapport & un té-
traéde fixe, p. 32, théoréme X VII) dont voici I'énoncé :

Lorsque les surfaces conjuguées passent par un point
Sixe, le pole d’un plan fixe décrit une surface du troi-
siéme ordre passant par les arétes du tétraédre. Les som-
mets du tétraédre sont des points doubles de la surface.

Son équation est

Ax}yst+ By xzt + Czlxyt + Dt} zyz = o,

x,y, 2, t représentant les quatre faces du tétraédre. On
voit donc qu’elle est de méme forme que celle que nous
avons trouvée. Dans le cas qui nous occupe, le point fixe
est le centre d’une spheére inscrite; le centre des surfaces
conjuguées, qui est le pole d’un plan qui s’est éloigné in-
définiment, décrira alors, d’aprés le théoréme de M. Pain-
vin, une surface du troisieme degré qui est celle dont
nous avons trouvé I’équation.

Note du Rédacteur. — C’est par erreur que nous avons indiqué M. Pic-
quet comme ayant démontré la seconde égalité de la question 681 (p. 73)

pour des angles quelconques. M. Picquet ne V’avait démontrée que pour
des angles dont la somme est égale a (2n—+1) 7.
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Question 630

(voir 2* série, t. II, p. 523);

Par M. LAISANT,

Lieutenant du génie.

Etant donnée une courbe quelconque sur une sphére,
si d’un point O de la sphére on méne l’arc de grand

cercle OA coupant en A la courbe, et gu’on prolonge OA
r
sin -
5= " le lieu du
sin — ’
2

en A' de maniére quon ait
-

point A’ sera une seconde courbe qu'on peut appeler

courbe semblable & la premiére. Démontrer que les sur-

Jaces déterminées par ces deux courbes sont entre elles
comme m® est & 1. (Vannson.)

Soient OBB’ un arc de grand cercle infiniment rappro-
ché de OAA' et AB, A’B’ deux arcs de petits cercles per-
pendiculaires au diamétre de la sphére qui passe par le
point O. En prenant les surfaces OAB, OA'B’ pour sur-
faces élémentaires des courbes, on ne néglige que des
infiniment petits du deuxiéme ordre, comme il est aisé
de le voir. Mais OA’B’, OAB sont évidemment propor-
tionnels aux calottes sphériques qui auraient les cercles
A’B’, AB pour bases, ou aux hauteurs de ces zones. Donc

. OA'\ ?
sin

OA'B" 1 —cosOA’
OAB ~ 1-—cosOA . OA

1 —

a

2

—=m?.

Si ce rapport m* existe entre des éléments correspon-
dants quelconques des deux courbes, il existe donc entre
les sommes de ces éléments, c’est-a-dire entre les aires
entiéres. C. Q. F. D.



