NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

E.-E. KUMMER

E. DEWULF

Théorie générale des systemes de
rayons rectilignes

Nouvelles annales de mathématiques 2¢ série, tome 1
(1862), p. 82-102

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1862_2_1_ 82_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1862, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1862_2_1__82_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DE RAYONS RECTILIGNES

( voir page 31);

Par M. E.-E. KUMMER.

CRELLE, t. LVII.

Traouit par M. E. DEWULF,

Capitaine du Génie.

§ VII. — Angles de déviation des rayons infiniment
voisins.

Supposons que I'on donne deux droites dans ’espace,
que de deux points de la seconde on abaisse des perpen-
diculaires sur la premiére. Soient a et b les pieds de ces
perpendiculaires. Nommons angle de déviation des deux
droites pour le segment ab I'angle que ces perpendicu-
laires forment entre elles. Cet angle devient égal & deux
angles droits quand les points a et b s'éloignent a I'infini
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sur la droite, 'un dans un sens, L'autre en sens contraire.
Pour tout segment fini, angle de déviation est moindre
que deux droits. Si les deux droites sont situées dans un
méme plan, 'angle de déviation est nul ou égal 4 27 quel
que soit le segment. Il est nul si le segment contient le
point d’intersection des deux rayons, il est égal 4 27 dans
le cas contraire. Soient a, &, c¢ trois points de la pre-
miére droite, 'angle de déviation du segment be est égal
a la différence des angles de déviation des segments «c et
ab. Ainsi 'angle de déviation d’un segment quelconque
donné est déterminé par les angles de déviation de deux
scgments comptés & partir d'un point donné.

Pour étudier les déviations des rayons d’un systéme in-
finiment voisin d’un rayon donné, nous compterons
toutes les déviations a partir de lorigine de ce rayon,
point dont I'abscisse est nulle.

Soit dg la longueur de la perpendiculaire abaissée
d’un point appartenant a un rayon infiniment voisin
d'un rayon donué; soit R l'abscisse du pied de cette
perpendiculaire; soit « I'angle que forme dg avec une
perpendiculaire au premier plan principal. De plus,
soient dg, et a, les valeurs de dg ev « pour l'origine du
rayon donné. D’aprés I'équation (4) (§ VI), on a les
équations

‘ dq cosa:—ﬂ, du — %, dv,

(1)
' dg sina :+ﬂ, du +i3,dv,

apreés avoir posé

£ T "4 7
ﬂ.=e+ L+ R(E+ ”,)7 3‘2=e+f =+ R(C+ Fe,)

VA Vz ’
P=lret RU+G) g (HgatR(E+Ga)
' \'S

6.
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En conséquence, pour R = o, on a

e+1'¢, f+gt,

\ dge cosuy = — v du — Y, dv,
(2) ] —+f'e f4-g¢
. e : v
' dg, sin 2, = + v, ''du — Vf’ " dv
et aussi
4§t F4C
R(E+4J4) (IIL—R(§+°’G) e,

\ dq f:osa —dg,cosa, = — V. =

(3) R(E+F1) R(F+Ge)
dq sina — dq, sina, = —+ Y du+ s,

b
\ v, V. ‘

De ces deux équations, on tire

du— dq sina — dg,sina,  dq cosz — dq, cosa,
\ - RV, RV, ’
(4) ?

do = (dgsina — dq,sina,) ¢, (dq cosa — dq, cosa, ) ¢,

Ry, RV,

Si 'on a égard aux équations (2) ainsi qu’aux relations

e+ (f4+f') e+ gt} =—n Vi,
e+ (f+f")4gt; =—rV;,

e+%(f—|—f’)(:. +8)+gtt,—o,
V.V,:A(tq——t,),

on obtient
+ Rdg, cosa, =— 7, (dg cosa — da, cos«)

f_f,) dq sine — dg,sina,)
+ —573_,( q sino g, Sin oy

%) f—f

24

Rdq,sine, = — ( ) (dq cosa — dg, cosa, )

\ — r.(dgq sine — dg,sina, ),
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ct puisque, d’aprés I'équation (15) (§ IV),

(f:Af’)zzdg_ 82= P' p: — ro Ty,

on obtient pour dgcosa et dg sina les expressions sui-
vantes

/ R Vd? — o2 .
dgcosa= kl— :R—rl> dq, cosa, — —L— dg, sina,,
(6) pipa pip2
2 M R .
dg sina:y—f——a dg, cosa, + <x————r—’) dg, sina.
\ P P2 P1Pa

Ces deux égalités montrent comment pour chaque
point d’un rayon la perpendiculaire dg et I'angle corres-
pondant « se déterminent au moyen du segment compté a
partir de Porigine du rayon jusqu’au point considéré. En
divisant ces deux égalités membre 4 membre, on obtient

R yd? — 3?cosa, + (pi p» — Rry)sina,
(pip2=—Rr)cosa, — R Vdr— 8%sin a,
L’angle de déviation d’un rayon donné avec un rayon

infiniment voisin en un point dont I'abscisse est R, est

égal & @ — ay, comme nous 1'avons dit plus haut. Dési-
gnons cet angle par f3 :

(7) tanga=

p=oa—a, et a=f—+a.

L’équation (7) donne donc

(8) tangp = B(m~dsin2a,)

pips— R (r,cos? a) + rysin® a,)

La tangente de 'angle de déviation est donc nulle

quand R = o. Elle est aussi nulle, et par suite f = o0 ou
B=2am,si

(9) Vd' =& = dsin2a,
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ou bien si
sin 2¢, = C0sY,
ou encore si

c'est-a~dire

®, et w, élant les angles que forment les plans focaux
avec le premier plan principal. Ainsi, pour les deux
rayons infiniment voisins situés dans les plans focaux,
I'angle de déviation est toujours nul ou égal & deux
droits. Cela résulte d’ailleurs de ce que chacun de ces
rayons se trouve dans un méme plan avec le premier
rayon.

Dans les systémes de rayous a surfaces focales imagi-
naires, qui n’ont pas par suite de plans focaux, I'angle de
déviation n’est jamais nul, et par suite la déviation ne
peut changer de signe.

Si deux rayons infiniment voisins d'un pareil systéme
sont tels, que la déviation de I'un autour de I'autre se
fait toujours de gauche & droite, deux rayons infiniment
voisins quelconques sont nécessairement dans le méme
cas. Les systémes a surfaces focales imaginaires peuvent
donc se diviser en deux classes : les systémes ou les dé-
viations d'un rayon autour d’un rayon infiniment voisin
se {font de gauche a droite, ct ceux ou elles se font de
droite a gauche. Du reste, 3 tout systétme de rayons a
surfaces focales réelles on imaginaires en correspond un
autre, symétrique ou équivalent, en ce sens qu'il ne dif-
fére da premier que par le sens des déviations des rayons
les uns autour des autres. Cette différence est exprimée
analytiquement par la différence des signes des racines de
I'équation quadratique.
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Supposons les foyers d’'un rayon réels, examinons les
angles de déviation que I'on obtient en passant de I'ori-
gine aux foyers. Soient 3, et J3, ces angles, Pour f,, nous
aurons R = p,, et pour 3y, R = p,. Au moyen des équa-
tions (14) (§ IV), d'ou il résulte que

r €08’ ag - rysin? ay = m — d cos2a,,

on trouve

Vd? — & — dsin2g,

0+ deos2a,

yd? — & — dsin2g,

— 04 dcos2a,

tangP, =

(10)

( tangB, —

A Paide des équations (18) (§IV) qui donnent les an-
gles w, et w, des plans focaux avec un plan principal,
nous trouverons

sin 2, — sin 2.,

tang B, == —————————— = tang (w, — «
58 COS 2.0, — COS 2 &z, g (e o)

(11) . .
sin 2w, — SIN 2,

tangf, — = tang (w; — a, ).

COS2w; — COS2a,

Donc
(12) Br=w — a, pz=w2-—¢n-

Donc les angles de déviation des segments compris
entre les foyers d’un rayon ont la méme valeur quel que
soit le rayon infiniment voisin du premier que on con-
sidére. La waleur de ces angles n’est autre que celle de
Uinclinaison des plans focaux du rayon considéré.

'Si I'on se donne la valeur de I'angle de déyiation 3, on
peut déterminer I'abscisse R pour laquelle I'angle de
déviation d’un rayon donné et d'un rayon infiniment voi-
sin a cette valeur. L’équation (8) donne cette valeur
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de R

L2 Si
()R =P S0 . :
(rc08? 2y +7,5in" 2,) sin B+ Y P —82 cos B— dsin 22,08 B

En mettant pour r, et r, leurs valeurs m — d et m + d,
nous obtenons 'expression plus simple

sin
(15) R=— ppsing
m sin B -+ \'d* — & cosp —dsin (22, + B)
Supposons que R soit fonction de « seulement, 3 étant
une constante donnée, R sera maximum quand on aura

. I 1
sin (2a,+ B)=+1 ou oto:—‘lt—;@;
R sera minimum quand on aura
. 3 I
sin (2a,+B)=—1, ay=-m—=8.

4 2
Désignons le maximum de R par R, et son minimum
par R,, nous aurons

‘ R, = Plﬂ ’
(16) msinf 4 d* — 8 cosB — d
R, = Plpzfjm_ﬁ_ .

msinf + Vd? — & cosB+d

Nous tirons de la

[

1 1 [1—sin(2a,+ B)]d

R R 01 p2 SINP
_2sin’ <ao+ép ——iﬂ') d
(tn) ] - pipasinp
1 1 [t+sin(2a,+4 B)]d .
—R—:—R— PrFaSinp
2 €08’ &ao—l—%ﬁ—— }—}n) d

' —_— ?

) pipasinf
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puis

(18)1 cos’(a“—{—-ép—%)r sin‘(ao—{—-;-ﬁ—i-vr).

R R, - R,

Supposons que I'on veuille prendre sur tous les rayons
infiniment voisins d’'un rayon donné des segments tels,
que I’angle de déviation correspondant soit constant. La
formule (18) nous donne ces segments pour un rayon
quelconque infiniment voisin en fonction du plus grand
et du plus petit d’entre ces segments et a I'angle que fait
la direction de l'origine de ce rayon avec la direction de
Vorigine du rayon sur lequel se trouve le plus grand
segment. Cette formule est tout a fait analogue a la for-
mule d’Euler qui donne le rayon de courbure d’une sec-
tion normale en fonction des rayons de courbure princi-
paux et de l'angle que fait la section normale avec une
des sections principales. La formule d’Euler n’est, du
reste, qu'un cas particulier de la formule (18) comme
nous le verrons plus loin.

Dans le cas ou I’angle constant de déviation est égal a
un droit, on a

(19) T cos’ao+sin’ %
R R, R,

La propriéte exprimée par cette formule a été trouvée
pour la premiére fois par Hamilton dans le supplément
dont il a été question, mais par des considérations diffé-
rentes de celles que nous avons employées. Hamilton n’a
point considéré les angles de déviation si utiles dans 1'é-
tude des systémes de rayons.
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§ VUI. — Des pinceaux infiniment petits et des rayons
principauz.
Dans les deux équations (6) (§ VII)
RV =8
Pips

R
dq cosa = (1 — —rl) dg, cosxy — dg,sina,

P1 P2
RVd
pip2

(1)
dq sina — dg, cosa, + <1—- 51—') dq, sinay,
P P2
on peat considérer dg et « comme les coordonnées po-
laires de la circonférence de la section d’un pinceau infi-
niment mince. L’abscisse de la section est R, dg,eta,
sont les coordonnées polaires de la courbe qui donne la
section passant par l'origine du rayon. Ces équations
peuvent servir, non pas a comparer les aires des sections
d’un pincean (ce qui a déja été fait), mais a faire voir
comment la forme d’une section quelconque dépend de
celle de I'une d’entre elles. Si des coordonnées polaires de
deux sections on passe aux coordonnées rectangulaires,
en choisissant des axes dans les plans principaux du
rayon auxquels tous les autres rayons du faisceau sont
infiniment voisins, on a

dgcosa ==, dgsina =y,
(2)

dgecoso, == %o, dgasing, =y,,
x et y sont les coordonnées infiniment petites des points

de la circonférence de la section.
Les équations (1) donnent

Rr R d'— & ‘
Sx:_— l-—m Xy — o Yor
(3) i . |
' Rydi— o ( R7,)
y=— &y {1 ———) Ye
2102 pipa
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ou
\’P«—R)(Pa—“)xo——"(?lpf —Rn)z 4+ RVa*—dy,

W (o —R)(p» — R) yo=—RVd*— & z+(p.p—Rr) 5.

Ainsi les circonférences des sections d’un pinceau infi-
niment petit sont des ocourbes du méme degré, et elles
sont dans le rapport de collmeauon exprimé par les équa-
tions précédentes.

Les sections d’un pinceau passant par les foyers méri-
tent un examen particulier. Pour ces sections, la mesure
de la densité est infiniment grande, leur aire est donc un
infiniment petit d’un ondre supérieur. Sil’on pose

R=p, ou R=p,

les équations (4) sont identiques ainsi que les équa-
tions {3) et elles donnent

d—79
r= d+é‘x pour R=p,

d+ 3
ry= T3 % Ppour R =y,

Ce sont les équations de deux lignes droites infiniment
petites, puisque les coordonnées x et y ont des valeurs
infiniment petites.

Donc les sections d’un pinceau infiniment petit qui
passent par les deux foyers sont deux droites infiniment
petites.

Cela veut dire que 'une des dimensions, qui dans les
sections ordinaires sont des infiniment petits du premier
ordre, devient un iunfiniment petit d’un ordre supérieur.
Il résulte aussi de ceci que la surface qui limite un pin-
ceau infiniment petit a foyers réels peut étre engendrée
par une dioite qui s'appuicrait constamment sur une

(5)
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courbe infiniment petitc et sur deux droites perpendicu-
laires & un rayon passant dans Uintérieur de la petite
courbe et perpendiculaire au plan de cetie courbe.

Pour déterminer les dircctions et les longueurs des
sections passant par les foyers, il est bon de repasser aux
coordonnées polaires dg, a, dg,, et a,. Dans les équa-
tions (1) posons

R=r,
et remarquons que

pr—ri=d—+¢8, p—rn=—d+3d,
nous obtenons pour la section qui passe par le premier
foyer
p2dq cosa = (d + &) dq, cosu, — \/m dg,sina,,
p2dg sine = Vd* + 8" dg, cosay— (d — 8) da, sing,.
Introduisons dans ces formules 'angle ©, du premier

plan focal avec le premier plan principal, nous aurons,

équation (18) (§IV),

(6)

sinw, = E, d—+—5
2d
donc
p2 dq cosz = 2d cosw, cos (@, + »,) dq,,
(7) g p2dg sine = 2.d cosw, cos (@, + ) dq,,
d’ou
(8) tangz — fangw, oOu « = o

a cst constant; donc la section dont les coordonnées sont
dqg ct o est une portion de ligne droite passant par le
pole. L’équation 2 = o, donne aussi la direction de
cette droite.

Pour R = p,, ou pow la section passant par le second
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foyer, on obtient d’une maniére analogue

pi dq cosa = 2.d cosw, COS (2 + ;) dge,

(9)

(IO) tanga = tangw; oOu a = w,.

pi dq sine = 2d sine, €os (&, + ) dg,,

On a donc le théoréme suivant :

Les deux droites infiniment petites qui forment les
sections focales d’un pinceau infiniment petit sont situées
dans ses plans focaux.

.
Pour la section passant par le premier foyer, c’est-a-
dire pour @ = ®,, on a, d’aprés I’équation (7),

2d
(ll) dq:-P—-dqocos(ao—i—w.).
2

Si, comme nous l’avons supposé, la circonférence de
la section du pinceau qui passe par son origine est déter-
minée et donnée, dg, est déterminé et fonction de «,, et
par I'équation (11) dg est déterminé et fonction de «,.
Comme d’ailleurs la courbe dont dg est le rayon vec-
teur est une droite passant par le pole, la longueur de
dq est égale a la différence des deux valeurs extrémes que
peut prendre dg considéré comme fonction de a,, ou
plutét, 'une de ces valeurs étant négative et 'autre posi-

tive, la longueur de dg est égale a la somme des valeurs
" absolues de son maximum et de son minimum. On ob-
tient de la méme maniére la longueur de la section qui
passe par le second foyer au moyen de I'équation

(r2) dq:z—ddqocos(ao—t-m,).

Pt

Dans le cas le plus simple ou la section du pinceau
serait un cercle infiniment petit, dg, est constant, et les
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valeurs extrémes de dg poar la section qui passe par le
premicr foyer s’obtiennent en posant

A+ 0 ==0, U =%
et sont égales &

24 dg et — ﬁdq,
P2

B

d
La somme de leurs valeurs absolues est donc -4-{-)— dg,. La
2

longueur de la section passant par le second foyer est

d . N .
hd dq,. Ces deux longueurs sont proportionnelles 4 la dis-
ps .
tance des deux sections & la section circulaire qui passe
par Porigine. Si I'on cherche dans quel cas la longueur de
la section qui passe par I'un des foyers est nulle, on trouve,
d’aprés les équations (11) et (12), que ce cas sc présente
quand d= o et seulement quand d =o. La condition
d = o entraine J = o, puisque J n’est jamais plus grand
que d; il faut donc que I'on ait

=, et py==py,

c'est-a-dire que pour ce pinccau, il faut que les points
limites et les foyers viennent se confondre avec le centre.
Nommons, d’aprés Hamilton, rayons principaux les
rayons tels, que tous leurs rayons infiniment voisins
passent par un de leurs points. Ces rayons principaux ne
peuvent exister que quand les deux surfaces des points
limites et avec elles les deux surfaces focales ont des
points communs. Dans ce cas, il existe toujours des
rayons principaux, que les points communs soient des
points de contact, des points d’intersection ou des points
situés sur des courbes d’'intersection.

Les plans principaux des rayons principaux sont indé-
terminés. :
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Dans le sysiéme tout particulier ou tous les rayons
passent par un méme point, tous les rayons sont des
rayons principaux. Il est aisé de voir que ce systéme est
le seul pour lequel ce cas se présente. I existe une infi-
nité de systémes qui ont des séries continues de rayons
principaux ; ces séries forment des surfaces. Tel est, par
exemple, le systéme des tangentes communes a deux sur-
faces du second degré confocales; toutes les tangentes a la
courbe d’intersection des deux surfaces sont des rayons
principaux. Il existe une infinité de systémes qui possé-
dent des rayons principaux isolés.

Les rayons principaux ne se présentent pas en général
dans le systéme le plus général, parce que les valeurs de u
ct de v qui correspondent 4 un rayon principal sont liées
par trois équations.

Puisque les plans principaux d’un rayon principal sont
indéterminés, 1'équation quadratique (4) (§ II) doit s°é-~
vanouir; il faut donc que l'on ait

F— Lt g =,
(13) e —gl=o,

'é(f+ f'/¢ —ef=o.
Ces trois équations se réduisent en général 4 deux. Ex-
cepté le cas ou = 0, 'une d’elles est une conséquence
des deux autres. Mais il y a une troisitme équation ré-
sultant de ce que le rayon doit avoir un foyer réel; il
faut que ¢ = o, ce qui donne

(14) [

Supposons maintenant que pour un rayon les deux
foyers coincident avec le centre, les points limites ne
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coincidant pas avec le centre. Le pinceau infiniment pe-
tit correspondant n'a qu’une section rectiligne; elle
passe par le centre, renferme en méme temps les deux
foyers et se trouve dans le plan avec lequel coincident,
dans ce cas, les deux plans focaux. D’aprés 1'équation

. d
siny = —»

y est nul en méme temps que d ou I'angle des sections
rectilignes est nul en méme temps que la distance des
foyers. La condition pour que les deux foyers coincident
ne donne qu'une équation entre u et v. Il en résulte que
les systémes de rayons ont des suites continues de rayons
Jouissant de cette propriété et formant des surfaces ré-
glées, que par suite les surfaces focales se coupent, en
général, suivant des courbes déterminées, puisque toutes
les tangentes a ces courbes sont des rayons jouissant de
cette propriété que leurs deux foyers coincident avec le
centre. Il existe ainsi toute unc famille de systémes de
rayons pour lesquels tous les rayons jouissent de cette pro-
priété, parce que leurs surfaces focales coincident et ne
forment qu’une seule surface.

§ IX. — Comparaison de la théorie générale des sys-
témes de rayons avec la théorie particuliére de la

courbure des surfaces et des systémes de normalcs
aux surfaces.

Les systémes de rayons dont nous venons d’exposer la
théorie générale, renferment, comme cas particulier, les
systémes dont tous les rayons sont normaux i une méme
surface. Pour ce systéme, les expressions que nous avons
désignées par f et f' et qui sont formées par la combinai-
son des quotients différentiels partiels de x, y, 2, &, 0, ¢,



(97)
sont égales I'une & I'autre. Si I'on donne une surface a
laquelle tout rayon du systéme doit étre normal, si I'on
désigne par &, y’, Z/, les coordonnées du point de cette
surface ou lé rayon x, y, 2, &, n, {, doit étre normal et
par r la distance du point &, y’, 2" 4 'origine x, y, z, du
rayon, on aura

(v) =z +rk y'=y+rn, F=z+rg
et puisque lerayon est normal a la surface on a aussi
(2) Edz' +~ndy’' 4 tds =—o.

Remplagons 2/, y’, 2’ par leurs valeurs dans cette relation,
nous trouverons

3) Edx 4 ndy + tdz—+ dr(E + n*+ §?)
( ~+r(EdE 4 ndy +tdg) = o,
et par suite

(4) Edx + ndy + tdz = — dr

ou

.

(5) (Ea4nb-Tec)du—+ (Ea' +nb' 4 8¢’ )dv = —dr.

Le premier membre de cette équation doit donc étre une
différentielle compléte d’une fonction — r de deux va-
riables indépendantes u et v. 1l faut donc que

d(§a+-nb +tc)  d(Ed 4-ud +¢c)
(6) dv - du

et puisque I'on a

da _da’ db db de’ do
— T e— —_— 9 —

de  du’ dv du & da’
on a aussi
aa' 4+ bY +cc' =a'a -+ b'b4c'c

Amn. de Mathémat , 2° série, 1. 1T, (Mars 1862.) bi
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f=1~r.

ou N

Cette équation doit étre identique pour que le sysiéme
de rayons soit un systéme de normales i une surface. Si
cette condition est satisfaite, il en résulte que 'on peut
déterminer r en fonction de u et de v au moyen de I'équa-
tion (4). Pour une telle valeur de r, les équations (1)
représentent une surface  laquelle les rayons du systéme
sont normaux. Comme dans I'intégrale de I'équation (4)
il entre une constante arbitraire, on a non-seulement
une surface qui satisfait a la question, mais on a une série
de surfaces connues sous le nom de surfaces paralléles.

Pour f = ' I'équation quadratique (5) (§ 1V), dont les
racines sont 7, et 7y, est la méme que I’équation quadré-
tique (4) (SII) dont les racines sont ¢, et t;. L’équation
(9) (§ 11}, dont les racines sont p, et p,, devient aussi la
méme que I'équation (16) (§ II), dont les racines sont r,
et ry. Il résulte de la que

Dans les systémes dont tous les rayons sont normaux
& une surface, les deux plans focaux de chaque rayon
coincident avec ses deux plans principaux, et ses deux
foyers coincident avec ses points limites des plus courtes
distances.

Considérons une des surfaces auxquelles tous les
rayons du systéme sonit normaux comme la surface d’ou
ces rayons sont issus. Les abscisses py et p, des foyers, ou,
ce qui revient au méme, les abscisses r; et ry des points
limites, deviennent les rayons de courbure principaux de
la surface. Les surfaces focales qui coincident avec celles
des plus courtes distances ne sont autres que les surfaces
étudiées par Monge, sur lesquelles se trouvent tous les
centres de courbure de la surface. La théorie de la cour-
bure des surfaces peut donc éire considérée comme un
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cas particulier de la théorie générale des systémes de
rayons. Il n’est pas sans intérét d’examiner quelle est la
relation qui existe entre les théorémes généraux que nous
avons démontrés et les théorémes connus de la courbure
des surfaces.

En examinant si la théorie générale des systémes de
rayons ne nous donne pas quelques théorémes nouveaux
pour la théorie de la courbure des surfaces et celle des
normales, nous n’avons rien trouvé de bien remarquable,
comme on pouvaits'y attendre. On pourrait citer cepen-
dant le théoréme auquel donne lieu I'équation

r = r,cos’w -+ r,sine.

Il exprime une propriété générale des normales a une sur-
face et pourrait, par conséquent, entrer dans la théorie
particuliére de ces normales. La propriéié exposée
(S VIHII) sur les pinceaux infiniment petits donne aussi
un théoréme sur les normales aux surfaces qui n’est pas
encore connu, je crois. On peut I’énoncer ainsi :

En un point d'une surface, les deux plans normaux
principaux sont coupés par toutes les normales aux
pointsinfiniment voisins de lasurface du point donné, de
telle maniére que les distances des points d'intersection
au point donné sont, pour lun des plans normaux,
égales au plus grand rayon de courbure et pour Uautre
au plus petit rayon de courbure.

Si l'on parcourt tous les théorémes donnés dans la
théorie de la courbure des surfaces et dans celle des
normales, on trouve toujours des théorémes corres-
pondants dans la théorie générale des systémes de rayons.

Considérons les deux sections normales principales en
un point donué d’une surface, elles donnent le plus grand
et le plus petit rayon de courbure. Dans la théorie géné-
rale, nous avons d’un cd1é les plans principaux et de
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Vautre les plans focaux. Les propriétés des normales aux
surfaces se divisent dans la théorie générale : une partie
des propriétés correspondantes se rapporte aux plans
principaux et une autre aux plans focaux. Les plans prin-
cipaux jouissent de ces propriétés : Ils sont toujours réels
et perpendiculaires entre eux; les plans focaux renfer-
ment les deux rayons infiniment voisins du rayon donné
qui le coupent. Aux centres de courbure principaux
des surfaces correspondent les points limites des plus
courtes distances et les foyers, et par suite aux surfaces qui
renferment ces centres de courbure correspondent les sur-
faces des points limites et les surfaces focales. Les surfaces
des points limites jouissent de cette propriété qu’elles limi-
tent dans I'espace une région ou se trouvent toutes les plus
courtesdistances de deux rayons infiniment voisins, et les
surfaces focales jouissent de cette autre propriété que tous
les rayons du systéme leur sont tangents. Les deux belles
propriétésdes surfacesdes centres de courbure trouvées par
Monge, savoir: 1° que leurs contours apparents se coupent
4 angle droit quel que soit le point de I'espace ou I’on place
le point de vue, 2° que les arétes de rebroussement des
surfaces développables formées par les normales sont des
lignes géodésiques surles surfaces des centres de courbure,
sont des propriétés spéciales aux systémesde normales a une
surface. Elles n’appartiennent ni aux surfaces des points
limites, ni aux surfaces focales des systémes généraux.
Les deux systémes de lignes de courbure des surfaces
considérées comme les lieux géométriques des points des
surfaces dont les normales forment des surfaces dévelop-
pables, correspondent dans le systéme le plus général aux
deux séries de surfaces développables £, et Q,; (§ V). D’un
autre c0té, on peut regarder les surfaces réglées O, et O,
comme correspondant aussi aux lignes de courbure, car
clles aussi coupent la surface suivant des lignes de cour-
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bure dans le cas ou tous les rayons du systéme sont nor-
naux a cette surface.

Les ombilics des surfaces, pour lesquels les deux rayons
de courbure principaux sont égaux, de sorte que toutes
les normales infiniment voisines passent par le méme
point et que la direction des plans normaux principaux
devient indéterminée, correspondent aux rayons princi-
paux qui sont tels, que tous leurs rayons infiniment voi-
sins les coupent en un méme point et dont les plans prin-
cipaux aussi bien que les plans focaux ont une direction
indéterminée.

Le théoréme d’Euler qui montre comment le rayon de
courbure d'une section normale est déterminé par I'angle
de cette section avec 'une des sections principales et les
deux rayons de courbure principaux, se trouve comme cas
particulier dans la formule (18) (§ VII). Cette formule
devient la formule d’Euler si on y fait
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La méthode générale exposée (§ VII) détermine aussi le
rayon de courbure d’une maniére nouvelle qui n’est pas
dénuée d’intérét. Elle montre que I'angle de déviation du
rayon de courbure d'une section normale en point donné
avec une normale issue d’un point de la surface situé dans
le plan de la section et infiniment voisin du point donné
est toujours égal 4 un droit, c’est-a-dire que :

Sipar deux points infiniment voisins d’une surface on
méne les deux normales et que sur ces normales on
prenuc les deux longueurs pour lesquelles Uangle de dé-
viation est égal a un droit, ces longueurs représentent
les rayons de courbure aux deux points infiniment voi-
sins pour la section normale qui passe par ces points.

La mesurc dela courbure donnée par Gauss sc retrouve

«
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dans la théorie générale dans la mesure de la densité. Son
expression, qui est la réciproque du produit des deux
rayons de courbure principaux, se trouve dans I'expres-
sion (§ VI) dela mesure de la densité qui est la réciproque
du produit de la distance des deux foyers au point consi-
déré. Pour les systémes de rayons normaux 4 une surface
et par suite normaux a toutes les surfaces paralléles, la
mesure de la densité est identique avec celle de la cour-
bure, parce qu’en chaque point de I'espacela mesure de la
densité des rayons est égale a la mesure de la courbure de
la surface paralléle qui passe cn ce point.

On voit que les considérations introduites par Gauss
dans la science possédent cc degré de généralité qui leur

permet de s étendre bien au dela du but qu’on leur avait
d’abord fixé. (Fin.)



