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THÉORIE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES DE RAYONS RECTILIGNES
( voir page 31);

PAR M. E.-E. KUMMER.

CRELLE, t. LVH.

TRADUIT PAR M. E. DEWULF,
Capitaine du Génie.

§ VII. — Angles de déviation des rayons infiniment
voisins.

Supposons que l'on donne deux droites dans l'espace,
que de deux points de la seconde on abaisse des perpen-
diculaires sur la première. Soient a et b les pieds de ces
perpendiculaires. JNommons angle de déviation des deux
droites pour le segment ab l'angle que ces perpendicu-
laires forment entre elles. Cet angle devient égal à deux
angles droits quand les points a et b s'éloignent à l'infini
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sur la droite, 1 un dans un sens, Vautre en sens contraire.
Pour tout segment fini, l'angle de déviation est moindre
que deux droits. Si les deux droites sonl situées dans un
même plan, l'angle de déviation est nul ou égal à 2ÎT qiwl
que soit le segment. Il est nul si le segment contient le
point d'intersection des deux rayons, il est égal à in dans
le cas contraire. Soient a, h, c trois points de la pre-
mière droite, l'angle de déviation du segment bc est égal
à la différence des angles de déviatioa des segme«ls <w et
ab. Ainsi l'angle de déviation d'un segment quelconque
donné est déterminé par les angles de déviation de deux
segments comptés à partir d'un point donné.

Pour étudier les déviations des rayons d'un système in-
finiment voisin d'un rayon donné, nous compterons
toutes les déviations à partir de l'origine de ce rayon,
point dont l'abscisse est nulle.

Soit dq la longueur de la perpendiculaire abaissée
d'un point appartenant à un rayon infiniment voisin
d'un rayon donné; soit R l'abscisse du pied de cette
perpendiculaire; soit a l'angle que forme dq avec une
perpendiculaire au premier plan principal. De plus,
soient dq0 et a0 les valeurs de dq et a pour l'origine du
rayon donné. D'après l'équation (4) (§ VI), on a les
équations

j öfyeosa = — 3L2du— %2dt>,

| dq sin a = -h ,31, du -+• fU, dv,

après avoir

ç

jW» —

pose

e + f'*a + R(
v2

'£+&i )

G.
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En conséquence, pour R = o, on a

i dqt cOS«o = — - du — (h
i \

( dq0 sin a0 = -+- -— ' du - ~ J d
• i V i

et aussi

I */<7 COS a — t/r/0 cos a0 = —— du — dv,
\ V2 V2

-^ du-\ TT
 rJ r /c .

De ces deux équations, on tire

(4)

dq sin a — d<y0 sin a0 dq cos a — rf<70 cos a0

(tfysioa ^ o s ina o ) f | (f/^cosa dq0 cos<x0) t2— g^r

Si Ton a égard aux équations (2) ainsi qu'aux relalions

e -f- i (f-h f ') (f, + r2) -i- gf, f2 = o,

on obtient

— da0cos<x)

/f f/\
4- ( ) ( dq sin a — *fy0 sin a0 )

\ 2A /

~ — ( ) {dq COSa —dq0 cos a»

— rx(dq sin a — dqQ sinct0),
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et puisque, d'après l'équation (i5) (§ IV),

(LllL\7=: d2— S2 = p, p, — r{ r2?

on obtient pour dq cos oc et dq sin oc les expressions sui-

vantes

RrA , R ^ - ^ ^ .
! , ) e/ûr0 cOSa0 " «^o Sinau,

p ip 2 / pi pa
R Jd* — ^ / RrA .

in a = — dq0 cos a0 -h ( i — 1 »yo sm a.

(6)
sina

Ces deux égalités montrent comment pour chaque
point d'un rayon la perpendiculaire dq et l'angle corres-
pondant oc se déterminent au moyen du segment compté à
partir de l'origine du rayon jusqu'au point considéré. En
divisant ces deux égalités membre à membre, on obtient

R sld2 — £2 cosa0 H- (Pi Pi — R r*) sina0

(n) tanga = ,. =r=
(p, p2 — R r, ) coscto — R spF^P sin a0

L'angle de déviation d'un rayon donné avec un rayon
infiniment voisin en un point dont l'abscisse est R, est
égal à a — cc0, comme nous l'avons dit plus haut. Dési-
gnons cet angle par (3 :

P = a — a0 et a = § -f- a0.

L'équation (7) donne donc

(8) t a n g p =
p, p3 — R (r, cos2 a0 4 - r2 sin2 ae)

La tangente de l'angle de déviation est donc nulle
quand R = o. Elle est aussi nulle, et par suite (3 = o ou
(3 = 2 7T, si

(9) V'fi?2 — <î3
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ou bien si

bin2a„ = cosy,

ou encore si

c'est-à-dire
a0 = w, o u ao = 6>2,

o), et «2 étant les angles que forment les plans focaux
avec le premier plan principal. Ainsi, pour les deux
rayons infiniment voisins situés dans les plans focaux,
l'angle de déviation est toujours nul ou égal à deux
droits. Cela résulte d'ailleurs de ce que chacun de ces
rayons se trouve dans un même plan avec le premier
rayon.

Dans les systèmes de rayons à surfaces focales imagi-
naires, qui n'ont pas par suite de plans focaux, l'angle de
déviation n'est jamais nul, et par suile la déviation ne
peut changer de signe.

Si deux rayons infiniment voisins d'un pareil système
sont tels, que la déviation de l'un autour de l'autre se
fait toujours de gauche à droite, deux rayons infiniment
voisins quelconques sont nécessairement dans le même
cas. Les systèmes à surfaces focales imaginaires peuvent
donc se diviser en deux classes : les systèmes ou les dé-
viations d'un rayon autour d'un rayon infiniment voisin
se font de gauche à droite, et ceux où elles se font de
droite à gauche. Du reste, à tout sjstème de rayons à
surfaces focales réelles on imaginaires en correspond un
autre, symétrique ou équivalent, en ce sens qu'il ne dif-
fère du premier que par le sens des déviations des rayons
les uns autour des autres. Cette différence est exprimée
analytiqueinent par la différence des signes des racines de
l'équation quadratique.
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Supposons les foyers d'un rayon réels, examinons les

angles de déviation que Ton obtient en passant de l'ori-
gine aux foyers. Soient j3j. et j3t ces angles, Pour (3O nous
aurons R = pu et pour |3V, R = p*. Au moyen des équa-
tions (14) (§ IV), d'où il résulte que

r, cos9a0-hrt sin2a0 = m — */cos2a0,

on trouve
sld* — & —• </sin2oc0tango, = I

migB,=

A l'aide des équations (18) (§IV) qui donnent les an-
gles toi et o>8 des plans focaux arec un plan principal,
nous trouverons

sin 2w, — sin 2a0tango, = = tangfw, — a0),D r coS2wâ-~cos2a0
 DV ;

= tang (&>* — a0 .
COS 2 W3 — COS 2 a 2

Donc

(12) p, = w , — a0, p2 = w2 — «0.

Donc /e^ angles de déviation des segments compris
entre les foyers d'un rayon ont la même valeur quelque
soit le rayon infiniment voisin du premier que Von con-
sidère. La valeur de ces angles n'est autre que celle de
Vinclinaison des plans focaux du rayon considéré.

Si Ton se donne la valeur de l'angle de déyiation /3, on
peut déterminer l'abscisse R pour laquelle l'angle de
déviation d'un rayon donné et d'un rayon infiniment voi-
sin a cette valeur. L'équation (8) donne cette yaleur
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de R

( l4)E= tn^L,
(rt cos2 a0 -f- r2 sin' a0) sin p -+- y </*—<î2 cos p — <isin 2 a0cos p

En mettant pour /j et r2 leurs valeurs m — d et m -+- d,
nous obtenons l'expression plus simple

B =
m sin (3 -+- sjd* — ̂ cosp — ^sin(2ao-hp)

Supposons que R soit fonction de a seulement, |3 étant
une constante donnée, R sera maximum quand on aura

sin (2ao-f- p) = •+-1 ou do = jn f;

R sera minimum quand on aura

SÎn(2a0H-p) Ï = — I, a o = 2 7r — - f.

Désignons le maximum de R par Rj et son minimum
par R2, nous aurons

(16)

p, p2 sin

m sin f ~ ** cos P —

m sin p - j - 0-/2 — S2 cos

Nous tirons de là

i i [ i — sin
ri fvi p,p2 s inp

2 sin2 ( a0 H — 6 — 7 7r \ d

\ 2 4 /
p . p 2 s i n p

l* R

pi pi sin



puis

cos2

(lS)L-— ? ±L = V l Li.

Supposons que l'on veuille prendre sur tous les rayons
infiniment voisins d'un rayon donné des segments tels,
que l'angle de déviation correspondant soit constant. La
formule (18) nous donne ces segments pour un rayon
quelconque infiniment voisin en fonction du plus grand
et du plus petit d'entre ces segments et à F angle que fait
la direction de l'origine de ce rayon avec la direction de
l'origine du rayon sur lequel se trouve le plus grand
segment. Cette formule est tout à fait analogue à la for-
mule d'Euler qui donne le rayon de courbure d'une sec-
tion normale en fonction des rayons de courbure princi-
paux et de l'angle que fait la section normale avec une
des sections principales. La formule d'Euler n'est, du
reste, qu'un cas particulier de la formule (18) comme
nous le verrons plus loin.

Dans le cas où l'angle constant de déviation est égal à
un droit, on a

('9) R R, R2

La propriété exprimée par cette formule a été trouvée
pour la première fois par Hamilton dans le supplément
dont il a été question, mais par des considérations diffé-
rentes de celles que nous avons employées. Hamilton n'a
point considéré les angles de déviation si utiles dans Yé-
tude des systèmes de rayons.



§ VIII. — Des pinceaux infiniment petits et des rayons
principaux.

Dans les deux équations (6) (§ VII)

/ Rr,\ , R y/?7^** .
dq cosa = [ l • I dqê cosa0 * •• dq0 $ina<,,

\ Ptpi/ p. pa

, . Rs/d^^P, / RrA _ .
tf<7 Sina = dqQCQ&O.Q -+- i I ) dqesin*0,

p i p 2 \ p./v

on peut considérer dq et a comme les coordonnées po-
laires de la circonférence de la section d'un pinceau infi-
niment mince. L'abscisse de la section est R, dq0 et a0

sont les coordonnées polaires de la courbe qui donne la
section passant par l'origine du rayon. Ces équations
peuvent servir, non pas à comparer les aires des sections
d'un pinceau (ce qui a déjà été fait), mais à faire voir
comment la forme d'une section quelconque dépend de
celle de l'une d'entre elles. Si des coordonnées polaires de
deux sections on passe aux coordonnées rectangulaires,
en choisissant des axes dans les plans principaux du
rayon auxquels tous les autres rayons du faisceau sont
infiniment voisins, on a

( dqcosa. = x, dq sin a = ^ ,
(2) <

x et y sont les coordonnées infiniment petites des points
de la circonférence de la section.

Les équations (1) donnent

/ o ,
[ / RrA RVrf1-^
i x = I ) .rt> Î j

\ Pip*/ hl-*
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OU

(4)

Ainsi !«s circonférences des sections d'un pinceau infi-
niment petit sont des «ourbes du même degré, «t elles
sont dans le rapport de collinéation exprimé par les équa-
tions précédentes.

Les sections d'un pinceau passant par les foyers méri-
tent un examen particulier. Pour ces sections, la mesure
de la densité est infiniment grande, leur aire est donc un
infiniment petit d'un ordre supérieur. Si l'on pose

R = pt ou R = p2,

les équations (4) sont identiques ainsi que les équa-
tions {3) et elles donnent

(5)

— 9
X=\J .—Ï* pour R = pu

P°ur R =

Ce sont les équations de deux lignes droites infiniment
petites, puisque les coordonnées x et y ont des valeurs
infiniment petites.

Donc les sections d'un pinceau infiniment petit qui
passent par les deux foyers sont deux droites infiniment
petites.

Cela veut dire que Tune des dimensions, qui dans les
sections ordinaires sont des infiniment petits du premier
ordre, devient un infiniment petit d'un ordre supérieur.
Il résulte aussi de ceci que la surface qui limite un pin-
ceau infiniment petit àfoj ers réels peut être engendrée
par une dtoite qui s'appuierait constamment sur une
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courbe infiniment petite et sur deux droites perpendicu-
laires à un rayon passant dans Vintérieur de la petite
courbe et perpendiculaire au plan de cette courbe.

Pour déterminer les directions et les longueurs des
sections passant par les foyers, il est bon de repasser aux
coordonnées polaires dq, a, dq09 et a0. Dans les équa-
tions (i) posons

R = r,,

et remarquons que

p 2 — r, = d-{-$, p2 —.r2 = — d-\-$,

nous obtenons pour la section qui passe par le premier
foyer

(6)
p2 dq cosa = ( d -+• 8) dq0 cosa0 — ^d7 — S7 dq0 s ina0 ,

pi dq sin a = y/c?2 -f- S7 dq0 cosa0 — (d — 8) da0 s ina 0 .

Introduisons dans ces formules l'angle a), du premier
plan focal avec le premier plan principal, nous aurons,
équation (i8) (§IV),

sinw, =

donc

( p2 dq co s a = 2 d COS w i COS ( al( -f- w i ) dq0,

(7) } . , , ,
f pja^ sma = :̂ 2 a cosw, cos (a0-f-&>i Ja^0 ,

d'où

(8) tanga = tangen 011 a = wi.

a est constant} donc la section dont les coordonnées sont
dq et a est une portion de ligue droite passant par le
pôle, [/équation a — Wj donne aussi la direction de
cette droite.

Pour R = p7) ou poiu la section passant par le second
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foyer, on obtient d'une manière analogue

p, dq COS a = 2<icos&>2 COS (a0 -H w/j dq0,
(9)

(10) tang a = tang w2 ou a = &>2.

On a donc le théorème suivant :

Les deux droites infiniment petites qui forment les
sections focale s d'un pinceau infiniment petit sont situées
dans ses plans focaux.

Pour la section passant par le premier foyer, c'est-à-
dire pour a = Wj, on a, d'après l'équation (7),

id
(11) dq = — dq0cos(a0 -h »,).

Si, comme nous l'avons supposé, la circonférence de
la section du pinceau qui passe par son origine est déter-
minée et donnée, dq0 est déterminé et fonction de a0, et
par l'équation (11) dq est déterminé et fonction de a0.
Comme d'ailleurs la courbe dont dq est le rayon vec-
teur est une droite passant par le pôle, la longueur de
dq est égale à la différence des deux valeurs extrêmes que
peut prendre dq considéré comme fonction de a0, ou
plutôt, l'une de ces valeurs étant négative et l'autre posi-
tive, la longueur de dq est égale à la somme des valeurs
absolues de son maximum et de son minimum. On ob-
tient de la même manière la longueur de la section qui
passe par le second foyer au moyen de l'équation

id
(12) dq = dq0cos(ot.0 -+- w2).

P'

Dans le cas le plus simple où la section du pinceau
serait un cercle infiniment petit, dq0 est constant, et les
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valeurs extrêmes de dq pour la section qui passe par le
premier foyer s'obtiennent en posant

et sont égales à
id 7.d
— dq et fifiûv

P' P'

La somme de leurs valeurs absolues est donc — dq^ La
longueur de la section passant par le second foyer est
— dq0. Ces deux longueurs sont proportionnelles à la dis-
tance des deux sections à la section circulaire qui passe
par l'origine. Si l'on cherche dans quel cas la longueur de
la section qui passe par l'un des foyers est nulle, on trouve,
d'après les équations (n) et (12), que ce cas se présente
quand J = o et seulement quand d=o. La condition
<7= o entraîne â = o, puisque S n'est jamais plus grand
que d\ il faut donc que Ton ait

rj = r t , e t p2 = p , ,

c'est-à-dire que pour ce pinceau, il faut que les points
limites et les foyers viennent se confondre avec le centre.
Nommons, d'après Hamilton, rayons principaux les
rayons tels, que tous leurs rayons infiniment voisins
passent par un de leurs points. Ces rayons principaux ne
peuvent exister que quand les deux surfaces des points
limites et avec elles les deux surfaces focales ont des
points communs. Dans ce cas, il existe toujours des
rayons principaux, que les points communs soient des
points de contact, des points d'intersection ou des points
situés sur des courbes d'intersection.

Les plans principaux des rayons principaux sont indé-
terminés.
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Dans le système tout particulier où tous les rayons

passent par un même point, tous les rayons sont des
rayons principaux. Il est aisé de voir que ce système est
le seul pour lequel ce cas se présente. Il existe une infi-
nité de systèmes qui ont des séries continues de rayons
principaux ; ces séries forment des surfaces. Tel est, par
exemple, le système des tangentes communes à deux sur-
faces du second degré confocales ; toutes Jes tangentes à la
courbe d'intersection des deux surfaces sont des rayons
principaux. II existe une infinité de systèmes qui possè-
dent des rayons principaux isolés.

Les rayons principaux ne se présentent pas en général
dans le système le plus général, parce que les valeurs de u
et de v qui correspondent à un rayon principal sont liées
par trois équations.

Puisque les plans principaux d'un rayon principal sont
indéterminés, l'équation quadratique (4) (§ II) doit s'é-
vanouir; il faut donc que l'on ait

Ces trois équations se réduisent en général à deux. Ex-
cepté le cas où ^ = o, Tune d'elles est une conséquence
des deux autres. Mais il y a une troisième équation ré-
sultant de ce que le rayon doit avoir un foyer réel; il
faut que 5 = o, ce qui donne

(«4) f-t-f'.

Supposons maintenant que pour un rayon les deux
foyers coïncident avec le centre, les points limites ne
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coïncidant pas avec le centre. Le pinceau infiniment pe-
tit correspondant n'a qu'une section rectiligne} elle
passe par le centre, renferme en même temps les deux
foyers et se trouve dans le plan avec lequel coïncident,
dans ce cas, les deux plans focaux. D'après l'équation

y est nul en même temps que à ou l'angle des sections
rectilignes est nul en même temps que la distance des
foyers. La condition pour que les deux foyers coïncident
ne donne qu'une équation entre u et v. Il en résulte que
les systèmes de rayons ont des suites continues de rayons
jouissant de cette propriété et formant des surfaces ré-
glées, que par suite les surfaces focales se coupent, en
général, suivant des courbes déterminées, puisque toutes
les tangentes à ces courbes sont des rayons jouissant de
cette propriété que leurs deux foyers coïncident avec le
centre. Il existe ainsi toute une famille de systèmes de
rayons pour lesquels tous les rayons jouissent de cette pro-
priété, parce que leurs surfaces focales coïncident et ne
forment qu'une seule surface.

§ IX. — Comparaison de la théorie générale des sys-
tèmes de rayons avec la théorie particulière de la
courbure des surfaces et des systèmes de normales
aux surfaces.

Les systèmes de rayons dont nous venons d'exposer la
théorie générale, renferment, comme cas particulier, les
systèmes dont tous les rayons sont normaux à une même
surface. Pour ce système, les expressions que nous avons
désignées par f et f et qui sont formées par la combinai-
son des quotients différentiels partiels de x, y, z, £, yj, £,
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sont égales Tune à l'autre. Si Ton donne une surface à
laquelle tout rayon du système doit être normal, si l'on
désigne par x', y\ z\ les coordonnées du point de cette
surface où lef rayon .r, j , z, £, >?, £, doit être normal et
par r la distance du point x\ /, z à l'origine a:, y, z, du
rayon, on aura

(1) jc'=tf-f-rÇ, ^ y ^ i / - 4 - r j 3 , / :=*-f-rÇ,

et puisque le rayon est normal à la surface on a aussi

(2) \dx' -t-ridy'-*- ïdz' = o.

Remplaçons x\j\ z' par leurs valeurs dans cette relation,
nous trouverons

« !

et par suite

(4) £dx 4- ridy -+- Çûfe =t: — <ir

OU

Le premier membre de cette équation doit donc être une
différentielle complète d'une fonction—r de deux va-
riables indépendantes u et M. Il faut donc que

(6)

et puisque Ton a

<&z dû

on a aussi

A»n. <fe Mathêmat , 2e série, t. Ie r . (Mars 1862.)
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Cette équation doit être identique pour que le système
de rayons soit un système de normales à une surface. Si
cette condition est satisfaite, il en résulte que Ton peut
déterminer r en fonction de u et de v au moyen de l'équa-
tion (4). Pour une telle valeur de r, les équations (i)
représentent une surface à laquelle les rayons du système
sont normaux. Comme dans l'intégrale de l'équation (4)
il entre une constante arbitraire, on a non-seulement
une surface qui satisfait à la question, mais on a une série
de surfaces connues sous le nom de surfaces parallèles.

Pour f = f'l'équation quadratique (5) (§ IV), dont les
racines sont zx et r2, est la même que l'équation quadra-
tique (4) (§11) dont les racines sont t1 et tt. L'équation
(9) (S II)» d° n t les reines sont pi et pt9 devient aussi la
même que l'équation (16 ) ( § II), dont les racines sont rx

et rs. Il résulte de là que
Dans les systèmes dont tous les rayons sont normaux

à une surface, les deux plans focaux de chaque rayon
coïncident avec ses deux plans principaux, et ses deux
foyers coïncident avec ses points limites des plus courtes
distances.

Considérons une des surfaces auxquelles tous les
rayons du système sont normaux comme la surface d'où
ces rayons sont issus. Les abscisses ptetp2des loyers, ou,
ce qui revient au même, les abscisses r, et r2 des points
limites, deviennent les rayons de courbure principaux de
la surface. Les surfaces focales qui coïncident avec celles
des plus courtes distances ne sont autres que les surfaces
étudiées par Monge, sur lesquelles se trouvent tous les
centres de courbure de la surface. La théorie de la cour-
bure des surfaces peut donc être considérée comme un



cas particulier de la theorie générale des systèmes de
rayons. Il n'est pas sans intérêt d'examiner quelle est la
relation qui existe entre les théorèmes généraux que nous
avons démontrés et les théorèmes connus de la courbure
des surfaces.

En examinant si la théorie générale des systèmes de
rayons ne nous donne pas quelques théorèmes nouveaux
pour la théorie de la courbure des surfaces et celle des
normales, nous n'avons rien trouvé de bien remarquable,
comme on pouvait s'y attendre. On pourrait citer cepen-
dant le théorème auquel donne lieu l'équation

r = r, cos'w-j- /jsin^w.

Il exprime une propriété générale des normales à une sur-
face et pourrait, par conséquent, entrer dans la théorie
particulière de ces normales. La propriété exposée
(§ VIII) sur les pinceaux infiniment petits donne aussi
un théorème sur les normales aux surfaces qui n'est pas
encore connu, je crois. Ou peut l'énoncer ainsi :

En un point d'une surface', les deux plans normaux
principaux sont coupés par toutes les normales aux
points infiniment voisins de la surface du point donné, de
telle manière que les distances des points cC intersection
au point donné sont, pour Vun des plans normaux,
égales au plus grand rayon de courbure et pour Vautre
au plus petit rayon de courbure.

Si Ton parcourt tous les théorèmes donnés dans la
théorie de la courbure des surfaces et dans celle des
normales, on trouve toujours des théorèmes corres-
pondants dans la théorie générale des systèmes de rayons.

Considérons les deux sections normales principales en
un point donné d'une surface, elles donnent le plus grand
et le plus petit rayon de courbure. Dans la théorie géné-
rale, nous avons d'un côté les plans principaux et de
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l'autre les plans focaux. Les propriétés des normales aux
surfaces se divisent dans la théorie générale : une partie
des propriétés correspondantes se rapporte aux plans
principaux et une autre aux plans focaux. Les plans prin-
cipaux jouissent de ces propriétés : Ils sont toujours réels
et perpendiculaires entre eux; les plans focaux renfer-
ment les deux rayons inâniment voisins du rayon donné
qui le coupent. Aux centres de courbure principaux
des surfaces correspondent les points limites des plus
courtes distances et les foyers, et par suite aux surfaces qui
renferment ces centres de courbure correspondent les sur-
faces des points limites et les surfaces focales. Les surfaces
des points limites jouissent de cette propriété qu'elles limi-
tent dans l'espace une région où se trouvent toutes les plus
courtes distances de deux rayons infiniment voisins, et les
surfaces focales jouissent de cette autre propriété que tous
les rayons du système leur sont tangents. Les deux belles
propriétés des surfaces des centres de courbure trouvées par
Monge, savoir: i° que leurs contours apparents se coupent
à angle droit quel que soit le point de l'espace où l'on place
le point de vue, a° que les arêtes de rebroussement des
surfaces développables formées par les normales sont des
lignes géodésiques su ries surfaces des centres de courbure,
sont des propriétés spéciales aux systèmes de normales à une
surface. Elles n'appartiennent ni aux surfaces des points
limites, ni aux surfaces focales des systèmes généraux.

Les deux systèmes de lignes de courbure des surfaces
considérées comme les lieux géométriques des points des
surfaces dont les normales forment des surfaces dévelop-
pables, correspondent dans le système le plus général aux
deux séries de surfaces développables fit et O2 (§ V). D'un
autre côté, on peut regarder les surfaces réglées O± et O2

comme correspondant aussi aux lignes de courbure, car
elles aussi coupent la surface suivant des lignes de cour-



bure dans le cas où tous les rayons du système sont nor-
maux à cette surface.

Les ombilics des surfaces, pour lesquels les deux rayons
de courbure principaux sont égaux, de sorte que toutes
les normales infiniment voisines passent par le même
point et que la direction des plans normaux principaux
devient indéterminée, correspondent aux rayons princi-
paux qui sont tels, que tous leurs rayons infiniment voi-
sins les coupent en un même point et dont les plans prin-
cipaux aussi bien que les plans focaux ont une direction
indéterminée.

Le théorème d'Euler qui montre comment le rayon de
courbure d'une section normale est déterminé par l'angle
de cette section avec Tune des sections principales et les
deux rayons de courbure principaux, se trouve comme cas
particulier dans la formule (18) (§ VII). Cette formule
devient la formule d'Euier si on y fait

jj m - , r, =rr p , , r2 = p2

La méthode générale exposée (§ VII) détermine aussi le
rayon de courbure d'une manière nouvelle qui n'est pas
dénuée d'intérêt. Elle montre que l'angle de déviation du
rayon de courbure d'une section normale en point donné
avec une normale issue d'un point de la surface situé dans
le plan de la section et infiniment voisin du point donné
est toujours égal à un droit, c'est-à-dire que ;

Si par deux points infiniment voisins d'une surface on
mène les deux normales et que sur ces normales on
prenne les deux longueurs pour lesquelles F angle de dé-
viation est égal à un droit, ces longueurs représentent
les rayons de courbure aux deux points infiniment voi-
sins pour la section normale qui passe par ces points.

La mesure de la courbure donnée par Gauss se retrouve



dans la théorie générale dans la mesure de la densité. Son
expression, qui est la réciproque du produit des deux
rayons de courbure principaux, se trouve dans l'expres-
sion (§ VI) delà mesure de la densité qui est la réciproque
du produit de la distance des deux foyers au point consi-
déré. Pour les systèmes de rayons normaux à une surface
et par suite normaux à toutes les surfaces parallèles, la
mesure de la densité est identique avec celle de la cour-
bure, parce qu'en chaque point de l'espace la mesure de la
densité des rayons est égale à la mesure de la courbure de
la surface parallèle qui passe en ce point.

On voit que les considérations introduites par Gauss
dans la science possèdent ce degré de généralité qui leur
permet de s'étendre bien au delà du but qu'on leur avait
d'abord fixé. (Fin.)


