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THEORIE DU MOUYEMENT RELATIF;
Par M. BRESHMANN,

Professseur a I’'Université de Moscou.

Soient O£, On, O¢ trois axes fixes, Ox, Oy, O z trois
axes mobiles autour d’'une méme origine O; on a pour un
point M dont les coordonnées sont £, », ¢

t=ax+by+cz,
(1) 5n=a,x+b,y+¢',z,
( t=a,x+ b,y +c;z.
Lorsque la position des axes varie sans qu'ils cessent
d’étre perpendiculaires entre eux, on aura
( dt =a,dzx+ b, dy + ¢, dz + zda, + ydb, 4 zdec,,
(2) { dn=a,dz + b,dy + c,dz + zda, + ydb, + zdc,,
dt{=uaydz + bydy + ¢;dz + xda, + ydb, + zdc,;
d*t=a,d*x+ b, d’y +c,d'z
~+ 2 (da,dz + db,dy + dc, dz)
“+ ded?a,+dyd? b, + dzd?c,,
d*n=a,d’x + b,d*y + c,d*z
(3) { ~+ 2 (da,dx —+db,dy + dc, dz)
“+dzd?a,+ dyd* b, 4 dzd*c,,
d*¢=a,d*x + b,d?y + c,d*z
—+ 2 (dasdz + db, dy + dc, dz)
~+dzd?a, + dyd? b, 4 dzd? c,.
sadb + bda=o,
5 Scda + Zadec =o,

(4)
Sbde + Zedb = o,
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(50 )
ou X désigne une somme de trois termes qui ont respec-
tivement les indices 1, 2, 3, Bar exemple

sadb—=a,db, + a,db, -+ a,db,.

Mettons en ordre cyclique

‘ ladb—=—dg, = — 3bda,
(5) ¢ teda =—dy,= — Xadc,
¢ '\ Sbde =— do, = — Zcdb,
nous aurons

tad*b = — d’g, — sdadb,
(6) tadic =—d*¢, — Zdude,

fad*a =— 3 (da)’.

La derniére de ces équations est la seconde différen-
tielle de I’équation La* =1. 1l nous suffira de trouver la
valeur de d* £ pour écrire celles de d* n, d* . Supposons
qu'a la fin du temps ¢ les axes mobiles coincident avee
les axes fixes et remarquons que a, b, ¢ désignent respec-
tivement les cosinus des angles formés par les axes x, y,
z avec les axes indiqués par les indices 1, 2, 3, qui si-
gnifient £, v, {, on aura
a=1, by=1, ¢g=1, da=o, dby=o0, dc=o0;
mais d*a, d®b,, d*c, nesont pas = o, tous les autres
cosinus a@,, as, by, by, ¢y, ¢, disparaissent; donc les
équations (5) et (6) deviendront

db, = — do, = —du,,
(7) da; = — d¢,—=— dc,,
de, = — d¢, = — db,,
d*b, = — d*¢, — daydb, =—d* 9, +dg,dg,,
(8) dic, = a*¢; — da,dc,=d* ¢, + do, de,
d*a,=— (da,)*— (da,)’ = — (dq),)‘ —_ (d(pJ)’.



(51)
Si 'on substitue ces valeurs dans la premiére des équa-
tions (3) et qu’on mette ponr abréger

d do, de
7?::.)” -—(—1?:(»“ T;:‘:w,,
wf+m;+w3"“w9
on obtient
d*E d*x dz dy dw, dw,
— Yy —— P B e — ) —
de ar TP\ Em T PR

+ o (wx+ w0y +wz)—elr.

La loi de composition du second membre de cette
équation donne immédiatement le moyen d’écrire les

?

alears d d'n d7¢ Lorsque lorigine a aussi un mou
v e —m -~ Lorsqu rigine a aussi

vement d’entrainement et qu’on désigne ses coordonnées

par o, 3, 7 relativement a trois axes fixes paralléles a
ceux de ¢, , ¢, on a

o =Ef+a, yi=n+f, z2=%+y9,

d*x, d'E d* o

— P P
de? de? e’

dty, i dg
= — 4+ —
de? datt dt?

d?z, dy dy
a —ae Y

donc
d? x, d*a d'zx dz dy
T SXE gt E e (“*7:7"“’33;)
do, dw,
-+ z-;;— - T + o (6 Ay +0,2) — olx;

4.
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Y— ’p+ a2 d dz +x do, zdm.
T~ de T dr a7 T dt

+w,(m.x+m,y+w,z)—-m’y,

7__d’7+d’ 4 dy dx do, do,
L= Y “x T w ) w T w

+ oy {ex—ay +uz)— ez

Pour faire usage de ces formules, il faut savoir ce que
signifient w,, w,, w; dont les valeurs sont données par
les équations (7). En effet

dby=dcos(y,t) = — dg,=-—dcos(z,n)
ou

—sin (y,8)d(y, E\=—do, =sin(z,n)d(z,n),

et supposant qu'a la fin du temps # les axes x, y, z coin-
cident avec les ¢, », ¢, on aura

sin(y,8)=1, sin(z,§)=1,
donc
dopy=d(y,§)
ou
d“,’:s:—‘d(x, §):

c'est-a-dire que dg; est accroissement positif que regoit
pendant dt Pangle droit (y, &) 4 la fin du temps ¢ ou la
diminution de I'angle (z, {). Nous regarderons I'accrois-
sement d'un angle comme positif ou négatif selon qu'il
sera décrit autour de I'axe de gauche i droite ou inverse-
ment pour un ccil qui se trouve sur I'axe positif, mais
le signe donné a l'angle déterminera la direction de
I'axe positif. On déduit de méme des équations (7) que
dq,, do; sont des angles infiniment petits décrits autour
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des axes £ et »; donc

sont les vitesses angulaires autour des axes £, », {. Remar-
quons que les déplacements du point M relativement aux
axes fixes, seulement en vertu du mouvement des axes
x, v, z autour de I’origine, sont, d’aprés les équations (1)
et (7),
d,t==xda, 4 ydb, + zdc, = {dg, —ndy;,
(1) d,n = zda, + ydb, + zdc, —Ed g, — tdyg,,
d,t = zda, + ydb, 4 zdecy = ndg, — Edg,.
Tels sont aussi les déplacements possibles d’un point
quelconque d’un systéme invariable, qui peut se mouvoir
autour d’une origine fixe. Le lieu des points qui restent

immobiles pendant le mouvement des axes est une droite
déterminée par les équations

dgE=0, de”:O, d¢C=0,

c’est-a-dire
tdy,—ndg,=o,
() Edy;—tdy, = o,
nde —Edg, =0,

ou, en divisant par dt,

(1) E"’s—‘cﬁ’l:-o,

On tire de la
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) ®, 5N

— = — —_—
= =

(2]
E n - ‘/52+n2+;2’

dy=ydy' +de: +dgl, o, =yo! +ae.+o..

Ces équations donnent

‘_E_z=€'05(l, 3)‘:-‘1&:(&,
Ve +n—+¢ dy
d 2 2

i :cos(l,n)rs-—i:&,
VE+n+1T dg o

D'ailleurs les équations (1), respectivement multipliées

par £, n, ¢ ou par dg,, d9,, dg,, donnent

* Edeg‘{"ﬂde'ﬂ""cdeg:o,

(1)
do d,t + dg,den 4+ doyd, L= 0.

La premiére de ces équations montre que le déplace-
ment d,¢ dont les projections sont d, £, d,», d,{ se fait
sur une sphére décrite autour de Porigine, ct la seconde,
mise sous la forme

do deE | dgiden  dg det

i 4} - = l,doo) =
dy d,o  do d,o de d,a cos (¢, 0') O

prouve que I'arc d,o est perpendiculaire a la droite ().
Soit 7= Mun le rayon de cet arc, MO =R, on tire

des équations (I)
(dE) + (dn)?* + (dt) = d.o* = do? (E24-n* + §?)
—(Ed?|+ﬂ(l?2+§d?3)z
— R*dg’ — R*dg*.cos* (1, R),
= Rid¢*sin?(/, R) =ridg?,



done

est I'arc décrit autour de ’axe instantané, et, d’aprés les
équations trouvées ci-dessus,

dg,==dgcos (I, E)
ou

o, =wcos(l,E), w,=wcos(l,n), o;=wcos(l,),

c'est-a-dire qu’en connaissant la vitesse angulaire autour
d’une droite (/), on trouve sa composante autour d'une
autre droite £ en multipliant w par cos (Z, £) (*).



