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MEMOIRE SUR LES TETRAEDRES.
Détermination dn volume maximam d’un tétraddre dont les faces oot des

aires données
{voir p. 353);

Par M. PAINVIN.

Présenté a I’Académie en janvier 1862.

30. Du groupe (IIl) on déduit, eu égard aux rela-
tions (7),

)"—r‘ ) 3—\/9 (04 ¢),

(+3)
A=nr Pldu = npd, = r3psds,

c’est-a-dire :

Tatonime VII. — Leproduit de deux arétes oppo-
sées par leur plus courte distance est constant et égal &
six fois levolume.

Le groupe (V) nous donne enfin :

i
So+So+ 20 —2r] \/——d’—r‘P‘

(14) fi+fi+o0—2ryoi= l:—rp,.

~

2

2
fitfit20—2r7 Vo = 7= el

3

d’ou I'on conclut, en vertu de I'équation (3),

(15) rel e =f+f+6+1
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c'est-a-dire :

Treorkme IX. — La somme des carrés des produits

des arétes opposées est égale & quatre fois la somme des
carrés des aires des faces.

31. En combinant les relations du groupe (VIII) et en
faisant intervenir les égalités (4), (8) et (9), on ar-
rive a :

; 201 (R*—R{) =fi—f,
2p; (R*—R]) =£—/,
(16) Vopl (RR—R))=/A—/f,
27 (R;—Rj) =fi—f,
2r; (R} — RN =/ —1,
2":(}1:_1‘:):/‘1"“ 1y

d’ott :

Tatorime X. — Le produit du carré d’une aréte

par la différence des carrés des distances du centre de
gravité aux sommets opposés & cette aréte est égal au
double de ladifférence des carrésdes faces adjacentes &
cette aréte.

Combinant les relations (16) et (g), on trouve en-
core :
2(R;—Rj)=r)—r;, 2R—R})=r,—p;=r)—p},

(17) { 2 Ri—R))=ri—r], (—R) 2—97——7—95-

égalités qu1l est facile de traduire en langage o1dinaire.

32. Les angles A/,}l sont les suppléments des diédres
formés par les faces du téiraédre auxquelles les droites
A, et A; sont normales.

Or la comparaison des formules (3) et (6) nous donne
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immédiatement :

1 1
—cos (A,A)= tang(r,r)tang(rp.) ~ tang rr;)tang (rips) ’
. 1

(18) ( —cos (A.As)=

tang (rars) tang (r,ps) = tang(ryr,) lang(r,pl)’

I
oo A g ang ) tang () ang ()

De plus, les formules (17) du § II et les valeurs (3) de

. /\ .
ce paragraphe nous fourniront les AA, sous la forme sui-
vante:

— VFFicos(AA) = (] — V8) (5} — V),
(19)  {— VA cos (M) = (r; — VB) (£ —Vh),

— VT Fcos (A4) = (1} = VB) (1} — Vb),
d’ou on conclut, en ayant égard aux valeurs (6),

1 I

tang (p,7,) tang (pipa)  tang (p.7s) tang(p,ps) ’
I 1

tang (por)tang(psps)  tang (par,) tang (psp))’
1 1

tang(psry) tang (p,p:) = tang (p;r,) tang (p,p,).

—cos (AA,)=

(20) { —cos(AA,)=

—cos (AA;)=

Les relations (18) et (20) donnent encore lieu a plusieurs
énoncés géométriques,

A laide des valeurs (3), (13) et (19), on arrive immé-
diatement aux relations suivantes :

cos(AA,)cos (A,A;)
cos (AA,) cos (A;A,)
cos (AA;) cos(AA.)

_ VB0~ Vo) (11— Vo) (11— V)
VIS,

Vol —sve)
VLSt

(21)
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propriété remarquable énoncée par lc théoréme suivant :

TatoriMe X1. — Le produit des cosinus des diédres
opposés est constant.,

Les formules (21) et (3) nous conduisent encore a une
propriété des diédres adjacents a une méme face; car on
trouve :

cos (A, A,) cos (A, Ay)
cos(AA,)
cos{A,A;) cos (A, A,)| 0V f
wos(Ak) (" VAAA
(
)

Sommet O. .

cos (A;A,) cos (AzA,)

) cos (AA,

cos (AA;) cos(AA,)
cos(AA,) .

cos (A, A,) cos(A,A){ (rr— \/5)3\/7-:
cos(A,A,) ST idA

cos (A;A) cos (A A,)
cos(A;A)

(22)

Sommet M,. .

Je crois inutile de transcrire les relations similaires
correspondant aux sommets M,, M; ; elles s’obtiendront
d’ailleurs par une simple permutation d’indices.

Le groupe (II bis) nous donne des relations entre les
diédres d'un méme sommet.

33. Je n’ai cité que les plus saillantes parmi les pro-
priéiés que présente le tétraédre maximum ; mais les for-
mules que je viens de relater offrent un grand nombre de
combinaisons pouvant conduire & des relations plus ou
moins simples entre les éléments de ce tétraédre.

Cependant, avant de terminer ce Mémoire, je dirai
quelques mots d’un tétraédre dérivant du tétraédre

Ann. de Mathémat., 2© série, t. 1T (Novembre 1862.) 27



( 418)
OM, M, M, par une construction que j'exposerai tout a
I'heure ; ce tétraédre, qui, je crois, n’a pas été considéré .
jusqu’ici, présente des relations fort curieuses avec le té-
traédre primitif; il me semble donc intéressant d’entrer
dans quelques détails sur ce sujet, et d’y consacrer un
dernier paragraphe.

§ V. — Propriéiés du tétrrarpre verive. Autre
probléme de maximum.

34. Par un point quelconque de I'espace (je choisirai
le point O pour plus de clarté) élevons des perpendicu-
laires A,, A,. A, aux faces OM, M,, OM, M,, OM, M,,
du c6té du sommet opposé a chaque face; puis une per-
pendiculaire A a la face M; M, M, qu'on prolongera du
cOté opposé & cette face; prenons ensuite sur chacune de
ces perpendiculaires, a partir du point O, des longueurs
proportionnelles au double de I'aire de la face qui lui
est normale. Ainsi nous prendrons

25 /

Oom = ‘——’:L{;s suivant A,
I *
25

Om,=—':-\/—f—', suivant A,,
© 12

(1) —

25, VA

» suivant A,,
+ suivant A;,

nous formerons ainsi un tétraédre mm,mym, que jap-
pellerai le tétraédre dérivé des aires du tétraédre pri-
mitif.

Calculons d’abord les coordonnées des sommets du té-
traédre que nous venons de définir.
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35. Soient &, n;, ¢ les coordonnées du sommet
m, (i=1,2, 3). On a d’'abord

Ei==O0m; cos(A;x) = —— ‘/f cos (A;z).

Or, d’aprés les formules (12) du § II, nous avons
X, = J?, cos (A;x);

les coordonnées des trois sommets m, , m,, m, seront donc

(2) {ng= —
P.
|,

Pour le sommet m, on a (¥, n,¢ étant ses coordon-

nées)

E==Omcos(Az)= \/ s(Ax);
les formules (15) du §II nous donnent d’ailleurs
— (X + X+ X)) = \/7‘ cos (Ax);

par suile, si 'on pose

X=— (X|+ X-2+ X!)’
(3) Y=— (Y, + Y.+ Yy,
_ (Z. + Z, + Z))-

27.
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<

on trouve
g=X,
\ ¢
(4) =
| .
==
I‘.

Je remarque qu'il résulte immédiatement des formu-
les (3), (3), (4) que le centre de gravité de ce tétraédre
est au point O par lequel on méne les normales.

36. Représentons par X' le sextuple du volume du té-
tra¢dre mm,myms, on a :

XY Z
| — — — 4o o o
porow
xYz| | xrnaz
— A
Gy v=| P rEI=1 Frr_ by 4,
ES SIS A
B e .
I.X.;g Y3 Z3 I XaEZJ
bR R popop
Ainsi :
Tatorime 1. — Le wolume du tétraédre dérivé est

égal, & un facteur numérique pres, au carré du volume
du tétraédre primicf.

Remarque. — Nous avons introduit la ligne p afin de
laisser les formules homogénes. Dans les énoncés sui-
vanls, nous supposerons toujours, sauf avis contraire,
cette constante égale a 'unité.

« Si I'on suppose, en particulier,

p=U3, ou p=UW,
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» on trouve que :
» Dans le premier cas, le volume du tétra¢dre dérivé
» est égal & quatre fois le volume du tétraédre primitif;
» Dans le second cas, le volume du tétraédre dérivé

. L 1.2
» est toujours égal a 3

37. Nous poserons, pour faciliter les calculs,

m CcOoSs (AA,) = Ao,',

(6) -
V.fifi cos (AiAx) = Ay,

\

et les formules (17) du § II deviennent avec cette nola-
tion
Av+ A+ Ay +fi=o,
Ap+ A+ An+ fi=o,
Ap+As+As+fi=o,
A+ Ap+ Ay + f=o,

_f—f—fimf _

A+ A|3+A33———-_2—— —c.

(7)

Déterminons les arétes du tétraédre dérivé; posant

—_—2
Ko == mIn;,
(8) —

&g = N;M;

on trouve, en ayant égard aux valeurs (2), (3), (4), (6)
et aux formules (14) du §1I :

plag =(2X + X+ X))+ (2 Y+ Y, + Yo) 4+ (2Z, + Z, + Z,)?
=2(f+f|) - (fﬂ +f) — 24,

prag= X, +2X;+ X 4 (Y1 +2Y, + Y.} + (Z, + 2Z, + Z,)*
=2(f+ /) — (/i +/f) — 24,

prags=(X, + X;+2Xs)'+ (Y, + Yo+ 2 Y, )* + (Z,+Z,+ 2Z,)?
=2(f+fz)_‘(f:+f;)"2Aﬂi ’

(9)
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pras =(Xs — Xy + (Yo=Y, ) + (Z: — Zy)' = fo+ f— 2 Aus,
" ( pan=(Xs =X+ Yo=Y\ +(Z —Z) =f+/ — 2 A,
F,an =(X|_Xz)’+(Y1 - Y2)2+(Zn - Zz)2 =.fl +_fz —2A.

De ces relations on conclut

s &gy = Uy3 — 5 (f+f‘i_.f2—"./;))
(11) tn— as = = (f+Fim fi—f),

» E

( Ro3 — &y3 — F (f“"f:i ""/;_'f;)f

S

Xz + %y Oy =

; BUA+ A+ L) S,

r®

|~

Qo2 + A3 + a3 =

;3 (f+ L +1) —f)

]

(13) { oy -+ s+ @y = ‘},[3 (f +hi+F)—1],

- ;‘— B(f+L£+£)—A

b fafirfir s,

Aoy = oy —+ 2oz + @49 +°<|a+<1u='f:"

et enfin
L) +“uz+“ua:';_2(f+f'l+fﬂ+ﬁ+4f):

Qo &+ @y = — (41 + 1+ i+ 41),

L
P2
%30 + “n’f—an:'};;(f‘*‘fl + /£ +f;+4f2)1

o +a,.+au=é(f+f. +Ai+fi+4A),
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relations que nous traduirons par les énoncés suivants :

Tatorime lI. — La différence des carrés des arétes
opposées est égale a quatre fois Uexcés de la somme des
carrés des faces primitives respeclivement perpendicu-
laires aux rayons vecteurs qui aboutissent aux extrémi-

tés de la premiére aréte sur celle des aires correspondant
a la seconde aréte. '

Tratorime lll. — Lasomme des carrés des arétes d’une
méme face est égale a douze fois la somme des carrés
des faces primitives pcrpendiculaires aux rayons vec-

teurs de la face, moins quatre fois le carré de la face
restante.

Tutorime IV. — La somme des carrés des arétes
correspondant a un méme sommet est égale & quatre
Sois la somme des carrés des aires primitives, plus scize

fois le carré de la face homologue de celle qui est oppo-
sée au sommet consideré,

N. B. — Jappellerai faces homologues les faces
mymymy et M, MM, mm,my et OM,;M,, mm,m; et
OM, M, mmym; et OM,my.

Je désignerai sous le nom de faces conjuguées de I’a-
réte m;m; ou a;; les faces \/I, s/_ﬁ

38. Déterminons les aires des faces du tétraédre dé-
rivé.

Nous représenterons par

Jd l'axe, et ¢ P'aire de la fuce m, m,m,,
Mo I'axe, et o, I'aire de la face mm,my,
Jo; 'axe, et g, ’ane de la face mm,m,,

Jos I'axe, et o Paire de la fuce mm,m,.

Afin de bien préciser les signes, nous devrons rappor-
ter les déterminants partiels au déterminant 3’ qui donne
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le volume, savoir

(14) V=

R Fal Kl N Ea T
Sl Pl Fo B L BN
TN RN FINF|IN

Les équations des faces m,mymy, mmymy, mm ms,
mm, m, s'obtiendront en remplagant, dans le détermi-
nant A/, les coordonnées du sommet manquant par les
coordonnées courantes x, y, 2.

Nous devrons alors appliquer les formules (15) du
§ 11; je vais les rappeler.

Si P = o est I'équation du plan d’une face s, la direc-
tion de la normale au plan, prolongée du c6té opposé a
cette face, est donnée par les équations

d
2s cos(Az) = d_:’
dp
(15) [ a5 cos(Ay) = 5>
dP
2s5cos (Az) = .

39. Ceci posé, considérons la face mymqymy; son plan

a pour équation
1

8
’F'_NN

lav]

i

o
wld e x| <

N

I

o

TINF
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Nous aurons donc pour la direction de I’axe & :

t Y, Z,
dp !
20 cos(Aew)=—=——=|1 Y, Z
dx @
v Y, Z,
ou
dL dar, dL
2 —_ (L ab Al
p.26cos ()= <dX, +11Y.+11Z;>’

ou enfin, en ayant égard aux formules (4) du §1I,
X
20 cos (foxr) = — E (z, 4 x4+ 23);

nous arrivons ainsi & ce premier groupe

A
20c0s (o) =—?(x' + &, + x3),
\ A
(]6) ZGCOS(n'l\)’,:_;.;(J'l'*‘)'z'*"fa)v
P
20 €os (M 2) = — E(z. + 2, + 2z5),

les deux derniéres relations s’obtenant par un calcul sem-

blable.

Soit maintenant la face mm,ms; son plan a pour
équation

X Y 2
R R E
I x>y z
P,:!&Xz‘é:n
[ A &
L A
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Nous aurouns, pour déterminer la direction de I'axe &, :

1 Y Z
'zcr.cos(,&,.z)::ig-'=+—l; 1 Y, Z,
dx ®
1 Y, Z,
ou
3—~Y, —~Z 4
dL L dL
. o/ = Y Zg = —— — —— e
phaocos(dyz) = 1 T, <3dX. ax, dx3>’
1 Y, Z,
ou enfin
A
26, €08 (o, &) == — ;; (2, + 224 73 — f2,).

Le calcul des autres angles se fera d’une maniére sem-
blable et sans aucune ambiguité; de sorte que nous pou-
vons écrire lout de suite

)

20; COS(al‘;iﬂ):— _2(-1'1 +1'z+x3"“41'i)7
.
s
(l']) 20’,’005(&;,’)’):——;()’1+]’2+73"'4)’i)7

| >

20’,’005(0}\9,%) == (zl -+ z:+z3'_‘4z’i)'

=

Si nous introduisons les coordonnées u, v, w du centre
de gravité du tétraédre primitif, savoir :

/ Xy~ Ty 4 ay
=" "
4
Zy 4 2,423
Vo= — %,

4
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les formules (16) et (17) prendront la forme suivante :

'

2
acos(.%x):—-’;lu,

2
gcos (b)) =— — )¢,
P.
6c0s (doz2) = — -}%)w,
(19) )
a’,‘COS(y%;.Z‘) = -—';2 Py (u'—-”"i)y
2
/ ciCOS(Joi_)") = — ‘f‘;;)(" —i),
| >
\ g;icos(foiz) =— — A(w —3;).
\ p

40. Des relations (19) nous conclurons, en conservant
les notations des paragraphes précédents :

o :-I%)R,
) :%RR.,
F-
(20)
o :%m,,
2
03 = FIBM

et encore

)‘2
(21) c’+cf+c:+o§=;;(r7+r:+r§+pi+pi+ p3)s

v
relations qui nous fournissent ces propriétés remar-

quables :

Trtorime V. — Les faces du tétraédre dérivé sont
respectivement égales a douze fois le produit du vo-
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lume primitif par la distance du centre de gravité du
tétraédre pronitif au sommet opposé & la face homo-
logue de la face considérée.

La somme des carrés des faces du tétraédre dérivé est
égale & trente-six fois le carré du volume du tétraédre
primitif multiplié par la somme des carrés de ses arétes.

M. Angle des arétes opposées.

Considérons, par exemple, les deux arétes opposées
miny, m, my; on a

X —X,
mm, cos (mm,, )= ———,
y-
Y—-Y,
mmg cos (mm,, y) = ———,
IL
X,—X,
mymy cos (mymy, x)— ———»
[
Y.—Y,
mymy cos (mymy, y)= 5
fl-

’ 1
d’ou
pi.mm,.mymy cos (mm, , mymy)

=X =X ) (X =Xy + (Y= Y) (Y, = Y3+ (Z— Z)(Z: — Zs);

effectuant les multiplications et substituant aux X;, Y;,
Z, leurs valeurs, on obtient la premiére des relations du
groupe suivant :

*®

pr.mm, . mymy . cos(mm,, m,my) =f;—fr+2A5—2Ap,
(22)« p*.mm,.mym,.cos(mmay mym,)=f,—fi+ 2A,— 2 Ay,

w2 mmy.m, my . cos (mmsy mymy) =f,—fi+2A5—2A,.

Si I'on a égard au groupe (V) du § II, nous donnerons a
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ces relations la forme plus remarquable

mm,.m;my cos (mmq, my my)

Il
—
S =

I
Sl =
S—

(23) mmy.my m, cos (mmy, mym,)

I
x|

/_\
| =
K
&=
.
"

mmg.m; m, cos(mmsy, m, m,) =

%
NN
Ry =
|
K =
SN——

42. Calcul des diédres.

Le diédre mm, est le supplément de Pangle b, oy,
Le diédre mm, est le supplément de I'angle Jo, oy,

€08 (o o) = €08 (o ) €08 (Mo ) + €05 (A ; y) cos (for ¥ )
—+ 05 ( fo; 2) €08 { ok 2).

Ayant égard aux formules (16) et (17), puis au groupe (VI)

du § II, on arrive facilement aux valeurs ci-dessous :

A2
horascos (mmy) = S(—=ri+riri—pl+ei+pi—4el),

A2 ; )
4a;a,c0s (mm,) :F( ri—=ry+ri4ol—pi+ P;_-/H’:)'

22
4c.c,cos(lnm,)::;( ri4ri—ri4pi4 el —pi—40l),

(24)

)1
4 oo, cos(m,m‘,)ZE(—-—rT +rir—pltpl4pl—4 1),

foaicos(mm)=5( ri—ritripi—pi+a—4n),

l’
4 o, cos(m,m,):;;( P4r—r~4pl4-pi—pi—4 rl).
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Ces relations nous donnent

x’
06y €08 (m; ms) — 656, cos (mm,) = ‘—:‘- (p?— 1),

2
(25) ( goycos(mym ) — a, o5 cos (mm,) = o (p2—13),

3
goscos (m, my) — o, o, cos (mm,) = v (p2— 1)
\ ©

43. Angle des faces homologues.

1’angle des faces homologues est I'angle des droites A,

A,.Ona

cos (A, r _;{—: cos (A, y)_-J} eq. (12), § II;

)3
cos (A, 7)== — —— (& + T+ 2 —41.) eq. (17),§V,

20,
si I'on se rappelle que

-l'lxl+)'z Y. +2,Z =),
oX,+ Y, +%Z =o,
on obtient la valeur suivante pour cos (A, A,)
3%
4s.a,c05( N A,) = —-
Or, dapres I'équation (20),

2 A
g, ;.‘——2 R,;

d’'un autre coté, en désignant par ., 1a hauteur corres-
pondante a la face s, dans le tétraédre primitif, on a

Y=oh,s,.
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On arrive donc enfin a cette propriété curieuse
3k

(26) cos(.}'L,,-A,-)__Z i

On trouverait de ]a méme maniére

h
(26 bis) cos (i Ap) = — 2 iki.-’
c'est-a-dire :

Tatorkme VI. — Le cosinus de I’angle de deux faces
appartenant, l’une au tétraédre primitif, I’autre au té-
traédre dérivé, est égal au quotient de la hauteur cor-
respondant a la premiére face par la distance du centre
de gravité au sommet opposé a la face homologue de la

. , . ., 3 1 .
seconde, ce quotient étant multiplié par 7 ou —7 sui-

vant que les deux faces sont ou ne sont pas homologues.
Cette propriété a lieu quelle que soit la ligne u choisie.

44. Plus courte distance de deux arétes opposées.

Considérons les deux arétes opposées mmy, m,ms;

menons par I’aréte m, m; un plan paralléle a I'aréte mm;.
Soit

1° Q+Qx+Q:r+Qz=o0
I'équation de ce plan; il sera paralléle 4 la droite mm,, si
. QESX) Q=) g 0o
etil passera par les points m,, m;, si
3 Q+Q|X2+Q2Y2+Q3Z:=O,
40 Q+Q|X3+Q2Y3+Q323=o.

Eliminant Q, Q,, Q., Q; entre ces quatre équations,
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on aura pour I'équation du plan cherché

' x Yy %
o X=X Y-V, z—2z
p ¢ Iz
\ X, Y, Z, =0,
¢ p B
. X, Y: Z,
) @ 2 ¢
ou micux
1 x J’ 2z
X, Y. 2Z
0O — — —
Bop g
1 X, Y, z,| =o.
poop B
X Yoz
[

La plus courte distance des deux droites mm,, my ms,
distance que nous désignerons par D, sera la distance du
point m,, par exemple, & ce plan; nous aurons ainsi

. X, Y z |
Borop
A 7
BB
N A2
Bor B
N A
D po#or
! Y| Z| 2 Xl Zl ¢ Xl Y'I :
o — — o — — o — =
pow BB BB
Y. Z, X, Z, X Y,
1T = =+ {1 — —| 4|1 = —
BB Boop Boop
1 XE é 1 _X_q é Y }..3 Y3
Bow B BB




(433)

Or le numérateur peut s’écrire

lO0.0
XIYII
o X Y Z
T
X Y L= =a
EopE o
5 L %
por g

Les différents termes du dénominateur se calculent aussi

facilement; on a, par exemple,

Y, Z

o — 2
Pop

. Y. Z 1 dL+dL —‘)(.‘L‘-f—.t)'
@ [z —‘1.2 dX, dX, —}L’ ? e
Y, Z, )

[ — ez
[ o

et il viendra définitivement

22

2
prD? =
L 4421008 (1)

Nous obtenons donc le groupe suivant

3
r§+r:+2r,racos(r,r3)_-:—l-’ 2‘-,-,

- [ Dl

(27) r’—!—r’+2rrcos(rr)—l x
7 3 1 173 )= pi?

[

1 A

ri4+ridarrcos(rr)=

“: N7
2
\ p* D}

D,, D,, D, sont les plus courtes distances des arétes op~

posées dans le tétraédre dérivé.

Ces relations sont faciles a énoncer et a transformer.

Ann. de Mathémat., 2° série, t. 16T, (Novembre 1862..)
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45. On constate encore facilement la propriéié sui-
vante :

Tuatorime VII. — Le volume du tétraédre primitif
est égal au produit de deux arétes prises, l'une dans le
tétraédre primitif, Uautre dans le tétraédre dérivé, par
le cosinus de leur angle, ou & la moitié de ce produit,
suivant que les arétes ne sont pas ou sont homologues.

Sont exceptés naturellement les couples d’arétes conju-
guées tels que (OM,,m,m,), (OM,, mym,), (OM;, mym,),
car ces aréles sont évidemment perpendiculaires entre
elles.

46. Si 'on désigne par H; la hauteur correspondant a
la face o, dans le tétraédre dérivé, on a, eu égard aux re-

lations (5), (20), (26),

V 22 A 25;h; 1 8
(28) Bi= = e T aR, — pR, 3 eos (A
c’est-a~dire :

Tatoreme VIII. — Les hauteurs du tétraédre dérivé
. , 8 ——
sont respectivement égales aux 3 de la projection sur la

face correspondante de Uaire de la face homologue
dans le tétraédre primitif.

47. On peut encore se proposer de construire le 1é-
traddre dérivé du tétraédre dérivé; ce nouveau tétraédre,
que j'appellerai sous-dérivé, s'obtiendra par 'application
de la définition (n° 34); et nous prendrons encore le
point O pour origine des perpendiculaires.

Si o, Iy, Iy, IMs sont les sommets du tétraédre
sous-dérivé, nous devons prendre

20‘,'.

OMj= —;
®
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de sorte que les coordonnées £, v;, ¢; du sommet I,
seront

£ = il cos (A ),

(29) n:.::szcos(aln,'y)‘

20

= C()S(nﬂn.'z).
P-

En faisant usage des relations (19), on trouve alors

- 4> ) 4
;:-—Fu. Ei=—_fz_3(u—x')’
X , X
(30) n'__.__%_";, n :—%;(0—-]‘.),
2 X
== Bu, =B

A T'aide de ces formules, on vérifie facilement 1’exacti=
tude du théoréme suivant :

Tatorime IX. — Les arétes du tétraédre sous-dérivé
sont respectivement paralléles et proportionnelles aux
arétes du tétraédre primitif, et son centre de gravité est
encore au point O.

La considération du tétra¢dre sous-dérivé n’apporte
donc pas de nouvelles propriétés.

48. Remarque. — Le volume du tétraédre dérivé
mm; mymy est égal, 3 un facteur numérique prés, au
carré du volume du tétraédre primitif OM,; My M,; il at-
teindra donc en méme temps sa valeur maximum. Or, si
I'on se reporte aux relations (11) et (12), on voit que la
question résolue d’abord donne en méme temps la solu-
tion du probléme suivant :

28.
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Trouver le wolume maximum d’un tétraédre dont on
donne la différence des carrés des arétes opposées, ainsi
que la somme des carrés des arétes appartenant ou & un
méme sommet ou & une méme face.

Ce tétraédre maximum jouit de propriétés moins sail-
lantes que celles du tétraédre primitif. Je ne citerai que
la suivante qui résulte immédiatement des relations (24),

§V,et(8),§IV:

Ne voulant pas donner i ce Mémoire une trop grande
étendue, je ne prolongerai pas plus loin ces recherches.

6,0,c08(mm, )+ 6a,cos(m,m,)
(

N~

(31) i a35,c08(mm,) +goyc08(mym, ) } =—

6,6,c08( mmy )+ a5,c08 (m, m,)




