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Sur le lieu du sommet d’un angle dont les
cotés sont respectivement tangents a deux
coniques ayant un foyer commun, les rayons
menés de ce foyer aux deux points de contact
faisant un angle constant donné
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NOTE )

Sur le liew du sommet d’un angle dont les c6tés “sont
respectivement tangents & deux coniques ayant un
Sfoyer commun, les rayons menés de ce foyer aux
deux points de contact faisant un angle constant
donné;

Pax M. CAQUE,

Professeur au college Rollin.

Les équations de deux coniques ayant un foyer com-
mun sont en coordonnées rectangulaires; et, quand on
prend ce foyer pour origine,

() ( @+ yP=(lz+my+p),

i x“+y"=("2’+m'y’+p,)’-
Si 'on méne deux tangentes, 'une a la premiére co-
nique et par le point (xy), I'autre 4 la seconde conique
et parle point (x'y’), les coordonnées X et Y du point
de concours de ces tangentes satisferont aux équations

) gXz«}—Yy:(lX+lnY+p)(lx+m_y+p)
2
( Xa' + Yy ' =(IX+m'Y4p')(V'x +m y' 4 p')
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Pour trouver '¢quation du lieu décrit. par le sommet
d’un angle dont les cdtés sont respectivement tangents a
deux coniques ayant un foyer commun, lorsque les
rayons vecteurs menés de ce foyer aux deux points de
contact font un angle constant, il faudrait éliminer x, y,
x'y y' entre (1) et (2) et 'équation exprimant que I’an-
gle des rayons vecteurs est constant.

Pour faciliter cette élimination, soient r, r’ et R les
rayons vecteurs des points (x, y), (x',7'), (X, Y);
a, a'y 6, les angles que ces rayons vecteurs font avec

I'axedes x, et soit 20 I'angle constant que font eutre
eux r et r.

Posons enfin, pour abréger,

d=1lx 4 my + p, d=Ua +m'y +p,
D=IX4mY~+4p, D=UX+m'Y+/p.

Les équations (1) deviendront

(3) P=di, Phe=dh,

Les équations (2) deviendront, en ayant égard a (3);
(4) Rcos(6—a)=D, Rcos(6—a')=D,

et I'on aura la condition

(5) o — a=20.

Les équations (4) combinées par addition et par sous=
traction donnent, en ayant égard a (5|),

/ ! ’
R cos \6—“ +a> =D+D

2 2c0sf ’

’ \ DI___
Rsin (e-“"’”‘): D

2 28in § J
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d’on {'on déduit

© e (SER) (252,

2c0s 6 2sind

ou, aprés réduction,
(7) R?sin?2 6 = D? 4+ D"? — 2 DD’ cos26.

Les coordonnées des points communs a cette conique
et I'une des coniques (3), la premiére par exemple,
satisfont & I'équation

Dcos2§ —D'=o,

représentant une droite passant au point de concours des
directrices des coniques données.

Le lieu cherché est donc la conique doublement tan-
gente a chacune des coniques données, et telle, que cha-
que corde qui lui est commune avec chacune d’elles
passe au point de concours de leurs directrices.

Pour répondre a la question posée au Concours géné-
ral, il suffit d’exprimer queles coniques données sont
semblables, c’est-i-dire ont la méme excentricité e, et
que langle de leurs rayons minima, ou langle de
leurs directrices, est 26.

A cet effet on prendra l'axe des x, dont la direction
est restée arbitraire, parall¢le A la bissectrice de I'angle
des directrices des coniques données, et ’on posera dans
I'équation (6)

D =e¢(Xcosf+ Ysin0—gq),
D'—=e(Xcos 6 — Ysind —g¢').

On trouvera

. ~q+qlg —-—q_.q’g.
(8) R__e[(X 2cose)+(Y 2sin0>]
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Le point de concours des directrices
D=0, D=0

a pour abscisse et pour ordonnée

9+9 . 91—,
2cos 0 2sinf

L’équation (8) exprime donc que le lieu demandé
est celui des points dont les distances au foyer commun
et a l'intersection des directrices sont dans un rapport
constant, égal a I'excentricité commune des coniques;
ce lieu est donc un cercle en général, et une droite si
les coniques sont deux paraboles.

On remarquera que le lieu ne changerait ni de gran-
deur ni de position, si I'on faisait varier les coniques
données, en counservant toutefois leur excentricité com-
mune, leur foyer commun et le point de concours de
leurs directrices.



