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MEMOTRE SUR LES TETRAEDRES.

Détermination da volume maximum d’un tétraédre dont les faces ont des
aires données ;

Par M. PAINVIN.

Présenté a 1'Académie en janvier 1862.

1. Dans son Mémoire sur les pyramides, Lagrange
abordele probléme suivant : « Déterminer le volume maxi-
mum ou minimum d’un tétraédre dont les faces ont des
aires données. » La question a été ramenée a I'étude d'unc
équation du quatriéme degré ; mais Lagrange s’est arrété
a ce point. Pour terminer ce probléme intéressant, il res-
tait a faire une discussion plus approfondie de cette équa-
tion et a signaler les diverses propriétés géométriques des
tétraédres qui satisfont 4 la condition du maximum.

C’est 1a I'objet du présent Mémoire.

§ I. — Théoréme préliminaire.

2. Je commencerai par établir un théoréme dont on
peut déduire, comme cas particulier, les formules don-
nées par Lagrange dans le Mémoire déja cité.

Soit un déterminant }; supposons qu'on prenne le
déterminant réciproque de 1, puis qu’on fasse le carré
de ce déterminant réciproque ; maintenant effectuons ces
opérations en sens inverse, c'est-a~dire faisons le carré
de 1, et prenons ensuite le déterminant réciproque de ce
carré; les dewx déterminants définitifs obtenus par ces

deux séries d’opérations sont identiques élément & élé-
ment.
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3. Pour démontrer cette proposition, je rappellerai
d’abord les propriétés fondamentales bien connues des
déterminants réciproques : si P est un déterminant du
n‘me degré, dont les éléments sont a,,, et que S soit le dé-

terminant réciproque, dont les éléments seront a,, =

da,,
on a les relations
s S =P,
(1) dS
\ oY pn—
( day, =P

Désignons par A le déterminant :

(2) A= ‘ )

les lettres x, v, z,..., u, v étant en nombre n.
Formons le déterminant réciproque de ; désignant par
L ce nouveau déterminant et posant

B x=%, Y=2, 4=, v=1
on a
[ X, Y, Z ...U V
L o= =t — X: Y. 2, ... U, V, ,
@ X, Y. Z, ... U, V,
%:Xn—’x“ ’g%:)‘"—’}’i,--., ':_:;‘f:l"-"’i-

Formons en§uile le carré du déterminant L ; en représen-
tant par M ce troisiéme déterminant et en posant

(5) Ap=XX0+ Y. Y4+ X Zi+...4- V;V;,



on trouve

A, Ap Ay ...

(6) M — L’ — 2 (n—1) —_ A)l Aﬂ A!S

s e e @ et e a0

Anl Arn Ana oo

Maintenant effectuons ces opérations dans un ordre in-
verse, c'est-a-dire formons le carré du déterminant 2 (en
combinant les lignes et les colonnes comme il a été fait la
premiére fois), puis prenons le réciproque du déterminant

ainsi obtenu.

Désignant par £ le carré du déterminant A et posant

(7) A = Xk YiYh=+ 2iZk+ -« o 4 00k,

nous aurons

a, a,, Qg « Qi
8 P 2t Axn QA . Qzn
(8) L=r=1 ... -

Qn  Apy Ay dnp

Sil’on représente enfin par 9 le réciproque de £ et qu'on

pose
aL
(9) Qps — (Ia,,’
/ Zy &y %3

M = Lrt =01 =
(r0)

d I
d“rs

={"ta,=\ (r=1) q,.

4. 1l s’agit de démontrer que les déterminants M et U

sont identiques élément a élément.
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Le déterminant (8) nous fournit le groupe des rela-
tions

(1)

Aoy + At - - . Ao = 0,
iy + ap iz . Bip i == 2%
Remarquons, d'un autre coté, que

ap X+ anX, =+ a3 Xy 4. .o+ 0 Xy = hxgy
(12) aY, 4+ ay Y, 4+ a1 Y, 4. ..+ au Yo = X2y,

car, en ayant égard aux valeurs (7), le premier membre
de la premiére égalité, par exemple, devient

(2 X+ ©X; +. .o+ 2 X,)
+ (XXt X))+
+ o (0 X, +0X, +...+nX,),

ou, d’apreés les formules (3),

d) d) d)
T\ Xy 5— + Xy 5— +. o T
x 'z

d ' d 2 dx,,
) d) oy,
+ i y‘t—?z+72c_i—.r—,+"'+y"dz,, . I AT

Faisons alors, dans les égalités (11), k=1,2,..., 7 et mul-
tiplions les relations obtenues respectivement par X,,
Xyy...s X,y ou par Yy, Y,,..., Y,,..., puis ajoutons, en
faisant intervenir les formules (12), on arrive aux rela-
tions importantes

b

Zay Loy + .o T = A X,
i +)’2ai2+- . -+_7nain:)‘Yi’
(13)

&y = i .. Oa iy :)‘vt-

Si maintenant on multiplie ces derniéres égalités respec-
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tivement par X;, Yi,..., V; et qu'on ajoute, il vient, eu
égard a la définition des X, Y;,..., V,,

Do = MXiKp + Y, V4. . .4 Vi V),
ou

(14) ap=Au;

c’est I'identité qu’il fallait établir.
§ II. — Formules relatives aux tétraédres.

5. Je réunirai dans ce paragraphe diverses formules
relatives aux tétraédres, formules dont nous ferons con-
stamment usage dans la suite de ce Mémoire ; quelques-
unes de ces relations ont été déja indiquées plus ou moins
explicitement. Le point de départ que je choisis en permet
une déduction facile.

Appliquons les formules du premier paragraphe au cas
particulier de trois variables, nous avons

LTI ST
(1) A= | 2 y. 2z,

T3 Y3 2

X, Y 2z

(2) L=y=|X, Y, Z
X, Y, Z,

d)

Xg:-d—t.,

d)

(3) Y= 25
d)



dL A
2')—(; = AZ;,
dL
(4) d_Y,. - )‘yu
dL
;I—Z; p— lz, 5
An A, A,
(5) M=X= Ay A, A,
Ay Ay Ay

VAu=XiXi+ Y, Y 4 Z;Z4,

ay a ag

(6) L=V=|ay an ay

Q3 Q3 Ay
Aik = X:; Tk =+ ¥iYk -+ 2:%k,

Xy k2 &3

(7) g %31 ‘ls; Q33

dg  dIL .
—_ = — Ma,
= da, dan,
et enfin
(8) Aps =— Ars-

6. Regardons x,, y,, z, comme les coordonnées rectan-
gulaires d’un point My ; &s, ¥2, 2, étant celles d’un point
M,; x4, ¥5, 25 celles d'un point My; on sait que A est égal
a six fois le volume du tétraédre OM, M, M;, O étant l'o-
rigine des coordonnées. Mais ici « nous devrons conve-
» nir de regarder le volume A comme positif ou comme
» négatif, suivant que la rotation déterminée par I'ordre
» des trois points M,, M;, M; est ou n’est pas de méme
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» sens que la rotation déterminée par les trois axes x,
» Y, Z. 0

Nous introduirons les notations suivantes :

|

(9) {

[N

.aire OM, M, = 25, = V£,
.aire OM, M, = 25, = V7,
.aire OM, M, = 25, = V5,
caitre MM, M, = 2s= \/_7,

N

R
13 N

OM,=r,, M,M,= Pis
(lo) OM,=r,, MM =p,
oM, =r,, MM,=p,
A, axe du plan OM.M,, prolongé i partir du point O,
du coté du sommet M,,
A, axe du plan OM;M,, prolongé & partir du poiat O,
du c6té du sommet M,,
A, axe du plan OM,M,, prolongé a partir du point O,
da coté du sommet M,,
A axe du plan M,M.M;, prolongé i partir du point O,
a 'opposé de la face M,M,M,.

\

7. Pour établir sans ambiguité la direction des axes,
je rappelle que le double de I'aire d’un triangle OAB est
représenté par
Ty Y

T, X

2.0AB =

(1, y:) étant les coordonnées du point A, (x4, y,) celles

du point B. « Nous devrons en outré regarder la surface

» comme positive ou négative, suivant que la rotation,

» pour aller de A vers B, est ou n’est pas de méme sens

» que la rotation qui sert a déterminer les angles posi-

» tifs. » Quant au sens des angles positifs sur les plans
Ann de Mathémat., 2¢série, t 1€7, (Juillet 1862.) 18
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coordonnés, il sera

zy, Yz, Zz.

Maintenant, sachant que la projection d’une surface plane
est égale a l'aire de la surface multipliée par le cosinus de
P’angle des axes des deux plans, ayant égard a la for-
mule que nous venons de citer et aux deux conventions
que nous venons de poser, on constatera, sans difficulté,
qu’on a dans tous les cas

d\ '_
El;—i-_—‘x,-__.— \/ﬁCOS(Aix),
d\ —
12 L v.—VF .
(12) o= Yi=Ficos (A7),
d)
— 7. — Lz
\ _dzi_z'_\f; cos(A;z);

X, Y.y Z; ont les valcurs (3); /f; estle double de la
valeur numérique s;; A; est 'axe de la face s;, prolongé,
a partir de la face, du c6té du sommet opposé i cette face;
A est ici la valeur absolue du volume, et par conséquent
a pour expression le déterminant (1) précédé du signe -+
ou —, suivan} que la rotation M; M;M; est ou n’est pas
de méme sens que la rotation xyz. Les axes A, A, Ay
sont .donc nettement définis par les formules (12).

Nous conclurons de suite des formules (10) et (12)
a3y ) wEEHTR=Tn

( Qi = XiZp+ Y Ykt 2% =TTk COS(";"I:) 5
(l4) A,‘,'=X?+Y?+Z:=4s? =/fi
[ Au=X:Xs+ Y, Y4+Z,Zs =14 sisicos (A; Ay) = \fi ficos (A, Ax);

Pangle (A:A;) est le supplément du diédre formé par les
faces s;, 5;, qui ont respectivement pour axes A;, A;.
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8. La ligne A est perpendiculaire a la face M,M, M,
et prolongée, i partir de l'origine, du c6té opposé i cette
face. Or le plan de cette face a pour équation

T x oy oz
L Xy 3

P=—= =o0;
1 x ¥ %

Iz ys 2

je désignerai par P le premier membre de cette équation.

On a d’abord

(x°) zfl—l:-i— d——P+z£+)—o
! dzx ‘ydy dz -

D’un autre cdté, si «, B, y sont les angles avec les axes
positifs de coordonnées de la perpendiculaire abaissée de
Dorigine sur le plan et prise dans le sens de l'origine au

g p P 81
plan, et si p est la longueur absolue de cette perpendicu-
laire, ’équation de la face M, M, M; sera aussi

) Leq

z cosa 4y cosf 4 rcosy —p=o0,

ou, d’apreés la définition de I'axe A,
(2°)  xcos(Az)+ycos(Ay)+ zcos(Az)+p—o.

La comparaison des équations (1°) et (2°) nous donne

dp dP
dx dy
cos(Az) = =, cos(Ay)-_:l,
i A k
dp
A __dz D
cos z)_T’ P=y
dp dp 4P nt, en valeur absolue, les projections
r o P 7 sont, ’ proj

18.



de V'aire 25 sur les plans yz, xz, xy; donc

() () + () =t

par suite _
MR=f, i==x \/f

Mais p = }_; comme p est un nombre absolu et que X est positif (7), on devra prendre k = + VY.

Ainsi, 'axe A sera nettement défini par les relations suivantes :

Q 1 1 z
& — dp T D d D
- Vcos(Az)=gm=—11 71 2 =‘<d’;.+zz‘,+zx:>=“x'+x’+x”’
I s 23
1 Z, zZ, d) dl
- dp e _
(15) 4 VfCOS(A)’)="d7=+ 1 2 2 | =- <:‘1;"+‘d—f;+a) —“'(Y1+Y1+Y3)’
1 T 2z .
dP A oD D A
—_———— —_— | — — —_— = Z,).
ﬁcos(Az) =5 = 1z, 0y, | = (dz, + z, -+ dz,) (Zi+ 2, + Zy)
1 23 7
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La quantité A, représentant ici la valeur absolue du vo-
lume, aura pour expression le déterminant (1); mais ce
déterminant devra étre précédé du signe + ou —, suivant
que la rotation M, M, M; est ou n’est pas de méme sens que
la rotation xyz.

L’angle (AA,) est le supplément du di¢dre formé par
les faces s, 5;, qui ont respectivement pour axes A, A,.

9. Ces formules vont nous permettre de démontrer
plusieurs relations importantes entre les éléments d'un
tétraédre.

Si I'on ajoute les équations (15) membre 3 membre,
aprés avoir élevé au carré, on trouve, en ayant égard aux
relations (14),

S=F +fi+ Lo+ 2V ficos(A,A,)
4+ 2V.fi.fs cos(AA;) 4+ 2V fofs cos (A.A,).
Cette égalité a éié signalée par Lagrange. Mais il est im-
portant d’établir les relations homologues; on peut le
faire de la maniére suivante :

VA7 cos(AA,) = U7
< [cos (A &) 4+ cos (A;x) 4= cos (A y) cos(A;y) -t cos(A z) cos (A;z)]
=—X;( X+ X+ X;) = Y (Y —4+Yo4-Y,) — Z; (2424 Z,) 5

(16)

d’out il résulte, d’apres les valeurs (14), en faisant i=1,

2, 3,

(17)

Si 4+ \IF. cos(AA}+ Vfi fs co3(A Ar) + Vi fy cos(A,Ay) =0,

SiA-VIFz cos (AA) 4 Vfifa cos( A As) 4~ Vo f cos(A,As)=o,

Sot+ \//_7': cos(AA, +\/—_f;cos AA)+ \/f,_j3 cos(A;A;)=o,
(A

S = Vi cos(AA) + Vifs cos (AA,) + Vff; cos(AA;) =o.

La derniére relation du groupe (17) s’obtient en ajoutant
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les trois premiéres membre 4 membre et en ayant égard
a I'égalité (16).
Maintenant si I'on ajoute membre & memhre trois des
égalités (17) et qu’on en retranche la quatri¢me, on arrive
au groupe suivant :

f'::f.-t-f,+f,+zmcos(A.A,)+2\/,)-ﬂ—-ﬁcos(A|Aa)+2\/_7:f:cos(Aa A,
1) S=Fitfitf +2Vff cos(AA;) 2\ ff cos(AA;) +2yfoficos(A:A;),
S=forf 2V cos(AA;) + 2\ cos(AA,) a7 ficos(A,A,)

&l

Si=f +fifi+2VfF cos (AA,) +2V 7 cos(AA,) +2Vfi ficos(A,A,).

Ce sont les formules analogues de celles des triangles.
Des formules (17), on déduit les nouvelles relations
(je crois qu’elles n’ont pas encore été données) :

S+1i +2\/7f,cos(AA,)=f;+f; -+ 2\/_1_‘,7—3cos(A,A3),
(Lbis) { £+ fi+ 2\ffacos(AA,)=fo +fi+2 \/]‘ECOS(A,A s
S fi 3 Vffscos(AAs) =f, 4-fi+ 2 \f f cos(A,A,).
Les formules (13), (14), (8), (7) et (6) nous fournis-
sent 'expression desdiédres en fonction des arétes et des
angles des faces :
VA ficos (A, Ay) =71 r,r;[cos (r,73) cos (r, r3) — cos (rar)],
\fi /i c0s (A A)==r ryr, [cos (137 ) cos (r,7,) — cos (ryrs)],
? VA cos(AA;)=r} r,r,[cos(rr) cos(ryr) — cos(rr)),
\/JTf-; sin(A,A;)=)ry,
VA fisin(AA ) =)r,
\Vfi fosin(AA,) =17,

(1)

Les formules (17) conduiraient aux valeurs des angles
AA,, AA,, AA,; maisil sera plus simple d'introduire les



distances py, pa, s, auquel cas leur expression se déduira du groupe (II) par un simple changement

de lettres.
Les relations (7), (6), (13) et (14) nous donnent le groupe similaire

Nryrycos(rr) =f Vfifs [cos (AsA;) cos (A, A;) — cos (A, A,)],
(I bis) Wry 7 cos (ry 1) =/, Vfi /s [cos (As A,) cos (A; Ay) — cos (A; A, )],
Nrrcos (r m) =/i Vfifi[cos (As A,) cos (A A,) — cos (A, A,)].

10. 7 olume.— Le volume peut s’exprimer a I'aide des arétes et des angles des faces, ou a I'aide
des aires des faces, et des diédres; les formules (6), (7), (8), (13) et (14) nous conduisent immé- —~

diatement A ces expressions. 5
(0) insi ©
naainsi ©
r rirycos(rr;)  rorscos (riry) ( cos (r,r,) cos(r,rs)
M= | rrcos(r.r) r; rarscos (rary) [=7iriri| eos(r.r) 1 cos(ryr;)
ryricos(ryr)  ryricos(rsr) r: cos(ryr,) cos(ryr;) 1
(1) ¢ fi V/ifacos(AA,) Vfificos(A ) 1 cos(A,A;) cos(AAs)
M= | Vfificos(A:A) fi VAificos(A,Ay) | =f£ififs| cos(AA) 1 cos(AsA,)
Vfificos(AsA)) VFifacos(AsAy) S5 cos(A;A,) cos(A;A,) I

A=ripidsin(r p) = rap.dysin (ryp,) = rypydssin (ryp,).
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La derniére relation de ce groupe est la traduction du
théoréme bien connu sur le volume du tétraédre en fonc-
tion des arétes opposées; dy, d,, d; sont les plus courtes
distances des arétes opposées (10}, (r2ps); (s ps)-

10. Arétes et angles des faces. — L’angle de deux
arétes opposées, telles que r, et p, par exemple, s’obtien-
dra facilement en remarquant que

ripicos(rip) =x(x—x;) + 5 (y2—53) + 2 (2. — ;)

=rrycos(rr)—rrycos(rr);

On trouve ainsi

7ypy €os(r p ) = rrycos(r,ry) — ryrycos (r,ry),
72p; €08 (Fap;) = rars 08 (7,7y) =~ rary cos(r.r),
(1V) { 73ps cos(ryps) = ryricos(rsr) — ryr, cos(ryr);
d’ott
7,p1 €0S (1, p,) - raps €0 (72 ps) =+ 75 ps COS( 15 ps) = 0.

11. Pour obtenir la plus courte distance des deux arétes
opposées ry et py, je remarque que le plan, passant par
M, M, et paralléle 3 OM,, a pour équation

1 £y 2z
M A = o.
1 Ty Y: 22
1 Ty Y3 2

La plus courte distance d,; sera la distance de I'origine

a cc plan, ce qui donne

L Y &

Xy Y2 2

Z 2
d, = s _Js % R
o ¥y 5 |° o x 3 |? o x y |

1T 2, 2|+ 1 2

)
4
‘
3

Y2
1 ) . I x

”
-
8
-
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ou, en ayant égard aux formules (3) et (14),
X
d =
\/(X: -+ X:«r)z -+ (Yz -+ Y3)2+ (Zx -+ Zs)z
X

Vfit+fat2 \/f;_fs cos(A.A;)

On arrive donc au groupe suivant :

2 )2
1 = —_— 4
Sfi+fi+ 2Vfofs cos(AqAs)
2
d} = A — 9
S fi 4 2\f ficos (A A)
(v) d} = ):2__ 5
S+ fi+ 2Vf fucos (A Ay)
d’out
I 1 1 _f+f| + /o + 1
arEtE=T e

Je ne crois pas que cette derniére relation ait é1é déja re-
marquéc.
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: 12. Nous écrirons encore les relations suivantes obtenues par I'application pure et simple des
formules de la trigonométrie; il nous sera plus commode de les avoir réunies en un seul tableau

(V1)

s pl=rl4rl—2rnrcos(rr),
0

pr =7y =+ r; — 2r rycos (r 7),

pi=r' 41l —2rrcos(rnr);

g} = p) + p; — 2p2ps €08 (p2ps),
M, { 72 =p2 47— 2p,7, cos (r ),
2
3

=p,+r — 27, p2€08 (7 pa);

P; =P2| +{,; — 2, p; COS (P‘ Pa)’
My § ri=pirl— anpicos (np),

— 2 ’
7L =Pl — anpscos (raps);

L pl=p 4 pl — 2pprcos (pips)s
M, ? ri=pi i — 2npacos (rp),

| ri=pl 7 —2npcos(np),

P p = f, + ri i cost (rary),
rir =S riricos’ (),
rrl=fi4riricos*(r.r),
Py o3 =S + plpi cos’ (paps),
i =/ T cos (rips),

TP == :+"T{>:cosz(r'9’)'

PT .“: =f .+.pr; COS’(Pl Pa)’
Rp =+ 72 o8 (pu),
e =fiet r2e o8 (rups),

PT P: :f +F: P: COS’(P| P:);
R =it 7 pleos (rpa)s

r el =fi+ rietcos?(ryp,).
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13. Nous terminerons enfin cette nomenclature en don-
nant expression des distances du centre de gravité du té-
traédre i ses quatre sommets.

Soient &, n, ¢ les coordonnées du centre de gravité G,

on a
g___-”l'*“-"-':"*"xa
——_—4_ -
(VIL) n:y———'+2’+’3,
2, + 2; + 23
t= _——T——’

et si I'on désigne les distances GO, GM,, GM,, GM; par
R, Ry, R;, R;, on trouve aisément

!

/ 6 R*=r} 47} ri—+ 27, 1r,c08(r 1)) 42 7, 75,COS(r, 1) 4 2 13 13 COS (13 75)
=3(ri+ri+r)—(pi+pr+pi)s

16R = ri—pl+pl-+27p:008 (7 ps) 27, ps €OS (ry p3) + 2 paps €0S(paps)
=3(ri i) —(pi 77,

16R2=p}—+ri—+pi—+ 2p 7208 (P, 72) 4 2, p3 €08 (p, p3) =+ 2 72p5 €OS (Faps)
=3(pi -7 +p3)—(ri+pi+10),

16R]==pl—+p)~+ #5+2p:p2c0s(py p2) + 2, 73005 (p, 73) 4 2.pa73€08 (p 73)
=3(pi+pr+7)— (I +7+00),

(vi)

d’olt
4R+ R +R+R))=r] + 7]+ +p| +p; +pi.

§ II. — Polume maximum ou minimum d’un tétraédre
dont on donne les aires des faces.

14. Pour résoudre la question énoncée, prenons ex-
pression du volume sous la forme donnée par la for-
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mule (5, § II):

AIl Al? AIS
(I) M=M= | A, A; A,
Ay Ay Ay

Remarquons que A,y, Ass, Ags sont des quantités don-

nées (14, § II), et que Ay, A4y, Ay sont les seules quan-
tités variables; elles sont en outre liées par la relation (16,

§ II), c’est-a-dire

(2) An+Ay+Ay=—c,
en désignant par 2¢ la quantité

3) 2e=fi+ it fim )

Si neus regardons A,; comme une fonction de A,,, A,
nous aurons, pour les conditions de maximum ou mini-
mum,

dM | dM dA,

dA; T AR dAs T

dM + dM dA”——o-
dA,; dA; dAns_ ’

mais on a, d’aprés la relation (2),

d d
~—-—An+x=0, d——-::—i—l_—_o;

ce qui donue définitivement

i dM _ dM _ dM
(&) dA;, dA,~ dA,

Or les déterminants M et O [ équations (5), (7), (8),
§II] sont identiques élément & élément et par suite
aM d N

== M.a,;

dA,. d %y
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les conditions nécessaires pour l'existence du maximum
ou du minimum sont donc

Q== Q3 == A3,
ou, d’apreés les équations (13, § II),
(5) rry €08 (7 ) == ryry €os(7 ) = 1oy cos('r,r,);
a ces relations, il faut joindre la relation (2).

15. Désignons par 6 la valeur commune des pro-
duits (5), y/0 pouvant &tre précédé du signe + ou —;
nous aurons ainsi

(6) nr cos(r,r,) =rr;cos(rr)=r.rycos(r,r,) \/O.

On peut toujours supposer qu'on ait pris pour origine des
coordonnées le sommet opposé a la plus petite face, ct
alors ¢ (équation 3) est une quantité positive.

Je remarque que

et —cos?(rn)l=fo.. .3

de 1a nous concluons

ry=,+0, dou ri (———-———————9 + ) 0+ £)

r

1 e+f‘l
v _0+A)O0+S)
(7) I‘;,r,-—-f,-}—G, 7, = 9+f: 9
12 . __O+f)6+1)
r,'_f;+9, ry=—-—-" 9+ﬁ

Du grou[;e (IN, §1II) nous tirons, eu égard aux va-
leurs (6),

Ay = Vfofscos(A;A,) =
{8) C A= \/ﬁcos(A. A,
( Ap= \/f—zcos(A,A,/ O—p!\/e;

b p— ~—
|
L)
I
D,
<
Q
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la relation (2) nous donne alors

(9) r’+r’+r’=3e+c
1 2 3 va

Cette égalité nous montre déja que y@ doit '¢tre précédé
du signe +, puisque ¢ et § sont des quantités positives.

Nous éliminerons ry, ry, ry en élevant au carré les deux
membres de la derniére équation, et, en ayant égard aux
valeurs (7), on trouve ainsi

(o[C+S)(E+f)  O+A)O+S)  0+£)(6+1)
(lo)se[ s " s MR

( +69+4c+2f_l=(39+c)’.

Telle est I'équation que doit vérifier 6 pour que le vo-
lume du tétraédre soit maximum ou minimum. C’est a ce
point que Lagrange a conduit la question.

Reste maintenant a savoir quelles sont les racines de
I’équation (10) qui conviennent au probléme, quel en est
le nombre. Le volume devient-il maximum ou mini-
mum ? Quelles sont enfin les propriéiés géoméiriques de
ces tétraédres?

C’est principalement en vue de répondre a ces ques-
tions que j’ai rédigé ce Mémoire; j’ai di cependant re-
prendre d’'un peu plus haut les formules relatives aux
tétraédres, afin d’en généraliser le point de départ, et
surtout d'en préciser le sens.

Je vais d’abord m’occuper de la discussion- des racines
de I'équation (10) au point du vue de la question ac-
tuelle. :

La suite prochainement,



