NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

V.-A.LEBESGUE

Arithmologie élémentaire - application
al’algebre (deuxieéme article)

Nouvelles annales de mathématiques 2¢ série, tome 1
(1862), p. 254-266

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1862_2_1_ 254 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1862, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1862_2_1__254_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ARITIMOLOGIE ELEMENTAIRE — APPLICATION A L'ALGEBRE

( DEUXIEME ARTICLE);

Par M. V.-A. LEBESGUE,

Correspondant de DInstitat.

5. On peut prouver d’une autre maniére que

m{m—1)(m—2)...(m—n+1)

1.2.3...n

est un nombre entier.
On mettra ce nombre sous la forme

1.2.3.4...(m—n) (m—n—+1...(m—1).m

1.2.3...m—n 1.2...m

et I'on fera voir que tout nombre premier p entre au nu-
mérateur plus de fois comme facteur qu’au dénominateur,
et comme tous les facteurs premiers du dénominateur en-
trent aussi au humérateur, il en résultera que le nombre
précédent est entier.

On prouve tout 4 fait de méme qu’en posant

m—a+b+ec...4+k
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Vexpression fractionnaire

1.2.3...(a+b+c+ k)
1.2...aX1.2...0X1.2...¢X...X1.2...k

est un nombre entier.
Cela résulte immédiatement des théorémes suivants.

Tatorime. — Si Uon pose, en décomposant en fac-
teurs premiers,

i~2
ey

Nn=r1.2.3...n=2"3" 57...p

lexposant & du nombre premier p sera donné par I'é-
quation

w:e(;) te (;) —e (;\ T +e(;),

’

n . . n
e (7> représentant 'entier de — et la valeur de @ se
r p

. . n
terminant quand pisurpasse n (car alors ¢ (—l\ = o).
P,

Démonstration. — Pour avoir I'exposant de p dans
ITn, il suffit de considérer dans ce produit les seuls termes

Ps2p,3ps..., € <;) p, dont le produit est

F) s ().

P/
Dans le produit 1.2.3... ¢ <;> s on ne considérera
)

2

n
encore que les termes p, 2p,3p, ... e (;—) p, dont le

produit est
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et ainsi de suite, de sorte qu’on trouvera

w=e () e () e (5) e ()

pour I'exposant de la plus haute puissance de p qui di-
viseIln.

Remarque. — Si 'on fait

n=a-+bp+t+cp 4.
on a
n—(a+b-+c...)

pP—1

T =

La fraction

est une limite supéricure qui sert

dans certains cas.

Trtorkme, — Silon suppose

n—=a+b-+4c..., don n—i-:a—.—i—-b—.—i——i,
PP

i )¢ l

il en résulte

n\ _ a b c
elz)>e\5) tely) telz) +
14 14 14 P
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate
de I'équation
a b
=ttt
PP

mise sous la forme

ermelg oo () o) o

ou f, f's f", f" sont des fractions proprement dites.
On a le signe =, ou le signe >, selon que la somme
f'4+f"+4 f"+... est inférieure ou non a I'unité.
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Tratorime. — L'expression fractionnaire

1.2.3...(a+b—+c...)
1.2.3...aX1.2...6>X1.2.3...¢X...

est un nombre entier.

Démonstration. — L’exposant du nombre premier est

au numérateur ¢ (3> +e <%> + ... +e (f—,), en sup-
P P P
posant n=a-+ b+ c...; I'exposant de p au dénomina-
teur est

() el o) ool
el eo(3)

Or, d’aprés le théoréme précédent, I’exposant du nu-
mérateur surpasse celui du dénominateur.

6. Le produit

Nr=—1.2.3...n

est ce que I'on nomme factorielle du nombre n. Le pro;-
duit
P(p)=2.3.5.7.11...p

des nombres premiers successifs de 2 a4 p, nombre pre-
mier, est la factorielle du nombre premier p.
Par P(n), on entendra le produit des nombres pre-

. , . . n kin
miers non supérieurs an, etpar P{ =), P = P
’ a a b

le produit des nombres premiers non supérieurs a I’en-
kin

. n
tier de — de \/—,"-'
a a

Ceci posé, on a la proposition suivante, due 2
MM. Tchebichew et de Polignac.

Ann. de Mathémat., 2°¢ série, t. Ier, (Juillet 1862). 17
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Tatorime. — La factorielle I1n peut se décomposer
comme il suit :

mmrin (2) 5 (3)-(3).
><p(¢;).p(\/g_>p( g}...p( ﬁ)— |
< B (¥7). p(\“/£>p<\“/g>p(\“’/2)

wer 7). 2 ((/2) 2 (1) ((/2).

...........................................

la quantité entre parenthéses restant égale ou supérieure
aa2.

Démonstration. — Si 'on pose, pour abréger,

P(Jn) - P (\72).1)(\7%)..._—:@("),

(@) nmr=0Q,.Q.Qs... Qs....

11 est facile de voir que I'exposant maximum du nom-
bre p, qui n’entre qu'une seule fois dans chaque facto-

rielle P(¥7), P(\/ ->, (\/ ) estlentlere(;)

En effet, la derniére factorielle P = }» qui contient p,

doit étre telle, qu'on ait
k/n
e <ps \/
d’ou I'on tire

rn (i+1).pt, ip*Sa, i+1>£‘:>__i,

k




(3% ) .

-G

L’exposant de p dans le produit
Q:Q:Qs...

(3) (3o ()

et comme il en est de méme de tout autre facteur premier,
il en résulte que le produit Q:1Q:Qs. .. est égal a Hn.

et par conséquent

sera donc

7. 11 y a une expression plus commode pour repré-
senter IIn. On fera

ecm=e ()0 (/2) ((/5).

et il en résultera
(8) Nr="P,(r).P:y(r).Py(n)....

Silon prend les logarithmes des deux membres, on a
précisément la formule de M. Tchebichew. C'est seule-
ment dans les applications que les logarithmes deviennent
utiles. Voici des conséquences de cette formule, dont
M. Tchebichew s’est servi pour montrer qu’il y a, en
supposant @ >3, au moins un nombre premier entre a
et 2a— 2 : proposition admise comme postulatum par
M. Bertrand dans son Mémoire Sur Ze nombre de valeurs
que peut prendre une fonction quand on permute les
lettres gu’elle renferme.

Quand on a vérifié par les Tables de diviseurs de
Burckhardt que le théoréme est vrai pour a non supérieur

17.



3 une certaine limite, on I'établit généralement, comme le fait M. Tchebichew, au moyen de la

valeur approchée de
logr + log2 +log3 4+ ... + log .

TratoriME. — Pour n non inférieur a 3o on a

= Bln) ><-——-——P7<7> x...:P.(n)Xi
JOMNE - r()

Démonstration. — Pour le voir, il suffit de remplacer IT (n), I (f), II (%), 11 (%)v 11 (%)
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par leurs valeurs tirées de I'équation (b), puis de sup-
primer haut et bas les facteurs communs. Au numérateur
les diviseurs de n sont les termes des huit formules

3ok ~+ 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,

oulon faitk=o, 1, 2, 3,....
Au dénominateur les diviseurs de 7 sont les termes des
huit formules -

30k + 6, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 3o,

oulonfaitk=o, 1, 2, 3,....
Il est & remarquer que dans les suites

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
6, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 3o,

le nombre inférieur surpasse le supérieur correspondant.
C’est le contraire dans les suites

7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,

6, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 3o.
Cette remarque conduit au théoréme suivant :
TutorkME. — Pour n non inférieur a 3o on a
P, (n)

()

Démonstration. — Cela résulte de ce que 'on a

I (r) < Pi(n), M(r)>

n
o)
>1 et ___._..ﬂ_

)

<1.

s
1]
+
=
e
|
+1=
>
S——]
"
8
P
QN
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Kemarque. — 11 est bon de chercher ce qui arrive
quand % est inférieur i 30; alors, dans la valeur de

11, (n) on fait P, (g) =1, et quand a surpasse n,0n sup-

. n .
prime le facteur P, (;)- Dans ce cas, le tableau suivant

fait voir que quand les inégalités précédentes ne sont
pas satisfaites, elles doivent étre remplacées par des
égalités, de sorte qu'on peut s’en servir également dans
les démonstrations qui suivront.
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6z-gc-61-Lirgran-Log g e =(og) '
6e-go-61-Lisgrrn-leg,er,e=(6c)"ll
gebrelicgrnlog g ,e=(ge)'n

4 gebr-lirgrrarlg g e=(le)'n
gebrelrrgranleg e gw=(9e)’U
go6r-Li-gr1rLeg g o =(gt) 'l
ge6r-lr grerr-lece g e=(¥a) 'y
gb-6reLrrgrurelog g e=(gz)’n
61-Ligrarlog e ,e=(cz)'l
61-Litgrarr-leg et o=(12) "I
8i-Ligrrri-logg w=(0z)'l
groarelegrg,e=(61)'nn
grarlogg,e=(g1)'n
grearlegere=(L1)'y
grorr-logryg,e=(91)'1l
grourlogge=(c1)'n
grrurlege e=(1)'u
grearlog e e=(g1)'u
1elegrge=(e1)'ll
——.ﬁ.m.-m.-ﬂnﬂ:v _=
m.m..m..n"no; u

“ e - e -

- 1 og

v

6zo¢e6r-Llitgi

ge6r-litgroanrl

get6r-Licgrouan: n

Lrgregye=(0g) 'd
Gz ge-6r-Litgroya-le

G e e =(6c)'q

"i5"eg o =(82)"d
¢e6rolrgrrnx-l-
¢e6r-Lligitur-L:

S o£ye=(le)'a
-m.«m.nuuﬂwmv_ﬁ
«m £ye=(gc)'d

(AT AL TREA RIS &

6z ge61-Liggr-gir-

[SALTRIARI SN |

L6 g we=(og) U
WL aG ng et =(62) 1
vl eG ng st =(82)
PEAL ] RUA RS i § RN
IR T RARN S R § LA
(AL T RIA TS A S RN A

0§t we=(Le) 1
‘G g wt=(90) U
9§ wt=(5e)1

e anaupdus uou u anod

ger6r-Litgitri-log ¢ e=(he)’ .m
ge6r-Litgrar n G g e =(ge)"
m_n.Tm_.:.h.m.um.-auﬁuav.&
6r-Li-gr-ri-l-ggr,e=(10)'d
6r-Licgirrr-leg ¢ ,e=(0z)'d
61-Lrgrearlog g, e=(61)'q
Licgrrniclogrigr,o=(g1)'d
Lrgrarloggo=(0)'a
grrarlegg,e=(91)'d
grrarlogge=(g1)'q
gralogge=(y1)'q
grrlocga=(g1)'a
11°legrere=(g1)'q
elegere=(11)"q
Lgegie=(01)q

(u) 11 10 (4)*d

ms.m..m_.m...:.am..m...n.:m"t\«v=
gebr-lirgreg :..- ¥6 eE mt=(g2) 1
6r-lrgr el g e at=(c2) U
61-lrgrrr -m. 6 o€ nt=(10) U
6r-lrgranleg g ne=(0c)p
6rolitgrrrilocrye,e=(61)u1
Legroar LG g pe=(81) U
h_.m—.:.nh.-m..m.-_muﬁh:=
g loygt,gae=(9n)u
&—.nu.ﬂh-.moom.:ﬂuﬁm~v:
mu.:..h.um.am.:ﬂuﬁvcm.—
m_.:.h.um.nm.:n”nm_v:
1eleggrge e =(21) 11
1elegrygre=(1)u
Leygygrie=(01)11

Lg o= (6)u

Legrgrz= (8)1

Lrgegrye= (L)

§aghe= (9)U

G'E T = (¢)u

gee= (hu

ge= (gl

e= (a)l

1= (1)1

‘(u) [1 soinuenb sop sinaep 'Q
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Une conséquence de ces valeurs, c’est qu’on a toujours
IL, (n) légal & P, (n) ou plus petit que P,(n) jusqu'a

n = 8 inclusivement.

9. Tutorime. — On a, quel que soit le nombre n,
(¢) m(n)m, (g) W, ( ,> > P (r) >N, (n),

le dernier facteur du premier membre répondant & la
plus grande wvaleur de i qui donne % non inférieur &
Uunité.

Démonstration. — C’est une conséquence des inéga-
lités

P, (n) (n) >P‘ (g)

(n) o Wile =/
TG TG

6
multipliées membre 4 membre, et de ce que, d’aprés le
tableau qui précéde, ces inégalités ne peuvent pour n< 30
que se réduire a des égalités quand elles ne sont pas sa-

tisfaites et que pour & > <6 ona

n(5)=(5)

Quoique ce procédé semble différer de celui de
M. Tchebichew, il revient au méme au fond, peut-étre
est-il plus direct.

Pour passer des limites de P, () a celle de la facto-
rielle P (n) des nombres premiers, on a la proposition
suivante :
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TatoriME. — On a pour toute valeur de n

P, (n) P, (n)
@ o) S AT

Démonstration. — Cela suit des équations

P,(n)="P(n).P (V).P{Vr).P(Va)...,
P.(Va) =P (Vr).P(/n).B({yn)...,

qui donnent

P, (”) Jn t\n\ n
P,(n)

(o Vo)l

11 faut bien remarquer que ces inégalités se changent
quelquefois en égalités pour de petites valeurs de n.

10. Pour abréger autant que possible ces calculs de
limites, on augmente souvent la plus grande et I'on dimi-
nue la plus petite. Voici, d’aprés cela, comment on peut,
suivant la méthode de M. Tchebichew, établir qu’il y a
des nombres premiers au nombre de & au moins cntre n
et ' >n.

Soit n’ = mn, le nombre m surpassant 'unité, et re-
présentons par ¢ (n) le logarithme de P (7) ou la somme
des logarithmes des nombres premiers non supcérieurs a
n, cette quantité ¢ (n) n’étant pas connue, mais tombant
entre les fonctions ¢, (n) <9 (n) et g, () >¢(n) qui
restent les mémes, quel que soit le nombre n. Si nous
admettons que l'on ait g, (mn) > ¢, (n), il en résultera
que les quantités

v (n)y 9(n)y 9.(n); ou(mn), ¢(mn), ¢ (mn)
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seront rangées par ordre de grandeur et que

po(mnr)— g,(n) < g (mn)— ¢ (n),

9 (mr) — ¢ (n) < klogmn,
en admettant qu’il y ait & nombres premiers entre m et
mn, conduiront a 'inégalité

9o (mn) — ¢, (n) < k logmn.
Par conséquent si 'on avait 'inégalité

(e) ¢ (1mr) — g, () > klogmn,

il faudrait en conclure qu’il y a plus de k nombres pre-
miers compris entre n et mn.

Pour faire usage de cette inégalité, il faut, au moyen
du logarithme de IT (#) ou de la somme des logarithmes
de 1 & n, déduire, comme le fait M. Tchebichew, des li-
mites du logarithme de P (), ou de la somme des loga—
rithmes des nombres premicrs non supérieurs a n.

Les formules de M. Tchebichew supposent l'inégalité

R 1 n\n s . 1 'n\ n
Var.n (—) cet>1.2.3 2> an.n? (—) 5
[+ [4

qui se déduisent d’une formule de M. Liouville, celles
que nous donnerons ici se déduisent de la formule plus

simple
n n n n
(;) >l.2.3...n>(;) »

el e est la base des logarithmes népériens. Cette derniére
formule a été démontrée d'une maniére simple et ingé-
nieuse par M. Prouhet 4 la p. 281 du t. XIX de ces
Annales.



