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DEMONSTRATION DE LA QUESTION 104

(voir t. VIII, p 236 et 443);

Par M. P.-A.-G. COLOMBIER,

Professeur a Paris.

f (x) = o est une équation algébrique dont toutes les
racines sont réelles et inégales. Démontrer qu’en égalant
& zéro la dérivec seconde de

V=)

on obtient une équation dont toutes les racines sont ima-
ginaires. (CATALAN.)
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Démonstration. — Pour abréger, nous désignerons
S(z) et [f(z)]"
respectivement par y et Y. Dés lors on a
(1) Yyr=r1.

Soient a,, a,,. . ., a, toutes les racines de I'équation don-
née. On a identiquement

(2) Sf(z) = (e—a)(x—a,)...(z—a,);

prenons la dérivée premiére de chacune des équations (1)
et (2), il vient :

/

Y’_— e
Y

’
—‘;—:Zx—l'al,

(3)

d’ou

Y _ Z 1
Y x—a,
Prenons les dérivés des deux membres de cette derniére
égalité, on trouve

YY' —Y" 1
@) —v =Xy
Quelle que soit la valeur réelle attribuée a x, la quan-
1ité Y est réelle; par suite, Y? est toujours positive. De
plus, 1’équation donnée n’ayant que des racines réelles,
par hypothése, il s’ensuit que le second membre de I’é-
quation (4) est positif; donc on a

(5) YY' —Y"?>o,

ou bien, en éliminant Y et Y au moyen des équations (1)
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et (3), on peut écrire
rY >y

mais ’équation dounée ayant toutes ses racines réelles et
inégales, par hypothése, il s’ensuit que I’équation

y =o

a aussi toutes ses racines réelles et inégales, d’apres le
théoréme de Rolle; doncy* est toujours positif ; parsuite,
ona

Y >o.

Or, y ne peut devenir infini pour aucune valeur finie
de x; donc Y’ ne peut devenir nulle pour aucune valeur
finie de x,ce qui veut dire en d’autres termes que ’équa-
tion

Y=o0

a toutes ses racines imaginaires. c. Q. ¥. n.

Observation. — Nous laissons au lecteur le soin de
trouver l'interprélation géométirique des relations (3)
et (5), et de démontrer & priori que le polynéme repré-
senté par Y” est toujours de degré pair, quelle que soit la
valeur de n.

‘Historigue. — L’égalité (2) est due a 'algébriste anglais
Thomas Harriot. On la trouve dans I'ouvrage posthume
de cet auteur ayant pour titre : Artis analytice praxis,
ad cequationes algebraicas novd, expeditd et generali
methodo resolvendas. Londres, 1631; in-folio.



