'NOUVELLES ANNALES

DF

MATHEMATIQUES.

DEUXIEME SERIE.

1862.



PARIS. — IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER,
rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés I'Institut.




NOUVELLES ANNALESDSF2

DE

MATHEMATIQUES.

JOURNAL DES CANDIDATY
AUX ECOLES POLYTECHNIQUE ET NORMALLE.

REDICE

Par M. Terquem,

OfMcier de I'Unlversité, D és Sci , Prof aux FEcoles Impériales d’Artillerle,
Officier de la Légion d’honneur,

ET

M. Gerono,
Professour de Math¢matiques.

A e
LA -~
e € A %;J

‘ gy SRenceie 7
DEUXIEME SERIE. VERSITA®
TOME PREMIER.

BULLETIN DE BIBLIOGRAPHIE, D'HISTOIRE ET DE BIOGRAPHIE MATHEMATIQUES.

BRIV S P —

PARIS,
MALLET-BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DU BUREKAU DES LONGITUDES, DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE, ETC.

"M

Quai des Augustins, n° 55/;4?‘; AR
1862 e -
<

\






NOUVELLES ANNALES -

DE

MATHEMATIQUES.

DEMONSTRATIONS NOUVELLES

du théortme de Legendre sur les triangles sphériques dont les cdtés sont
trés-pelits relativement au rayon de la sphére (*);

Par M. A. TISSOT.

Dans la résolution de chacun des triangles que on
forme a la surface de la terre, soit pour déterminer la
longueur d’un arc de méridien, soit pour construire la
carte d’un pays, on connait toujours les angles ainsi que
I'un des cotés, et il s’agit d’obtenir les deux autres cotés
du triangle. Si l'on voulait alors employer les formules
de la trigonométrie sphérique, on aurait a faire usage de
la plus simple de toutes, ’analogie des quatre sinus;
cependant une pareille méthode ne saurait convenir pour
la rapidité des calculs, car c’est la longueur du cété de
départ qui est donnée directement, non le nombre de
subdivisions du degré qu’il contient, et c’est aussi en les
rapportant a I'unité de longueur que I'on veut évaluer les

(*) Voir, t. XV, p. 354 et t. XVI, p. 53, une discussion sur ce théoréme
entre deux géométres de grand mérite et qui m’a aliéné I'amiti¢ de Yun
d'eux : Genus irritabile geometrarum. Tw.
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deux autres cdtés. La méme méthode conviendrait encore
moins pour I'exactitude des résultats ; en effet, quand bien
méme le rayon de la sphére qu'il faudrait employer se-
rait suffisamment connu, les angles au centre correspon-
dants aux cotés étant Lrés-petits, les Tables trigonométri-
ques ordinaires ne fourniraient pas assez d’approximation.
On a donc imaginé d’autres procédés; le plus générale-
ment employé est celui de Legendre, qui consiste & sub-
stituer la résolution d’un triangle rectiligne a celle du
triangle sphérique.

Les appareils destinés aux opérations géodésiques de
1787, pour la jonction des observatoires de Paris et de
Greenwich, ne pouvaient manquer de donner a la mesure
des angles une précision jusqu’alors inconnue. Tandis
que Ramsden perfectionnait le théodolite dont les Com-
missaires anglais firent usage, Lenoir construisait sous
les yeux de Borda, et en appliquant le principe imaginé
par Tobie Meyer, I'instrument devenu depuis si célébre
sous le nom de cercle répétiteur. 11 fallait mettre les mé-
thodes de calcul & la hauteur des moyens d’observation
c’est en cherchant a atteindre ce but que Legendre fut
conduit a son théoréme sur les triangles sphériques dont
les colés sont trés-petits par rapport au rayon de la
sphére. Il en donna seulement I'énoncé dans les Mémoires
de I’ Académie des Sciences (année 1787), et ne publia
la démonstration qu’en I'an VII dans un travail servant
de préface a un ouvrage de Delambre intitulé : Méthodes
analytiques pour la détermination d’un arc de méridien.
Dans ce méme ouvrage, se trouve une autre démonstra-
tion imaginée par Delambre qui I'a également exposée
dans le chapitre XXXV de son Traité d’Astronomie. Le
VI¢ cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique ren-
ferme une troisiéme démonstration due a Lagrange; c'est
celle que Legendre a adoptée définitivement et gu’il a re-
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produite dans sa Trigonométrie sphériqua. Enfin, dans le
Journal de Crelle, t. XXII, Gauss en a donné une qua-
trieme dont le Journal de Mathématiques pures et ap-
pliguées (année 1841) contient une traduction. Dans ses
Recherches générales sur les surfaces courbes, il a méme
étendu le théoréme de Legendre aux triangles formés par
les lignes les plus courtes sur une surface courbe quel-
conque.

Les démonstrations de Legendre, de Delambre et de
Gauss ne sont a proprement parler que des vérifications a
posteriori : la premiére manque de rigueur, la seconde
est compliquée et la troisiéme omet une partie impor-
tante dans les applications, celle qui est relative au calcul
de Dexcés sphérique; aussi est-ce la démonstration de
Lagrange que l'on reproduit généralement, mais elle
nécessite des calculs assez longs. Aprés avoir développé
I’énoncé du théoréme, je me propose d’en donner deux
autres démonstrations exemptes des inconvénients des
trois premiéres et plus simples que celle de Lagrange.

A un triangle sphérique quelconque, il est bien clair
qu’il correspond toujours un triangle rectiligne ayant
les mémes cotés et dont on peut substituer la résolution a
celle du premier; la question est de savoir comment on
doit modifier les angles du triangle sphérique pour obte-
nir ceux du triangle rectiligne. Soient A, B, C les trois
premiers, A’, B, C/ les trois autres, a, b, ¢ les longueurs
des cOtés communs aux deux triangles, le rayon de la
sphére étant pris pour unité, enfin x, y, z les différences
A— A, B—B, C—C/, différences qu'il s’agit de dé-
terminer et dont on ne connait encore que la somme, la-
quelle est égale & I'excés sphérique e. Le triangle étant
supposé formé a la surface de la terre, les rapports a, b,
¢ sont trés-petits, et I'on peut ne pas tenir compte de
leurs quatriémes puissances dans les valeurs de x, y, z;
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cela revient a altérer les angles de quantités toujours in-
férieures 4 0”,02 et par conséquent bien au-dessous des
erreurs d’obscrvation. Si I'on néglige ainsi les termes du
quatriéme ordre (*), chaque angle du triangle rectiligne
sera égal a I’angle correspondant du triangle sphérique
diminué du tiers de I'excés sphérique; de plus les deux
triangles seront égaux en surface. Ainsi 'on aura, en
appelant T la surface du triangle rectiligne,
e T besinA’  a?sinB’sinC’

T=)y—=3=g =5 =

3 3 6 —  6sinA’

Tel est le théoréme de Legendre.

Premiére démonstration. — Nous partirons des for-
mules bien connues

sin(p—b)sin(p —c)
sinpsin (p —a)

tang-;- A=

1
tang - A'=
©9

ou p représente le demi-périmétre pour I'un et l'autre
triangle; dans la premiére, nous pouvons remplacer cha-
cun des quatre sinus par son développement borné a deux
termes et prendre par exemple

. 1 1
sinp = —6P3=P (l—gp’);

. 1
alors la valeur ci-dessus de tang 3 A’ se trouvera en fac-

(*) Bientot une méthode o l'on tient compte du quatriéme ordre et
méme, si 'on veut, d’'un ordre quelconque, par M. Grunert. Tu.
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teur dans le second membre, et I'autre facteur sera

s[l—— P—-b)’][ uv—c)]7
|Gl )

=[I+p,+(p_a)z—(”_”)’—(/’—0)2]’

6

:
— +'bc 2—x-c-lb("
=\ -3- —_— 6 9y
on a donc
' A — tane L A’ L.
tang—z-A._tanczA (1+6bc)
On a aussi
, L I
tang,zA +(ang2x

1 1
tang;A:tang;(A’+x)= - — 3
1 — tang — A’ tang — =
52 €5

or x est du méme ordre de petitesse que ¢ ou que Ja sur-
face du triangle sphérique, c’est-a-dire du second ordre;
nous pouvons done négliger 2* et alors la dernicre éga-
lité devient

1 1 x
tang — A = tang — A’ .
ang mes (l * s A')

En comparant cette nouvelle expression avec la premiére,
on voit qu’il faut prendre

1
x——66051nA’ 3T;

a cause de la symeme, les valeurs de y et de z seront

aussi égales & 3 ~T etla somme ¢ a T,

Seconde démonstration. — La formule qui sert & cal-



(10)
culer le coté d'un triangle sphérique, quand on connait
les trois angles, est

sin—l-esin (A+le>
2 2
. I . 1
sin <B+—e) sm(C+-s)
2 2
. 1 . 1
sin <B+—-e) sin (C+—-s>
2 2

sin (A -+ ! e)
2

ou, cn négligeant le quatriéme ordre,

1
tang;a_—_ )

on en tire

D I
sin—¢ =tang’-a ’
2 2

a?*sinB’ sinC’

6 = i
2 sinA
Cela posé, on a
sinA  sin (A +z)
- — - =14 x cotA’
sinA’ sinA’ + ’
a 1 1 b? 4-c? — 2bccosA’
— =1t —at=14 —a'+
sina 9 12 12
2 b: 2 1
::1+a+ +c-—§TcotA’;
si 'on multiplie membre & membre, il viendra
4 2 2 2
a_sind_ 2O+ (1T cotnr.
sinA’ sina 12 3

Le premicr membre de cette derniére égalité ne doit pas
changer quand on y remplace a par b et A par B, ou en-
core a par ¢ et A par C; il faut donc qu’il en soit de
méme du second, c’est-a-dire que I'on ait

—;-T y——%T z——%'l‘
tang A’ = tang B’ = tang C’
e—T

= tangA’ + tang B’ + tangC’ o

T —




()

el, par conséquent,

r=y—=z=<T.

Les triangles relatifs aux opérations de 1787 sont les
premiers pour lesquels on se soit préoccupé de l'excés
sphérique; auparavant cet excés restait confondu avec
les crreurs d’observation, et comme on répartissait le
tout également entre les trois angles, on suivait instinc-
tivement, pour les triangles principaux, la méthode &
laquelle lc théoréme de Legendre a conduit. Mais dans
les triangles partiels que determine la méridienne, I'un
des angles est inconnu, et le calcul de I'excés sphérique,
tel que permet de le faire la méthode de Legendre, de-
vient nécessaire. IVailleurs ce calcul a 'avantage, lors-
qu’il s’agit des triangles principaux, de donner les er-
reurs d’observation pour la somme des trois angles.

DIFFERENCES BT DERIVEES
d’un ordre quelconque des deux fonctions circalaires

sin (ax + b), cos (ar+ b)
(voirt. IX, p, 29);

Par M. P.-A.-G. COLOMBIER,
Professeur a Paris.

1. Notations. — Pour simplicr 'écriture, on convien-
dra de désigner

. alx alAxr 4w
2810 —— et —
2 2

respectivement par A et B.

2. Prosrime I. — Trouver la différence de Iordre m
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de la fonction
y =sin (ax + b),

quel que soit le nombre entier et positif m.

Solution. — Si 'on donne 4 la variable indépendante x
un accroissement Ax, la fonction y prend un accroisse-
ment correspondant Ay, et 'on a

Ay =sin (ar + b+ aAx) — sin(ax + b)

= A cos (a.r—i—-b—{—%ﬂf);

mais

A . A
cos (ax-i—[)-{—n—z—x—) = sin (az—l-—b—i—-"—;t—_t-f),

2

donc
Ay ::Asin(u.r-{—b + B),

ce qui montre que la différence premiére de la fonction
sin (ax + b) est le produit du facteur constant A par ce
que devient la fonction donnée lorsqu’on augmente I'arc
ax <+ b de la counstante B.

Cela posé, sil’on a égard a la régle qui donne la diffé-
rence premiére d'un produit de deux facteurs dont I'un
est constant, on aura immédiatement

A’y = A’sin (ax + b + 2B),
Ay = A%sin (ax + b + 3B),

et, en général,
(1) A"y = A"sin (ax + b + mB).

On démontrerait la généralité de cette formule par I'em-
ploi de la méthode de Newton, dite de proche en proche.

3. Observation. — Dans les Traités de Calcul infinité-
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simal ou I'on s'occupe du probléme précédent, on trouve
deux formules pour représenter A" y. De plus, dans'\'une
de ces formules on distingue le cas ot m est simplement
pair et celui ot m est doublement pair; dans P’autre on
fait les mémes distinctions pour m —1. La formule (1)
convenant a tous les cas, sans qu’il soit nécessaire de faire
aucune hypothése sur m, fournit donc une réponse plus
simple du probléme ci-dessus.

4. Corollaire I. — Si 'on divise les deux membres de
I’équation (1) par Ax™, on aura

Am J»

Ax™

A \" .
=a (a_A—x> sin (ax + b + mB).

Si I'on suppose que Ax décroisse indéfiniment de ma-
niére a pouvoir différer de zéro, d’aussi pen que I'on vou-
dra, on aura 4 la limite

dry . -
(2) = a”sin (ax—{—b-{-m;).
8. Corollaire II. — Si Von fait dans cette formule
b=o,eta=1,il vient
dmy . =
) — AW
(3) —pm = Sin <.z: +m 2>

On peut trouver la formule (3) directement en suivant
une méthode employée dans le probléme I.

6. Prosrime 1I. — Trouver la différence de Vordre m
de la fonction

yi=cos(ax+b),
quel que soit le nombre cntier et positif m.

Premiére solution. — On suit une méthode semblable A
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celle employée dans le probléme I, et I'on parvient a la
formule suivante

(4) A"y, = A" cos (ax +- b + mB).

Seconde solution. — On peut faire dépendre la solu-
tion du probléme II de celle du probléme I de la maniére
suivante :

On a I'égalité

cos (ax -+ b) = sin (a.r + b + 1—2—> ;

prenant la différence de I’ordre m de chaque membre, on
a immédiatement, en vertu du probléme I,

A™ y, == A" sin (aa:+ b +§ +mB)-

c 1 T . .
Si I'on retranche S acetarc, le sinus se change en cosi-

nus, et 'on retrouve I'équation (4).

7. Corollaire I. — La formule (4) donne

Am)’l A m
= a" | — T )
Fv il (aA.z) cos (ax~+ b + mB);

faisant tendre Ax indéfiniment vers zéro, de maniére
a en différer de moins toute quantité donnée, on aura i
la limite

dm T
(5) —ia'"cos(a.r-i— b+ m -).

dx™ 2

8. Corollaire 11, — Silon faitdans cette formule a =1
ct b = o, 1l vient

6) i{' = cos (x+m§)-
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On peut trouver la formule (6) directement en suivant
une méthode semblable a celle du probléme I.

9. Scolies. — Les formules (1) et {4) donnent les rela-
tions suivantes

(Aulr):_,_ (A']‘.)’:(A"’)“

g%-;—lz tang (ax + b 4+ mB).

Les formules (2) et (5) donnent
dm™y\?* dmy \?
(ZF)+ (F) =

dry dry, 3
p .F-_tang(ax—i—b—i-m;)-

10. Historique. — Les formules (3) et (6) sont dues a
M. Hoéné Wronski. On les trouve a la page 451 de celui
de ses ouvrages qui a pour titre: Phiosophie de la Tech-
nie algorithmique. Ce savant est arrivé a ces deux for-
mules en prenant les dérivées de I'ordre m des deux
membres de chacune des relations

ct

(7) cosx == (esV" 4 &=V,

(8) sinzg =

G
2¢y—I1I

Nous dirons en passant que les formules (7) et (8) sont
dues & Jean Bernoulli, bien qu’elles aient été publiées
pour la premiére fois par Léonard Euler.
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DEMONSTRATION D’'UN THEOREME DE M. STEINER;
Par M. J. MENTION.

Les derniers volumes des Annales de Gergonne ren-
ferment plusieurs théorémes trés-beaux, énoncés sans
démonstration par M. Steiner. I me semble qu’ils sont
encore, presque tous, a démontrer, Jextrairai le suivant
du t. XVIII, p. 302 : « Dans chacun des quatre triangles
» formés par les cotés d’un quadrilatére, il y a un cercle
» inscrit et trois cercles ex-inscrits; ce qui fait en tout
» seize cercles, dont les centres sont quatre a quatre sur
» une circonférence, de maniére a donner naissance i
» huit nouveaux cercles. Ces huit nouveaux cercles se
» partagent en groupes, tels que chacun des quatre cercles
» de I'un de ces groupes coupe orthogonalement tous les
» cercles de 'autre groupe; on en conclut que les centres
» des cercles des deux groupes sont sur deux droites per-
» pendiculaires I'une a I'autre. Enfin ces deux derniéres
» droites se coupent au point de rencontre des cercles
» circonscrits aux quatre triangles. »

La propriété relative au point d'intersection des lignes
de centres fera I'objet de cette Note, le reste n’offrant au-
cune difficulté.

I.

L’occasion se présente ici de revenir sur quelques théo-
rémes de géométrie, d’ou la proposition actuelle découle
naturellement.

Pour éviter de trés-longues périphrases j'appellerai :
1“ cercle des hauteurs d’un wriangle, le cercle ayant pour
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centre le point de rencontre de celles-ci et un rayon
moyen proportionnel entre les segments dans lesquels
chaque hauteur est divisée au centre méme; 2° ligne des
hauteurs d’un quadrilatére, la droite passant par les points
de rencontre des hauteurs dans les quatre triangles for-
més par les cotés du quadrilatére; 3° triungle diagonal,
le uiangle formé par les trois diagonales.

On se souviendra que les circonférences, décrites sur
les diagonales d'un quadrilatére comme diamétres, ont
pour axe radical la ligne des hauteurs; la médiane étant
d’ailleurs un axe radical commun aux cercles de hauteurs
des triangles du quadrilatére. 1.a ligne des hauteurs con-
tient aussi le centre du cercle circonscrit au triangle dia-
gonal. Si les circonférences de la premiére série, c’est-
a-dire celles décrites sur les diagonales, ne se coupent pas,
les circonférences de la seconde couperont la médiane en
deux points-limites, qui sont les centres de deux hyper-
boles équilatéres tangentes aux cotés du quadrilatére.

Un théoréme, déja démontré directement, comporte cet
énoncé plus complet et plus instructif :

« Les cing médianes des quadrilatéres qu’on peut
» construire avec les cdtés d’'un pentagone se coupent en
» un méme point, centre radical commun aux quinze
» cercles suivants, savoir ; les dix cercles de hauteurs et
» les cing circonscrits aux triangles diagonaux. »

Car les quadrilatéres ayant, deux a deux, un triangle
en commun, le point de concours de deux médianes quel-
conques sera de commune puissance par rapport aux sept
circonférences de hauteurs différentes, dans les deux qua-
drilatéres correspondants. Or, parmi les sept centres de
circonférences, quatre au moins appartiendront a une
méme droite qui sera la ligne des hauteurs d'un troisiéme
quadrilatére. Donc la médiane de celui-ci passera par le
point de commune puissance.

Ann., de Mathémat., 2° série, t. 167 (Janvier 1862 ). 2
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Il est & remarquer que, d’aprés le beau théoréme de
M. Faure, on vonstatait l'existence du centre radical
commun aux cing cercles déterminés par les points de
concours respectifs des diverses diagonales.

1L.

Trtoreme. — Les bissectrices des angles d’un quadri-
latére complet fournissent douze points de rencontre,
en ne combinant que celles qui partent de sommets op-
posés : les points de rencontre des bissectrices internes
et ceux des bisseclrices externes, d'une part ; les points
appartenant & la fois aux bissccirices internes et ex-
ternes, d’autre part ;

1° Deux points internes sont en ligne droite avec le
troisiéme externe, ainsi que les trois externes.

2° Trois points internes-externes, choisis de maniére
que trois bissectrices sunilaires n’aboutissent point a des
somumets situés sur un méme colé, sont également en
ligne droite.

Je vais démontrer, par exemple, que les points de con-
cours G, G' des bissectrices internes issues des sommets
A, C, B, D, etle point H” des bissectrices externes issues
des sommets E, F, sont en ligne droite. Considérons le
triangle I'1”1" ayant pour cdtés les bissectrices externes
du triangle ABE, et celui qui aura pour cdtés les bissec-
trices DL, CN, FM (fig. 1). Leurs sommets se trouvent
évidemment deux 4 deux, sur trois droites NI7, MI”, LI’
concourcnt en un méme point I; donc, en vertu d'un
théoréme bien connu, les points d’intersection (I"1”, MNj,
(1”1, ML), (1'1”, ML) seront en ligne droite. c. Q.F. p.

La démonstration est tout a fait analogue pour les au-
tres points de rencontre indiqués. On ne les représente
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pas tous sur la figure, qui, pour éire compléte, exigerait
un cadre plus large que celui du présent recueil.

Fic. 1.

Il résulte de la que les douze points se partagent en
deux groupes qui sont les sommets de quadrilatéres com-
plets. Le théoréme s’applique au quadrilatére sphérique,
et la démonstration précédente ne subit aucun change-
ment.

III.

Tutoseme. — Les deux quadrilatéres ayant pour som-
mets les points de rencontre des bissectrices opposées
internes ou externes, et les points de rencontre internes

2.



(20)
externes, sont tcls, que la médiane de I'un coincide avec
la ligne des hauteurs de Uautre.

Soit IIL' K/ ( ﬁg 1) le quadiilatére mscnpnble formé
par les intersections consécutives des bissectrices ex-
ternes; LII’ et J' KK’ seront les bissectrices internes des
angles E et F. En se rappelant que les hautcurs du trian-
gle diagonal d’un quadrilatére inscrit au cercle se coupent
précisément au centre de ce cercle, on observe que le
cercle passant par les points I, J, L', K’ a son centre au
point de rencontre des hauteurs du triangle G”HH'; de
méme pour les cercles LY'KI',.... Donc la ligne des hau-
teurs du quadrilatéere GG’ HH'H” G” est aussi la ligne
des centres du premier groupe de cercles définis dans
I’énoncé de M. Steiner. Pour des motifs tout semblables,
la ligne des hauteurs du quadrilatére aux rencontres in-
ternes-cxternes est la ligne des centres du second groupe
de cercles.

Remarquonsmaintenant que les circonférences décrites
sur les diagonales comme diamétres, dans les deux qua-
drilatéres actuels, viennent se joindre aux deux groupes
de cercles IJL'K’,..., qui en sont les cercles de hau-
reurs. Donc la ligne des hauteurs de 'un est la médiane
de I'autre, et réciproquement.

Les deux groupes constituent dés lors une double
série de cercles orthogonaux; ce que j’ai annoncé étre
susceptible de preuve a priori et trés-facilement.

Avant de poursuivre mes investigations, je récapitu-
lerai ainsi les déductions acquises : Les deux quadrilatéres
de bissectrices jouisscnt de la méme double série de cercles
orthogonaux, et chaque séricadmethuit cercles différents,
puisque aux cercles de M. Steiner s’ajoutent, de chaque
c61é, les trois cercles décrits sur les diagonales et le cercle
circonscrit au triangle diagonal.

(La fir prochainement.)
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DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE M. STEINER;
Par M. PaurL SERRET.

1. Lemme.— Un triangle se mouvant dans 'espace, de
maniére que ses trois cdtés tournent respectivement au-
tour de trois points donnés, en ligne droite; et ses deux
premiers sommets décrivant deux plans indéfinis (ou deux
courbes déterminées situées dans ces plans) : le sommet
libre du triangle décrit au troisiéme plan (on une troi-
siéme courbe plane), et les trois plans se coupent suivant
une méme droite.

Que T'on projette, en effet, le triangle mobile, sur un
plan quelconque, par des droites paralléles a I'intersec-
tion des plans décrits par les deux premiers sommets; la
projection présentera un triangle mobile, dont les cotés
pivotent autour de trois points fixes en ligne droite, et
dont les deux premiers sommets glissent sur deux droites
fixes, traces des deux plans donnés sur le plan de projec-
tion. Mais, dans ces conditions et suivant un théoréme
connu, le soramet libre du triangle projeté déerit une
droite passant par le point de concours de ces deux traces :
et le sommet libre du triangle primitif se meut dans un
plan qui passe par I'intersection des plans décrits par les
deux premiers sommets.

2. Tutorkme. Trois cones, du degré m, ont leurs
sommets en ligne droite; et deux de lcurs trois courbes
d’intersection sont planes : la troisiéme courbe est plane
comme les deux premiéres; et les plans des trois courbes
se coupent suivant une méme droite. (STEINER. )
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Imaginons que I'on ait en vue de construire par points
Pintersection de deux quelconques des trois conesdonnés :
I'on devra, suivantla méthode ordinaire, mener une séric
de plans auxiliaires par la droite de leurs sommets, et
combiner les génératrices des deux cdnes, situées dans
chacun de ces plans. D’ailleurs, comme les sommets des
trois cones sont ici en ligne droite, les plans auxiliaires,
que I'on aura menés en vue de I'une des trois courbes
d’intersection, serviront encore pour les deux autres.

Considérons donc I'un de ces plans auxiliaires, menés
par la droite des sommets; et, dans ce plan, 'un des
triangles ayant pour premier, second et troisiéme cotés,
Pune des génératrices du premier, second et troisiéme
cones, situées dans ce plan. Faisons ensuite tourner ce
plan auxiliaire et le triangle qu’il renferme, autour de la
droite des sommets : nous aurons un triangle mobile,
dont les sommets décrivent les courbes d’intersection des
trois cones pris deux a deux; et dont les cotés pivotent
autour de trois points fixes, I2s sommets des trois cones,
situés en ligne droite. D’ailleurs, les courbes, décrites
par deux des sommets de ce triangle, sont p]anes, d’apreés
Ihypothése : la courbe décrite par le troisiéme sommet
est donc plane également, d’aprés le lemme; et les plans

b
des trois courbes se coupent suivant une méme droite.

Remarque. — On peut, a I'aide d'un calcul assez simple,
vérifier analytiquement la proposition.
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NOTE SES LES ASYMPTOTES;
Par M. Paur SERRET.

L’asymptote d’une branche infinic de¢ courbe est la
limite des positions occupées par une tangente dont le
point de contact s éloigne indéfiniment sur cette branche.

L’asymptote élant prise pour axe des y, et les axes
étant rectangulaires; que I'on considére, en méme temps
que la courbe proposée, une courbe auxiliaire & ordon-
nées réciproques : et soient sur ces deux courbes, M et
m deux points qui correspondent 4 une méme abscisse.

D’aprés le choix des axes et la nature de la courbe
donnée, 2 mesure que le point M s’éloigne indéfiniment
sur cette courbe, son abscisse tend vers zéro, et son ordon-
née augmente indéfiniment : les deux coordonnées du
point correspondant m tendent donc simultanément vers
zéro; la courbe auxiliaire passe par origine, et la sous-
tangente de cette courbe a pour limite zéro. D’ailleurs,
les sous-tangentes, prises en des points correspondants
de deux courbes & ordonnées réciproques, sont égales et
de scns contraires : la sous-tangente de la courbe primi-
tive en M a donc pour limite zéro, comme I’abscisse du
pointM ; et la trace, sur ’axe des x, de la tangente en M a
pour limite I'origine, c’est-d-dire un point de I'asymptote.

En outre, en désignant par 7 I'inclinaison de la tangente
en M sur I'asymptote Oy, 'on a

tan i-—-s'
8'=%

Mais la sous-tangente S.T a pour limite zéro; I'ordonnée
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Y grandit indéfiniment : I'angle ¢ a donc pour limite zéro;
et la limite des tangentes est paralléle a I’asymptote Oy.
Donc, etc.

Remarque. — La démonstration serait en défaut, en
méme temps que le théoréme, si I'origine des coordonnées
devenait un point-asymptote de la courbe auxiliaire.

NOTE SUR UN THE()REME DE NEWTON;
Par M. Pavr SERRET.

1. 8¢ quatre forces sont représentévs en grandeur,
direction et sens, par les droites qui vont, de deux som-
mets opposés d'un quadrilatére ABCD, aux deux au-
tres : la résultante de ces forces est représentée, de la
méme maniére, par le quadruple de la droite qui réunit
les milieux des diagonales du quadriatére.

L’évidence de ce lemme étant reconnue, imaginons une
ellipse quelconque inscrite dans le quadrilatére ABCD ;
et regardons chacune des forces, représentées par 'un des
cotés de ce quadrilatére, comme décomposée en deux
forces partielles par le point de contact de I'ellipse consi-
dérée sur ce coté. 1l résultera de cette décomposition huit
forces; soit quatre systémes de deux forces : les deux
forces de chaque systéme étant appliquées a I'un des
quatre sommets du quadrilatére, et représentées par les
tangentes menées de ce sommet a Vellipse, ou par les
prolongements simultanés de ces tangentes. D’ailleurs,
la résuliante particlle des deux forces de chaque systéme
est évidemment dirigée suivant un diamétre de Pellipse;
les quatre résultantes partielles concourent done au cen-
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tre de Dellipse : et ce centre appartient a la résultante
générale, c’est-a-dire & la droite des milicux des diago-
nales. C'est le théoréme de Newton.

2. Le théoréme analogue dans la géométrie de I'espace
est celui-ci: « Le lieu des centres des hyperboloides 4 une
nappe qui passent par les cdtés d'un quadrilatére gauche,
est la droite des milieux des diagonales de ce quadrila-
tére; » théoréme connu, qui renferme le premier, et qui
est a peu preés évident.

Que 'on imagine, en effet, par les cotés opposés du
quadrilatére, deux systémes de plans paralléles. Les deux
plans de chaque systéme représenteront, relativement a
Iun quelconque des hyperboloides considérés, deux
plans tangents paralléles; le centre de I’hyperboloide,
équidistant de ces deux plans, appartient dés lors au plan
diamétral des deux plans de chaque systéme,bou alinter-
section de ces deux plans diamétraux, ou a la droite des
milieux des diagonales.

On peut ajouter que « Les deux diagonales du quadri-
latére, et la droite de leurs milieux, sont paralléles a4 un
syst¢me de diarétres conjugués de tous les hyperboloides
considérés. »

Le théoréme plan de Newton ne serait-il pas suscep-
tible d’'une démonstration directe analogue?

3. En cherchant a appliquer au théoréme 2, les consi-
dérations mécaniques du n° 1, I'on est conduit & un cas
particulier du théoréme suivant, dont la démonstration
directe est facile, mais qui mérite pourtant d’étre énoncé :
« Le centre de gravité d'un systéme de poids représentés
par les cotés d’un polygone circonscrit & un cercle, et
appliqués respectivement aux points de contact de ces
cOtés, est le centre méme de ce cercle. »
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
EN 1861.

COMPOSITION DU VENDREDI 2 AouT 1861.

(Section des sciences. )

Mathématiques.

D'un point P, extérieur a une conique, on méne une
sécante PAB. Aux points A et B on méne des tangentes
qui se coupent en M. De ce point on abaisse une perpen-
diculaire sur AB, l'un des pieds de ces perpendiculaires.

Prouver :

1° Que le lieu passe en P tangente en ce point;

2° Que le lieu est le méme pour toutes les coniques ho-
mofocales ;

3° Que le Zieu peut étre considéré comme le lieu des
pieds des perpendiculaires abaissées du point P sur cer-
taines droites qui sont tangentes a une courbe dont on
demande 1'équation.

COMPOSITION DU LUNDI 5 AooT 1861.
(Section des sciences.)
Physique.
Premiére question. Du pendule et de son application
a la mesure de I'accélération produite par la pesanteur.

Deuxiéme question. Deux aiguilles aimantées de méme
disposition, suspendues successivement a un fil de soie
sans torsion de maniére que les axes soient horizontaux,
exécutent sous 'influence de la terre un méme nombre n
d’oscillations en des temps différents ¢ et /.

On les suspend toutes deux 4 un méme fil de soie par
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I'intermédiaire d’une tige solide non magnétique, de
facon que leurs axes soient horizontaux et que les moitiés
australes de ces axes fassent 'une avec ’autre un angle
donné a.

On demande quelle sera la position d’équilibre de ce
systéme sous I'influence du magnétisme terrestre.

On appliquera la solution générale a I'exemple parti-
culier suivant :

n=100, t=58", =063", a=17840".

SUR LES SECTIONS ANTI-PARALLELES;

Par M. MARTIN,
Eléve du lycée Louis-le-Grand (classe de M. Bouquet).

La propriété des sections dites anti-paralléles ou sous-
contratres du coue oblique du second degré a été démon-
trée de bien des maniéres; mais je n’ai trouvé, dans au-
cun traité, la démonstration suivante, de la plus grande
simplicité, qui n’exige aucune figure et qui enfin a I'a-
vantage d’étre plus générale.

Tout cone du second degré peut étre considéré comme
cone droit; il suffit pour cela de le considérer comme
ayant pour base une section perpendiculaire a son axe.
Le cone étant symétrique par rapport a son axe, si on le
coupe par deux plans symétriques eux-mémes par rap-
port a cet axe, on obtiendra deux courbes syméiriques et
par conséquent égales. Si'une de ces deux courbes est un
cercle, I'autre sera aussi un cercle.

Or deux plans symétriques par rapport a I'axe du cone
sont évidemment anti-paralléles. Cette définition serait
peut-étre méme aussi bonne que I'autre.
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On a donc I'énoncé général :

Les sections faites dans un cdne du second degré par
deux séries de plans anti-paralléles sont des courbes sem-
blables. Si I'une des séries de sections se compose de sec-
tions circulaires, I'autre série se composera aussi de sec-
tions circulaires.

Note du Rédacteur. En général, deux courbes symé-
triques par rapport a un axe principal d'une surface du
second degré sont semblables.

INTERSECTION DE COURBES ET DE SURFACES.

Sis fo» f3 sont des fonctions des mémes variables en
nombre quelconque.

Posons
(a) ,f.-i-)‘f;:O,
(6) Si+pfi=o,
(c) fid+vfi=o0;

multipliant la deuxiéme équation par p, ajoutant & la
premiére et a la troisi¢me, on obtient

(d) Sile+1)+AQ+1)+ /(v +pp)=o.

Si 'on peut déterminer 2, p, v, p de telle sorte que I’é-
quation (d) devienne identiqguement nulle, les valeurs
des variables qui satisfont simultanément aux équations
(@) et (), satisfont également I’équation (C). Cela s’ap-
plique aux intersections de courbes et de surfaces.
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QUESTIONS.

604. Soient donnés un point ayant pour coordonnées

y

ol

g ) %, axes quelconques x, y, z, et trois plans

z B
Ar By G2 p—o,

u u u

” " " .
Az By S b,
u /2 u

d et u sont des quantités quelconques. Menant par le
point trois plans respectivement paralléles aux trois
plans, on forme un parallélipipéde dont on demande a

A . a
trouver les arétes en fonction de 3 %, % et u.

605. Lorsqu’un triangle ABC est & la fois inscrit dans
une courbe du troisiéme degré et circonscril i cette méme
courbe, le produit des rayons de courbure aux points A,
B, C est égal au cube du rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC. (MANNEEIM. )

606. En ordonnant le discriminant A de I'équation
ar' + { bx* 4+ 6cxr*4-fdxr +e=o,
suivant les puissances de e, posons

A= Ae+ 3Be*+4 3Ce+ D.
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démontrer qu’on a
A'D? — GABCD + 4AC + 4B D — 3B*C’
=-—1n29{a’d + 2b* — 3abc)
X (a?d? —6abed + facd + fb*d — 36 &),
(MicaseL Roperrs. )

607. Soit s, la somme des puissances r des racines de
'équation
arx’ +5bx' 4 10ce® +-10dx* + 5ex +f= o.
Posons
So S 8§ 85
S, 85 S5 S
a® < =PSf*+2Qf+R,
P A

Sy S¢Sy Sg

alors P, Q, R ne renferment pas f. Si

So S 5
S S 083 = 0,
$q  S3 8

démontrer qu’on a la relation suivante
Q*— PR =o.

(Mricuaer RoserTs. )
608. Posons

K =/ (ae— 4bd + 3¢*) (bf — fce + 3a?)
— (af — 3 be + 2¢d)?,

H = 6> — ac,

1 =ac—4bd + 3¢,

J = ace+ 2bed — ad? — eb* — ¢,
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alors
.'4. (%)’: 4HP — 124l — @?K.

(MicaserL Roserrs.)

609. Soit le triangle RFF’; les sommets F et F' sont
fixes et le sommet R est variable, F f, F’ f’ deux hauteurs
du triangle passant par le point H, point de rencontre
des trois hauteurs; C point de rencontre des deax droites
Jf', FF'. Par les trois points R, H, C, on fait passer une
circonférence; la tangente MT menée a cette circonfé-
rence par le point M milieu de FF’ a une grandeur con-
stante pour toutes les positions de R. (Arraur Lescaze.)

THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DE RAYONS RECTILIGNES

(voir t. XX, p. 359);

Par M. E.-E. KUMMER (*)

CreLLE , t. LVII.

TrabviTr pArR M. E. DEWULF,

Capitaine du Génie.

§ V1. — De la mesure de la densité.
Considérons les quantités £, n, ¢ qui satisfont a I'équa-
tion
Pty =1

(*) M. Chasles traitera cette année en Sorbonne les propriétés des lignes
dans Vespace; ce qui attache un nouvel intérét au Mémoire Kummer, que
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comme les coordonnées rectangulaires d’'un point d’'une
sphére dont le rayon est 1.

A tout rayon du systéme correspond un point sur la
sphére, et A toute série continue de rayons correspond
une courbe continue sur la sphére.

Par un point d’un rayon, menons un plan qui lui soit
perpendiculaire et tragcons une courbe dans ce plan. A la
série des rayons qui passent par les différents points de
cette courbe correspond une courbe sur la sphére. Ima-
ginons que la premiére courbe s’écarte infiniment peu du
pied du rayon auquel son plan est perpendiculaire et
qu’elle détermine tout autour de ce pied une aire infini-
ment petite; la courbe correspondante sur la sphére sera
fermée et son aire sera infiniment petite. Dans le cas
particulier ou les rayons des systémes sont normaux a une
méme surface et ou le plan perpendiculaire 4 un rayon
en un point quelconque est remplacé par le plan tangent
a la surface a I'origine du rayon, le rapport de ces deux
aires infiniment petites a été pris par Gauss pour la me-
sure de la courbure de la surface. Dans le cas le plus gé-
néral d’un systéme de rayons, c¢e rapport a aussi une trés-
grande importance; il ne donne plus la mesure de la
courbure, mais bien la mesure de la densité du systéme.
Nous définirons de la maniére suivante la mesure de la
densité d'un systéme de rayons: Si par un point d'un
rayon, on méne un plan qui lui soit perpendiculaire, et

V'exiguité de ’espace nous a forcé de morceler. Sa véritable place étaitdaus
le Journal de M. Liouville; maisle célébre géométre, ainsi que M. Poncelet,
repoussent les déterminants. Rapppelons-nous que Huyghens repoussait la
hiérarchie infinitésimale leibnizienne; que Leibniz repoussait 'attraction
newtonienne. Cela n'a pas empéché I'une et I'autre de prendre racine, de
pousser de vigoureuses tiges, couronnées par la géométrie universelle, par
la mécanique analytique, céleste, physique, moléculaire.
1 en sera de méme de ’analyse algorithmique, (Notc du Rédacteur.)
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si sur ce plan on trace une courbe fermée qui s’écarte in-
finiment peu du rayon et dont l'aire soit £, si 'on désigne
par ¢ D'aire de la courbe correspondante sur la sphére,

} sera la mesure de la densité du systéme en ce point.

Soit dg la distance infiniment petite d’'un point de la
courbe fau pied du rayon auquel le plan de fest perpendi-
culaire. Ce point est déterminé par les quantités x, y, z,
E, m, & et son abscisse R. Soient %/, X, u’ les cosinus des
angles que dg forme avec les trois axes, et x +- du,
y+dy,z+dz, ¥+ dE, n+dn, { + d¢ les quantités
qui déterminent le rayon passant par la seconde extré-
mité de ¢. D’aprés les équations (16), § I**, on a

%' dg =dx + RdE — & (Edx +ndy 4 tdz),
(1) )N dg = dy 4+ Rdn — n (Edz +ndy + §dz),
¢ dg=dz+ Rdt — ¢ (Edz + ndy 4-%dz).

Soit a I'angle que forme dg avec une perpendiculaire
au premier plan principal et par suite iﬂ:-——a I'angle
que forme dg avec une perpendiculaire au second plan
principal, on a
(2) - C(')sazx.x'—l—)‘,l'-{—yly.’,

sineg ==, %"+ XN + pap’s

Multiplions ces deux équations par dg et remplagons

«'dg, Xdq, p'dg par leurs valeurs (1) et remarquons
que

xE4+Mn+pE=o,
*:E'l‘):ﬂ"l'l"zt:o)

Ann. de Mathémat., 2° série, 1, 1°F, (Janvier 1862.) 3
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nous obtenons ainsi
dqcosa=xdr+\ dy+p dz+R (% dE+\ dn+p,dE),
dgsina=wx,dr—+\dy—+p,dz + R (radE 4 dn—+p.d¥).
Remplagons dans ces formules z,, Ay, g, 25y A, p par
leurs valeurs (5) et (6) (§ III) et dix, dy, dz, Edx, d par
leurs valeurs en fonction des quotients différentiels par-
tiels et des différentielles du et dv, nous obtiendrons
dqcosa =— N, du — %,dv,
{ dg sina =+ X de+ %l dv,

ou nous posons, pour abréger,

| =

A e+ f't,4+R(EHF1,) m_e—}—f’t,-}—R(C—}—ﬁt,)

v, _ V.
3 _f+gt.+R(j+Qt.)’ %, ft+ent+R (F+61)
| - V‘ k Rl -V2

De ces deux équations, il résulte que

(5) tanga:—g‘l’!_%i,
A+ B.:

et, par suile,

(6) A, cosa + N, sina

= —
”. cosa -+ ”2 sina

Soit do I'élément de courbe sur la sphére correspon-
dant & dg, les coordonnées des extrémités de cet arc sont

8y & E+dEyn+dn, {4+ d¢. On a donc
7)  de=VdEfdn + do =duVE+ 25t + Gr;

les cosinus des angles que forme do sur la sphére avec les




(10) cosa’=

(33)
dn d
trois axes des coordonnées ou da d" dt »y sont donc

(8 a--a’t b+ b'e c+c't )
VE+2Ft+ G Ve+28t4+Ge Yo+ 25+ G

Si ¢, représente la valeur de ¢ qui correspond 2 a = o,
on a, d’aprés I'équation (6),

(9) —f’

et si 'on désigne par a’ I’angle correspondant & « sur la
sphére, on a
(a4t (a+a' t)+(b+b's)(b+Db't)+ (c4¢'4)(c+c' o)
’
VE+25t,+Ge Ve +25t+Cr

ou, en simplifiant,

E4+Ft,+(F+Ga)e

(11) cosa’ = 5
VE+ 2364+ G VE+ 2§t + G

d’ott 'on déduit pour tangz’ la valeur suivante

A(t—1t,)
E+Ft+ (F+Gu)e

(12) tanga’ =
En différentiant cette équation, il vient

Adt
(13) a€+23’r-+g°ﬂ’

et, par suite, d’aprés I'équation (7),
(1) da*da = Adu*dt.
Par la différentiation de I'équation (6), on a

(31 ﬁz - ﬁz ”.)du
5 dt = Eo R
") " (3B, cose + By sina)
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et de la premiére des équations (4), en y remplagant

du , . .
— = ¢ par sa valeur en «, équation (6), on tire

dv

— (3[ %2 - Bl ,33) dll.
(16) 9= ”.cosa-{- iﬂ, sina
donc

(17) d‘l’d¢= (31 %:—‘ﬂz %.)dltzdt.

Cette équation et 'équation (14) donnent

(18) dodo’ = «dg*da.

A
AB.—2A. B
Puisque dg est le rayon vecteur et « l’angle corres-
pondant pour la courbe infiniment petite f et que do
est le rayon vecteur et a’ I'angle correspondant pour la
courbe infiniment petite ¢, on a

r 3% . 27
(19) f::—f dg*da, ?=—f da*dd’.
2 Jo 2 Jo

L’intégration de I'équation (18) entre les limites a=o
et a =27 qui correspondent aux mémes limites de o/,
donne donc ' '

A
) LA R W
Si l'on désigne par © la mesure de la densité, on a
? A
o=t — .
e FEEB-AB.
Des relations (4) on tire
3| ”: - zx ”I
tH—1,

=55 [eg—ff' +[g€— (f+)}F +eG]R+ AR |,
' 2
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D’aprés les valeurs de p, et p,, équation (10) (§1V),on a

eg — I’ =p,p. 4,
ge— (f+f') F+eG=—(p +p:) &%
et puisque, d’aprés I'équation (4) (§ II),

V,Vo=A(t,—t,),
on a

(22) 31 »”2—32 ”, =A[p P,—(P‘ +p) R+ R*];

donc

1

3 =

(23) pip2— (pi+p2) R+ R?
ou

4

A ==s— .

(24) =R =R
Ainsi :

La mesure de la densité en chaque point d’un rayon
est égale a la réeiproque du produit des distances de ce
point aux foyers du rayon.

Cette mesure est toujours réelle, méme quand les
foyers sont imaginaires. Pour des systémes de rayons a
surfaces focales réelles, cette mesure est positive pour
tous les points situés en dehors des surfaces focales, né-
gative pour les points situés entre ces deux surfaces, et sa
valeur négative maximum correspond au centre de chaque
rayon ; pour les foyers, elle est infinie. Dans les systémes
a surfaces focales imaginaires, cette mesure est toujours
positive et est maxima pour le centre.

Si, avec un rayon donné, on prend tous les rayons in-
finiment voisins passant dans 'intérieur de la courbe in-
finiment petite f tracée dans un plan perpendiculaire au
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rayon donné, on aura un pinceau infinimeut petit de
rayons, terminé par la surface réglée formée par tous
les rayons qui s’appuient sur f. L’aire infiniment petite f
est la section de ce pinceau infiniment petit. C’est donc
la section qui correspond a I’abscisse R. Si I’on considére
une section perpendiculaire f/ dont I'abscisse soit R’, la
courbe qui lui correspond sur la sphére est la courbe ¢
qui correspond A f’; car tous les rayons qui s'appuient
sur le contour f s’appuient anssi sur le contour f”. Sil'on
désigne la mesure de la densité au point dont I'abscisse
est R/ par ©@’, on a

t e, T
f o, f @,
d’ou
f___ ®
(25) 7T
Donc:

Les aires des deux sections d’un pinceau infiniment
petit sont inversement propaortionnelles aux mesures des
densités aux points oii passent ces sections.

Si, au lieu de considérer les mesures de la densité, on
considére les densités mémes des rayons d’'un pinceau
infiniment pelit en ses différentes sections, il est clair que
ces densités sont dans le rapport inverse des aires des
sections du pinceau. En effet, tous les rayons d’'un pin-
ceau se distribuent dans toutes les sections de maniére a
en couvrir toute l'aire, et dans chaque section ils sont
d’autant plus rapprochés que ces aires sont plus petites.
Donc:

Les densités dans les différentes sections d’un pin-

ceau donné sont proportionnelles aux mesures des den-
sités correspondantes.
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Ceci justifie suffisamment la dénomination de mesure
de la densité.

Pour deux points situés sur des rayons différents ou
appartenant a deux pinceaux infiniment petits, le rap-
port des densités n’est pas nécessairement le méme que
celui des mesures de la densité. Ceci devient évident
quand on considére le systéme particulier o tous les
rayons passent par un méme point. Ce systéme peut
étre tel, que les rayons s’épanouissent dans tous les sens
d’une maniére identique ou avec la méme densité, ou
bien il peut étre tel, que le rapprochement des rayons
varie avec la direction des rayons. Dans le premier cas, la
densité estlaméme pour tous les points également éloignés
du point de départ des rayons et par suite elle est toujours
proportionnelle a la mesure de la densité. Dans le second
cas, la densité est fonction de la distance au point de dé-
part, mais elle est aussi fonction de la direction. En gé-
néral, imaginons, comme nous I’avons déja fait, qu'un
systéme de rayons soit déterminé comme il suit. De cha-
cun des points d’une surface donnée part un rayon dans
une direction déterminée. Nous pourrons considérer la
densité des différents points du systéme situés sur cette
surface donnée comme une fonction de x, y, z ou, ce qui
revient au méme, comme une fonction des variables in-
dépendantes u et v. Par suite, la densité en un point
donné d’un systéme sera déterminée par rapport a la
densité d’un point situé sur le rayon passant par le point
donné. La densité en un point quelconque est égale a la
mesure de la densité en ce point multipliée par une fonc-
tion de u et de v qui ne renferme as R et qui, par suite,
est la méme pour tous les points appartenant 4 un méme
rayon. Lorsque cette fonction est constante et que, en
conséquence de cela, la densité en tous les points du sys-
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1éme est proportionnelle 4 la mesure de la densité, on
pourra dire que le systéme est homogéne.

Tous les points des différents rayons d'un systéme ou
la mesure de la densité est la méme, sont situés sur une
surface que I'on peut nommer surface d’égale mesure de
densité. Comme I'on peut donner a la mesure de la den-
sité toutes les valeurs constantes que I'on veut, il s’ensuit
que dans chaque systéme de rayons il y a une série de
surfaces d’égale mesure de densité. Toutes ces surfaces se
représentent bien simplement au moyen de’équation (23)

R’—(P-+P=)R+P:P==é'

Supposons © constant et résolvons cette équation par
rapport a R, nous aurons

(26) R:mi \

Pour chacune de ces valeurs de R,
(27) Z=x+RE y'=y-+4+Rn, 2Z=z4+RE

sont les coordonnées de tous les points du systéme pour
lesquels la mesure de la densité a la valeur constante ©.

Ces équations (27) sont les équations des surfaces d’é-
gale mesure de densité, en ce sens qu'elles déterminent
les coordonnées des points de cette surface en fonction
des deux variables indépendantes u et v. Pour que ces

. : . L
surfaces soient réelles, il faut que la valeur de 5 Soit

—_—)
comprise entre les limites — (—PL-K—PQ et 4+ o . Pour
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O = o, R n’est réel que si les foyers le sont, et on a
R=p, ou R=p,

de sorte que les surfaces focales sout des surfaces d'égale
mesure de densité. Cette mesure est infiniment grande
pour tous les points de ces surfaces.

Si les deux surfaces focales sont réelles et données, en
sorte que tous les rayons du systéme puissent étre consi-
dérés comme des tangentes communes a ces surfaces, on
peut construire facilement les surfaces d’égale mesure de
densité. Il suffit pour cela de déterminer sur chaque
rayon un point tel, que le produit de ses distances aux
foyers du rayon (ou points de contact du rayon avec les
surfaces focales) soit égal 4 une constante dounée. Si
cette constante est positive, le point se trouve en dehors
des deux foyers; il se trouve entre les deux foyers dans
le cas contraire.

(La fin prochainement.)

THEORIE DES POINTS MULTIPLES ET DES TANGENTES ;
D’arris SALMON.

1. Soit
A+ Bz 4+ Cy + Dz’ + Exy +~Fy*4~...=o0

I’équation en coordonnées cartésiennes d’une courbe.
Si I'on a A= o0, la tangente a l'origine est alors

Bzx+Cy =o,
ou en coordonnées polaires

p (Bcos8 -+ Csin 8) = o.
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SiI'on a encore B.= o, I'axe des x est une tangente, et
si C = o, I'axe des y est une tangente.

2. Si A=B=C= o, toute droite qui passe par l'o-
rigine rencontre la courbe en deux points qui coincident;
Torigineest alors un point double, et sous ce pointde vue
toutes ces lignes sont en quelque sorte des tangentes;
mais parmi ces lignes il y en a deux qui touchent plus
étroitement les courbes que toutes les autres: ce sont
celles qui sont déterminées par I'équation polaire

p*(D cos?6 + Esin 6cos § + Fsin?6) = o3

alors I'équation polaire devient divisible pour p*; trois
valeurs de o deviennent nulles: ce sont ces deux lignes
qui portent exclusivement le nom de tangentes. Le sys-

’

téme de ces deux lignes est représenté par I’équation
Dz*+4 Gy 4+ Fy:=o.
3. Si I’équation polaire de la courbe est
Uy =+ Uy =0 .0 =0,

u,, c'est pP multipliée par une fonction trigonométrique
de 6, uy = o est I'équation du systéme des doubles tan-
gentes.

Il y a trois cas a distinguer :

1° Les deux tangentes sont réelles. Alors l'origine est
un point d'intersection de deux branches de la courbe,
chaque branche ayant sa tangente particuli¢re. On en a
un exemple simple dans les courbes formées du systéme
de deux autres courbes; soient

P=o0, Q=0
deux courbes de degrés p et ¢ et p + g=n; alors

U=PQ=o0
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est une courbe de degré n; les courbes P et QQ se coupent
en pqg points, et en chacun de ces points il y a évidem-
ment deux tangentes, l'une & la courbe P et l'autre  la
courbe Q.

2° u, est un carré parfait; les deux tangentes réelles
coincident en une seule droite double. Le point porte alors
le nom de point de rebroussement, et quelquefois, d’a-
pré une considération cinématique, point stationnaire.
Si la courbe est décrite par un point, lorsque, ayant par-
couru une des branches, il arrive au point de contact de
la tangente double, il semble s’arréter pour changer
subitement le sens du mouvement dans le sens opposé.
La tangente double touche en trois points consécutifs.

I’exemple rapporté ci-dessus ne peut pas servir ici;
supposons que les deux courbes

P=o0, Q=0

se touchent ; alors il y a en ce point une seule tangente,
mais elle renconwre la courbe de ce degré n en quatre
points consécutifs, deux sur la courbe P et deux sur la
courbe Q. Ainsi quoiqu’il y ait une tangente double, ce
n'est pas la un point de rebroussement; 1'équation po-
laire a alors la forme ‘

ul +u, .. =0,
uy = o réduit I'équation a
Uy +4...==o.
3° Les deux tangentes sontzinaginaires, alorsil n’existe
aucun point consécutif a 'origine qui est ainsi un point
isolé, mais conjugué a la courbe; toutes les droites qui
passent par ce point sont des espéces de tangentes qui

coupent la courbe en 7 — 2 points, si 7 est le degré de la
courbe. .
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4. Exemple. — Soit 1a cubique donnée par I'équation
y=(x—a)(z—>b)(x—c); ¢>b>a;

la courbe est symétrique par rapport a ’axe des x. Soient
A, B, C les trois points de 'axe des x correspondants a

r=a, z=b, z=c,

la courbe est formée d'un ovale passant par A et B et
d’une branche de forme parabolique, ayant pour sommet
C; entre B et C il n’existe aucun point.

Sib=¢, le point B coincide avec C; l'ovale et la
branche forment une seule ligne, et en C il existe deux
tangentes réelles,

Sia = b, alors A et B coincident; 'ovale se réduit en
un point conjugué, et les droites qui passent par ce
point ne peuvent rencontrer la branche infinie qu'en un
seul point.

Sia =b =c, les trois points A, B, C coincident; il
n’y existe qu'une seule tangente simultanément aux deux
branches infinies. A est un point de rebroussement.

8. Si a=b=c=o0, l'origine devient un point triple,
chaque droite qui y passe rencontre la la courbe en
trois points consécutifs, et ne peut plus la couper qu’en
n — 3 points, il y existe trois tangentes données par I'¢ -
quation

Us =0,

ce qui donne lieu a quatre espéces de points triples :

1° Les trois tangentes réelles et distinctes;

2° Une réelle et deux coincidentes ;

3° Les trois coincidentes

4° Une réelle et deux imaginaires.

Ce dernier cas est remarquable , car, a I'eeil, ce point
triple ne se distingue en rien des autres points de'la
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courbe; il n’y a, pour ainsi dire, que I'ceil analytique qui
apergoit une différence.

6. Si I'équation polaire est de la forme
Up 4 Upypy ... = 0,

ou suppose que tous les termes qui précédent u; sont nuls;
alors I'origine est un point de multiplicité k;ily a la &
points coincidents, et les trois qui y passent ne peuvent
rencontrer la courbe qu'en n—k points; il y existe k
tangentes, ayant k- 1 points en commun avec la courbe,
et ne pouvant rencontrer la courbe qu'en n—k—1 points.

SUR UNE IDENTITE DE WARING;
Par M. J. DE VIRIEU,

Professeur a Lyon.

1. A la page 583 du tome IV des Nouvelles Annales,

on trouve ce qui suit :
« Soient n quantités quelconques, a;, as,...,a,, en

a toujours cette identité :
a,a, (al +a2)+(al+a:) a, (al+az -+ as) “+ ...
+ (a4 Fai)an(a+. .. +a,)
=@, Qpi (At pi) + (@0~ Bnet) Bps (But Bre i+ Bus) o
+ (a4, . . +a)a (a4 .. +a,).

» Waring déduit cette identité d’une propriéié de la

» parabole; il serait intéressant de I'établir analytique-
» ment. »

2. 11 suffit de démontrer que le premier membre de
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Iidentité proposée est une fonction symétrique des quan-
tités a,, ay,..., a,; car le second membre se déduit du
premier en remplagant chacune des quantités de la pre-
miére des deux lignes ci-dessous,
Ay Aryenoy iyes.oy Auoyy dpy

Qpy Auyyeeey Qp_jyiges.y Azy A;,
par la quantité de méme rang dans la deuxiéme ligne.

3. Soit P, le premier membre de I'identité proposée;
n est un entier absolu au moins égal & 2, et 'on a par
définition

n=n—I
P,= 2[(a.+. e @) Qg (B e )]s
n=1

d’ou
(A) P =Pi+(ai+...4+a) @ (a4 .. ).

4. Développons quelques valeurs particuliéres de P,.

P,—a a,(a +a,),
Py=P,+ (a, 4+ a.)a;(a, + a,+ a;)
=[(ai+a,+a;)a,a,—a,a, a;,]+[(a,+a+a,)(a,a; 4 a,a,) ]
=(a,+ a;+a;(a,a,)+a,a,+ a,a;] — a,a.a;,
P,=P, (a4 a:+a)) a,(a+a+ a;+a,)
+[{a+ a;—l—-a,'—t—a,) (a,a; 4 @,a,+aza;)
= — a,(aa,+a,a; 4 a.a,) — a,a,a,]
+ [(a,+a:+as+a){aa +a,a,+ a,a3)]
—+ (0 +ar+ay+a)(aa,+a a4 aa-taaA-aa,--a,a,)

- (ﬂ|ﬂ20£+0| aa,+ a,a,a,~+a,a,a;).

5. Désignons par ,S, la somme des produits différents
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de ¢ facteurs qu’on peut former avec les p gunantités dis-
tinctes @, , @s, . . -+ @3 5, seraune fonction symétrique
de ces quantités, et les formules du n® 4 deviennent

P, =.S5, X 3529

P; =5, X 1S; — 3S;,

‘S >< 1S3 (S.\' i

d’ou parinduction :
(B) Pn=nsl+ nsﬂ—nsaa
formule qu’il faut vérifier.

6. Supposons cette formule exacte pour une valeur
particuliére v de 7, on aura

Py = vsn x vS: — vS:n

eten vertu de la formule (A)

Pop=Py+ (a4 .. 4ay) @y (@14 . .+ auyy),
ou
Pup=18: X185, —8; +(a, +...av) asyy (@4 4avyy),
Popi= (y4:81 = @upt) v8: —S: 1S X Ay XX (a+.. +ay)
Poi== 11181 (3814 Gsp (@ 4-a0) — (485 + @441 4S: )3
mais
w8 + ayyi (@~ . . +ay) =,,.5,,

vSs - Gy ;Sz = v+1sa
donc

pv+| = v+1S| x v+|s1 -_ y+|Sa .

7. Si done la formule (B) est vraie pour une valeur
particuliére de n, elle est vraie pour la valeur de n immé-
diatement supérieure i celle-1a ; or, en vertu du n° 5, elle
est vraie pour 7= 2.3.4; donc elle est générale; la fonc-
tion P, , mise sous cette forme, est évidemment une fonc-



(48)
tion symétrique des quantités a,,. .., 4,, ce qui démon-
tre I'identité proposée.

ARITHMOLOGIE.
Sur le caractére biquadratique do nombre 2;

Par M. DIRICHLET.

Soit p un nombre premier de la forme 47 -+ 1: on sait

que l'on a
p=a+ b

b—af=p,

ou p désigne un multiple de p et f un nombre qui satis-
fait 4 la congruence. On ale caractére biquadratique sui-
vant de 2

Posons

I 1
._( —[) —-ab .
24" —f* =p.

Cet extrait d’une lettire posthume de Dirichlet a
M. Stern, de Gottingue, traduit par M. Hoiiel, savant
professcur de la faculié de Bordeaux, paraitra incessam-
ment dans le Journal de M. Liouville.

QUESTIONS.

.

640. Soit donnée une surface du deuxiéme degré, la
sphére exceptée, et un point fixe, lieu d’un spectateur;
sous quel angle verra-t-il la surface? On sait que cet
angle est mesuré par I'angle solide du cone tangent.

On admettra provisoirement des cas particuliers.

611. Trouver n nombres entiers et positifs, dont la
somme égale le produit.
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®
THEORIE DU MOUVEMENT RELATIF;
Par M. BRESHMANN,

Professseur a 'Université de Moscou.

Soient O, On, O¢ trois axes fixes, Ox, Oy, O z trois
axes mobiles autour d'une méme origine O; on a pour un
point M dont les coordonnées sont £, », ¢

t=ax+by+ecz,
(1) S n=ax+by +c,z,
( {—asx+ by +c,z.
Lorsque la position des axes varie sans qu'ils cessent
d’étre perpendiculaires entre eux, on aura
(| dt —=a,dx+ b, dy + ¢, dz + zda, + ydb, 4 zdc,,
(2) s dn = a,dzx + by dy + ¢, dz + zda, + ydb, + zdc,,
( dt=ay,dx + b,dy + ¢;dz + xda, + ydb, + zdc,;
dit=a d*z+ b, d’y +c d'z
~+ 2 (da, dx + db, dy + dc, dz)
-+ d.:zd’a, +dyd* b, + ded?c,,
d*n=a,d'z + b,d*y + c,d*z
(3) { + 2 (day dx 4 db, dy + dc,dz)
~+dzd? a,+ dyd? b, 4 dzd?c,,
d*¢=a,d*x + b,d*y +c,d*z
~+ 2 (dasdx + dby dy + dc, dz)
~+dzd?a, + dyd? b, 4 dzd? c,.
sadb + sbda=o0,
5 fcda + Zade = o,

(%)
Sbde 4 Zedb =o,

Ann. de Mathémat., 2° série, t. 1T, ( Févricr 1162. 4



(%0)
ou X désigne une somme de trois termes qui ont respec-
tivement les indices 1, 2, 3, Bar exemple

sadb —=a,db, + a,db, 4 a,db,.

Mettons en ordre cyclique

‘ tadb=—dg, = — 3bda,
(5) ¢ Seda = —dy,= — Zadc,
’ ( Sbdec =— dg, = — Zcdb,

nous aurons
tad?b=—d?g, — tdadb,
(6) tad*c = —d?q, — Zdudc,
fad*a =—3x(da)’.

La derniére de ces équations est la seconde différen-
tielle de I'équation Za* =1. 1l nous suffira de trouver la
valeur de d* £ pour écrire celles de d* n, d* {. Supposons
qu'a la fin du temps ¢ les axes mobiles coincident avec
les axes fixes et remarquons que a, b, ¢ désignent respec-
tivement les cosinus des angles formés par les axes x, y,
z avec les axes indiqués par les indices 1, 2, 3, qui si-
gnifient £, », {, on aura

a=1, b=1, ¢=1, da=o0, dby=o0, dc;=o;
mais d*a, d?b,, d®cy nesont pas = o, tous les autres

cosinus a,, as, by, by, ¢y, ¢, disparaissent; donc les
équations (5) et (6) deviendront

db, = — do;=—du,,

(7) da, = — d ¢, =— dc,,
dey == — dg, = — db;,
d*b, = — d*g, — daydb, =—d* ¢, +do, dq,,

(8) d*ec, ::a’?;-—da,dc,:d’q,-&-d%d?,,
d*a, = — (da,)* — (da;}* = — (d¢,)* — (dg).
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Si 'on substitue ces valeurs dans la premiére des équa-
tions (3) et qu'on mette pour abréger

d do, de
71;-'20),, —(g—‘::.;,, T;:w,,
o+ o)+ o= o
on obtient
d*E d*x dz dy + dw, dw,
—_—— Yy —— P, 2 ——— —— ) —
dr ar TP\ @ T & T a

Ao (o ®+ w)twz)—elr.

La loi de composition du second membre de cette
équation donne immédiatement le moyen d’écrire les
valears de Ln L8
de’ de
vement d’entrainement et qu’on désigne ses coordonnées
par o, 3, 7 relativement a trois axes fixes paralléles a
ceux de £, », ¢, on a

Lorsque l'origine a aussi un mou-

=&+ a, )’.=n+£3, Z=§+'r,

d?x, _d“g’ d? a

dee — dee 7 e’
d?y, _1127; + d’ﬂ
dee T de de’

d’z._d"g dy
= ar T

K

dlx, X = d’a + d*zx . dz dy
AT T TaE A\ G T e

—*—-Zd@’ d(l);; ) ’
r ]':1‘—+w,(uv..;c+w2_r+w,z)-m xr;

4.
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W3 — — —

d*g dy dz dz dw,y do,
Y= 2( & 27) Sir ks

+ (04 0y + 32) — 0y,

Z__d’-y+zl’z . dy dx de, dow,
=w twE T\ e w) TV ad T w

+ o {0r— o0y +02)— ez

Pour faire usage de ces formules, il faut savoir ce que
signifient w,, w,, s dont les valeurs sont données par
les équations (7). En effet

db,=dcos(y,t) = — dg,=-—dcos(z,n)
ou

—sin (y,E)d(]’, E\,‘:*d%:sin(x,n)d(z,n),

et supposant qu’a la fin du temps ¢ les axes x, y, z coin-
cident avec les £, », ¢, on aura

sin(y,£)=1, sin(z,§)=1,
donc
dg; =d(y,§)
ou
do,=—d(z,t),

c’est-a-dire que do; est Iaccroissement positif que regoit
pendant dt angle droit (y, £) 4 la fin du temps ¢ ou la
diminution de I'angle (x, ¢). Nous regarderons 'accrois-
sement d'un angle comme positif ou négatif selon qu'il
sera décrit autour de I'axe de gauche a droite ou inverse-
ment pour un il qui se trouve sur I'axe positif, mais
le signe donné & l'angle déterminera la direction de
Iaxe positif. On déduit de méme des équations (7) que
d9,, do; sont des angles infiniment petits décrits autour
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des axes £ et »; donc

do  _dwm . dw

2 T T a4

w = ?

sont les vitesses angulaires autour des axes £, n, {. Remar-
quons que les déplacements du point M relativement aux
axes fixes, seulement en vertu du mouvement des axes
x, y, z autour de I’origine, sont, d’aprés les équations (1)
et (7),
d,t =xda, + ydb, + zde, = {dg, — ndy;,
(1) d,n = zxda, 4~ ydb, + zdc, — Ed g, — tdg,,
d,t = zda, + ydb,+ zdey = ndg, —Edg,.
Tels sont aussi les déplacements possibles d’un point
quelconque d’un systéme invariable, qui peut se mouvoir
autour d’une origine fixe. Le lieu des points qui restent

immobiles pendant le mouvement des axes est une droite
déterminée par les équations

dt =0, dyn=o, d.{=o,
c’est-a-dire
tdg,—ndy,=o,
(2) Edg,—tdy, = o,
ndp —Edg, =0,
ou, en divisant par dt,
Cw;—nw; == o0,
(l) Ews'—gwl:o’
ne, —Ew, == 0.

On tire de la

dee__dg: _des _ dg

E o L oVErate
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ou

O Wy ®

E n g ;;gz_f_nz_‘_;:,
ou

dy=ydy,+dy} +dyi, w=yol+e}+e.
Ces équations donnent

W%:eos(l, !_):_—i&:?—f,
E2+n1+c2

d
z :cos(l,n)s—ijzﬂy
VE + w40 dg o

4 d?a ®3

— —=cos(/,§) =5—=—"
VE+ ot o h%) dy ®

D’ailleurs les équations (1), respectivement multipliées

par &, n, ¢ ou par d¢,, d9,, dg,, donnent

(Il\ * Edeg+ndcn+cde;=0,

do de &+ dg,doyn <+ doyd. L= 0.

La premiére de ces équations montre que le déplace-
ment d,o dont les projections sont d,£, d,», d,{ se fait
sur une sphére décrite autour de I’origine, ct la seconde,
mise sous la forme

do d .k  dpden  dgde§
dy d.o de d,o de¢ d.a

=cos ({,d.c) = o,

prouve que I'arc d, ¢ est perpendiculaire a la droite (7).
Soit r=Mn le rayon de cet arc, MO =R, on tire
des équations (I)

(dE)? =+ (dn)? + (dt)! = d.o® = d¢? (E 4 v + §?)
— (8dg +ndo+-Ldys)’
=R?dy* — R*dg*.cos’ (2, R),
= Rtdg*sin? (1, R) =r?*d¢?,



done

est I'arc décrit autour de Iaxe instantané, et, d’aprés les
équations trouvées ci-dessus,

dg,=dgcos (1, )
ou

o =wcos(l,E), w,=wcos(l,n), o;=wcos(l,L),

c’est-a-dire qu’en connaissant la vitesse angulaire autour
d’une droite (/), on trouve sa composante autour d’une
autre droite £ en multipliant o par cos (Z, &) (¥).

SOLUTION DE LA QUES’I‘ION‘M?}

(voir t. XX, p. 399);
Par M. COLOT,

Professeur.

~ Sil'on désigne par E (a, b) la circonférence d’une el-
lipse dont les axes sont 2a, 25 etsi 'on pose

c= Va’ — b7,
on a

a+tc a—c
E(a’b)—E<2a+ba’ 2a+ba>

2a+4+b '2a+4 b

+E(“+1’ p, 2Vab b)-

(Proumer. )

(*) Ce Mémoire et celui de M. Quet sont, a ce que je sache, ce que nous
avons de plus satisfaisant sur les mouvements relatifs, les seuls qui exis-
tent dans la nature. Tm.
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Nous représenterons par E <£~) la fonction elliptique

LY ) 1 - 1 c
compléte de seconde espéce qui a pour module -

dq;\/ 1——smz

Lemme I.— La circonférence d’une ellipse E (a, b) est

égale 2aE a (%) - (Poir tousles Traités de Calcul intégral.)

|-{,.|

Lemme II. — Soient 1, 1, 2, trois quantités liées
entre elles par les relations

o2l ayE

i+ T i,

et 4, (44, (s trois autres quantités telles, que I'on ait
pRH+N=1, pi4+A=1, pi4+ii=1;

on peut poser

(A) p(+p)EQ)—(+m)EMN)+(+M)EM)=0

(Verhulst, Fonctions elliptiques, p. 162).

Tatoreme. — Les trois ellipses ont pour excentricités
c 2 \/ac a—b

2 atc a+b
la swivante

¢\ __a+c 2 Vae é.a+b a—b .
(B) E<a>-2a+bE<a+c)+a 2a+bE(a+b

Légalité & démontrer revient donc a
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on vérifiera sans peine que

avi 2

A= z=‘+)‘|a

- 1—{-—).,

et que la substitution dans I'égalité (B) des valeurs de «,
b, c tirées des équations (C), la rendra identique a (A).

SOLUTION DE LA QUESTION 509

(voir t. XIX, p. 45);
Par M. COLOT,

Professeur.

Soient p et ¢ deux nombres donnés, p, la moyenne
arithmétique, ¢, la moyenne géométrique, p, la moyenne
arithmétique de p, et ¢;, ¢, leur moyenne géométrique,
et ainsi de suite, de sorte que p,,q, ¢.41 sont les moyennes
arithmétiques et géométriques de p,, ¢,. Quelle est la va-
leur de poo et démontrer que poo =g . (Gauss.)

Il est facile de montrer que p o = g . En effet on a,
par définition des quantités ¢, et p,,

+ S
P'::qu’ 7.=vypq,
d’ou
+g—2 —2Vg (Vp — Vg —
p—g =21 '\/1_)7/___1) 2\/qi\/p7 \/q)<pzt/;

on aurait de méme

pz_q,<f_:_q'<'_’%‘l,

pl_q3<&§.i?<’i:§_‘l,
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et, en général,
‘ P—9q
2.

Pn - (]u <

k)

ce qui démontre que la différence p, — ¢, a pour limite
zéro.

Avant de chercher la valeur commune des deux quan-
lités poo , goo , nous établirons quelques lemmes.

L:mmes. — Soient c¢, ¢y, ¢s,..., une suite de quan-
tités plus petites que 'unité et croissantes, liées entre
elles par les reladons

2 e 2 e,
c,:mg cz:?—i—c‘.,'“
Soient
b=\Vi—c, b=y1—c,
on aura
L0
PR, S
20
2 2
(B) 1+b‘=—1:_-—;‘, l+b2=l+c‘-
30
D(e,)=(1+c¢)(14e¢)...(t+ci)D(c)
) ( VermuLsT, Fonctions elliptiques, p. 148.)
4°

(8)  D{b)=(1~48:)(1 - buos). .. (14 0,) D (bs).

2 2 2

() D)= :
) 1+ €y 14 Coa 1+c

D (b.).
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60
"D (b,)

{\) (I+C)(l+c.)...(l+c,._,,)=_2T(_(z_)_,
[D () représente la fonction elliptique compléte de pre-

ki3

: '
miére espéce —

» et ainsi des autres.)
Jo Vi—bisinty

Les égalités («) et (8) se vérifient sans difficulté.

(¢) ne différe de (y) qu’en ce que les modules ¢, c,,
Cay..., ont été remplacés par b,, b,_,,..., qui ont entre
eux les mémes relations.

(¢) est une conséquence immédiate de () et de (J).

Enfin en résolvant (y) par rapport au produit
(t+¢) (14 ¢;)...(1 =4 ¢,_y), on obtient la formule (2).

Passons maiutenant 4 la recherche de poo .

Posons
9 91 4n
—-_=FC — = Ciy . e =~ = Chuyr e
rp_ 0 p " ’
Nous aurons
=t =+ Gn— A
Pu = un_“{ b 911 == \/I)n—-l (/n-l 9

2

Zﬂ. —_ 2 “pn—-l Fn—
Pa  Prei+qn
ou

c,=

ayas .

)
U= Cpy

par conséquent tout ce qui a été dit précédemment est

. N . . q q. .
applicable a la suite de rapports » g et
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De plus on a
2pi=p+qg=p(1+e),
2P2=P1+q|=[’n(1 +C|)7

..........................

2Pn= Pu-l + qn—l =pn—l (l + cll-l )‘

Multipliant membre 4 membre et supprimant les facteurs
communs,

2"pp=p(t+4c)(t+¢)...(1+ €)s

2D (b,)

et comme (14 ¢) (14¢4)..(14 Cay) = )

— . D(b)
S TOX

pour n =o,¢, =1, b,=o,

D(bn)=§;
donc
P
PR=3D05)

remplacant b par sa valeur

2 “ I
Vi—e= 1——-:}—’ VP — ¢,

nous aurons pour valeur définitive

prw

mee

po=
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EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

(voir BoLLETIN, t. V, D. 4);

Par M. J.-Ca. DUPAIN.

tangx tang 2z + cotx — 2.

Je pose
y = tangx,
puis
z1
y et

12
et J'obtiens successivement
br—y—sr+i=o,
22— 15z + 358 = o;

il n’y a qu’une racine réelle : z =—10,4523.

y =— 0,78769,
x=-— 38°13' 37" £ 180°x.

25in* 3z 4 sin? 62 = 2.
Je pose
y=sindz,
et J'obtiens
2y —3y*+1=o.
‘ sindzr =1, x==30°= 1202,
. 1 =153 1202,
sindz =d=—=»
I moT V2 xz==t45°3120°7.

—
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cosnr +cos (n— 2) & = cosx.
Je vends le premier membre logarithmique

2¢€08(Z — 1) & COSL = COST;

cosz = o, x==360°"n,
I =+ 360°2+ 60"
cos(n—1)r ==, z="——-"T—.
2 ”—1

SOLUTION DE LA QUESTION 294

(voi‘r t. XU, p. 815);

Par M. FAURE.

Soient Py, P,,..., P,, n points matériels de mémes
masses; G, le centre de gravité de Py, P,; Gy le centre
de gravité de P, et de la masse P, + P, posée en G,; G,
le centre de gravité de P, et G;, et ainsi de suite, de
sorte que G, est le centre de gravité de P, etde G,_;. G,
est indépendant de la maniére dont on prend les masses.
Désignons par A, la distance de G,_, & P;; la quantité

-

2 . 3 n—1
(Az)"*' ':); (A3)2 -+ "4" (A;) +.. +'——n—— (An)’
est constante dans quelque ordre qu’on prenne les
masses. (StEINER.)

Lemme.— Soient A, B, C trois points cn ligne droite,
G un point quelconque; on a la relation

GA?. BC + CB*. AC = AB.AC.BC + GC2. AB.
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Si aux points A et B sont appliquées les masses respec-
tives «, B, et que G soit leur centre de gravité, I'égalité
précédente devient

— a-e 2 2
a.GAH—ﬁ.GB’_a_*_pAB + (a+B)GC2.

Démonstration. — Ceci admis, au lieu de supposer,
comme dans le théoréme de M. Steiner, que les points P
aient des masses égales, je suppose qu'ils ont des masses
inégales respectivement représentées par p(, Pasesrs Po
Soit alors

pi—+pa+t-.. -+Pk:~slr,

et G un point pris arbitrairement; joignant ce point a
tous les points P ainsi qu'aux points Gs, Gs,..., G,, les
triangles GP, Py, GG, Ps,..., GG,_; P, donnent

P GP? 4 p,GP? = ’_’{L P, P! +8S,GG?,
02

$,GG! + p, GP? = s’sﬁegpﬁ +8,GG?,
) ,

Sn—t Pn

Su—i GGp_y + pa 6P, =-"=L2G,_, P} 4-5,GG.
n

Si I'on vient & supposer que le point G coincide avec
G, centre de gravité de notre systéme de points, le terme
GG, est nul, de sorte qu'en ajoutant les égalités précé-
deutes, on trouve

S
PP P, P;+ 2 P3

il 2lg,pr 4.yl p,
$2 §3 e

=p G P} + .G, Pi 4. ..+ p, G, P>,

Le second membre est constant, le premier le sera aussi.

Si les masses sont égales, on a le résultat de M. Steiner.
Ce théoréme donne des corollaires intéressants que I'é-
quation indique d’elle-méme.



(64)

SOLUTION DE LA QUESTION 295

( voir t. XINI, p. 815);
Par M. FAURE.

Par un point P pris dans le plan d’une courbe algé-
brique M, on méne des normales a cette courbe qui la
rencontrent aux points Ay, A,,..., A,. On suppose que
la sorame des carrés de ces normales est égale a p*, quan-
tité constante. Le point P engendre une courbe M,; la
normale a cette courbe menée par le point P passe par le
centre des moyennes distances des points A, A,, etc.

Cherchons un point Q tel, que
QAT+ QA +...+ QAL = p,
le lieu du point Q est une courbe M, touchant la courbe

M, au point P. Il en sera de méme pour une relation
quelconque entre les normales.

Démonstration. — Des points Ay, A,,..., A, comme
centre avec des rayons quelconques je décris des cercles,
le lieu du point dont la somme des carrés des distances
aux centres de ces cercles est constante sera, comme ’on
sdit, un cercle M; qui a pour centre le centre des
moyennes distances des points A,, A,,..., A,. Soit P/ un
point infiniment voisin du point P sur la courbe M, les
normales menées de ce point a la courbe M seront aussi
normales & chacun de nos cercles ct passeront ainsi par
leur centre. Donc le point P’ est sur la courbe M,. La
droite PP’ étant tangente aux deux courbes M, et M,, la
normale en P a la premiére passera par le centre des
moyennes distances des points A,, A,,..., A,. Dans le cas
ot la courbe M, ne serait pas un cercle, c’est-a-dire si
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P’on établissait toute autre relation entre les normales,
cette courbe n’en serait pas moins tangente  la courbe
M, ; cela est évident d’aprés ce qui précéde.

DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE M. STEINER;

(voir page 16 ) ;

Par M. J. MENTION.

1v.

Tatorime. — Le point d'intersection des deux mé-
dianes, dans les quadrilatéres de bissectrices, est situé
sur les trois cercles de neuf points correspondants aux
triangles qu'on obtiendra, en prenant les points de ren-
contre de toutes les bissectrices partant des couples de
sommets opposés, respectivement.

Ainsi je dis que le cercle des neuf points relatif an
triangle PQH (fig. 1, p. 19) contient le point de con-
cours des médianes. En effet, il est clair que les trois
hauteurs de ce triangle passent par le point G, et que
les deux médianes rectangulaires aboutissent aux milieux
¢, 6 de GH et PQ, ces derniéres étant séparément diago-
nales de nos quadrilatéres GG'... HH'..., PQ.... Or le
cercle des neuf points a pour diamétre la droite ¢§; donc
le théoréme est démontré,

Corollaire. — Le cercle des neuf points passe évidem-
ment par les sommets A, C; la diagonale AC sera vue,
par conséquent,du point commun aux deux médianes sous
le mnéme angle que du milieu de GH, c’est-a-dire sous
un angle égal 4 dcux fois AHC, parce que A, C, G, H

Ann. de Mathémat., 2° série, t. 17, (Février 1862.) 5
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appartiennent 2 un méme cercle. Mais

A+C_B—D
T a

AHC =27 —D — 7 —

.

La diagonale BD sera vue du méme point sous un angle
égal 3 A —C, la diagonale EF sous un angle égal a
A + C. On reconnaitra bien aisément que, du point de
concours des cercles circonscrits aux triangles du quadri-
latére proposé, on voit les diagonales AC, BD, EF sous
les angles B— D, A—C, A+ C.

Ainsi nous avons entiérement prouvé le théoréme de
M. Steiner, et par des considérations sans doute trés-dif-
férentes de celles qui I'ont fait découvrir. Nous serions
curieux de savoir comment y a été conduit I'auteur, si
habile dans I'art d’initier aux beautés géoméiriques.

V.
Cas particuliers.

Je n’ai pu entreprendre de dessiner complétement la
figure, sujet de toules ces propriétés. Ce serait une vé-
ritable épure, et fort délicate. J’examinerai encore les
deux cas ou le quadrilatére est circonscriptible et in-
scriptible au cercle, pour lesquels des figures spéciales’
ne sont point indispensables.

I’ Cas. — Un des cercles de la premiére série devient
infiniment petit; il se confond avec un des triangles du
premier quadrilatére de bissectrices. Autrement, les
points de rencontre des bissectrices opposées du premier
systéme se réduisent & quatre, et le centre du cercle est
I'un des points-limites de la série orthogonale; autre
point-limite est la projection du centre sur la droite unis-
sant les points de rencontre externes.

II° Cas. — lL.cs bissectrices issues des sommets E, I
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forment un rectangle, et le secorid quadrilatére des bis-
sectrices est aussi un rectan‘gle, inscrit au méme cerele
que le quadrilatére donné; ce qu’on vérifierait-du rese
immédiatement. Donc ce cercle fait partie du second
groupe, et le cercle décrit sur GH ou EF comme diamétre
appartient au premier. Enfin le point'de concours des
deux lignes centrales est précisément au pied de la per-
pendiculaire abaissée du centre du cercle proposé sur
EF. Car ce centre se trouve sur les cercles des neuf
points répondant aux triangles PQH, P'Q’H’, lesquels
passent aussi respectivement par les sommets A, C; B, D:
d’ou I'on conclurait que leur corde commune est perpen-
diculaire sur la droite EF, et équidistante du centre et
de cette derniére, qui sera la ligne centrale du premier
groupe. ' S

De nos observations se dégagent les deux théorémes
suivants sur le quadrilatére inscrit :

1° Le point de concours des cercles circonscrits aux
triangles d’un quadrilatére inscrit au cercle est la pro-
jection du centre de celui-ci sur la troisidme diago-
nale.

2° Le cercle décrit sur la troisiéme diagonale comme

diamétre coupe & angle droit le cercle circonscrit au
quadrilatére.

SOLUTION DE LA QUESTION 611

(voir page 48);

Par M. HOUSEL,

Professeur.

Trouver n nombres entiers et positifs dont la somme
égale le produit.

5.
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Considérons d’abord le cas ot ces nombres sont tous
différents, et soit a le plus petit d’entre eux; les autres
sont @ 4y, @~ Ogyeeey @+ X, 4.

La condition énoncée s’exprime par I’équation

a(a -+ al)(a+a2)~-'(a+ an—l)z na 4+ & 4 & 4.0 i 2y
ou bien

a" a4 a" . AP A By e Ry
= na -+ 3,

et encore
a(r— o 2050 0.251)

=a*+ (a"—1) 3+ a5 4. ..+ a I
Le second membre est toujours positif, car a2 1, ce qui
fait que @"—1 n’est jamais négatif : donc le premier
membre doit étre aussi positif, c’est-a-dire que
> a2 .. Qe

Puisque tous ces nombres ay, as,..., &, sont différents
d’aprés la supposition que nous avons faite, et que le plus
grand d’entre eux, a,_;, est évidemment inférieur a n,
on aura
€=, @&==2y.4.5 OGpoy==R —I.
Mais I'inégalité

n>1.2.3... (r—2)(rn—1)

est généralement fausse, et 'on a méme

n< (n—2)(n—1),

car la quantité
(n—2)(r—1)—n=r—fn+2=n(n—4)+ 2

est toujours positive pour > 3 et entier. Ainsi la solu-
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tion est impossible 4 moins que l'on n’ait
n=23, @ =1, =2.
L’équation primitive devient alors
ala+1)(a+2)=3a+3=3(a+1),

d’ou l’o_n fire
(a—+1)(a*+2a—3) =o,

équation résolue pour a=1. En effet les nombres 1,
2, 3 vérifient 1'énoncé.
Pour n = 2, on aurait 1'équation

a(a+1)=2a+1

ou bien
a*—a —1=—=0,

qui n’a pas de racine entiére.

Donc enfin les nombres 1, 2, 3 fournissent la solution
unique.

Le cas ot I'on admet que deux ou plusieurs des nom-
bres peuvent étre égaux ne mérite pas de nous arréter,
car tous les nombres se décomposent suivant la condition
indiquée. La somme des facteurs d’'un nombre quel-
conque étant généralement inférieure a ce mombre, il
suffira d’ajouter a cette somme des unités en quantité
suffisante. Soit, par exemple, le nombre 10, on aura

5.2.1.1.1=5+4+2+1414+1=10.

Les nombres premiers eux-mémes se réduisent A cette
régle au moyen d'une identité telle que 7 =17, c’est-a-
dire en posant n=1.

Enfin nous observerons que cette régle fournit encore
I'exemple unique des nombres différents

3.2.1=34+241=6.
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e ——

COURBE DONT LA TANGENTE POLAIRE EST CONSTANTE;
Pare M. GIARD,

Sous-lieutenant du génie, Licencié és Sciences mathématiques.

E'qualion de la courbe. '

Soit k la valeur constante de la tangente; I'équation
différentielle de la courbe est
e=kcosV (*}
ou
I

>|o
.

On tire de la

dp»
A
P /R
?—I
Enfin
d
- {lw—PP -T—l
P

Prenons le signe + pour le radical, alors p croit quand o
croit; nous aurons

(1(.):{(—'?-8 l——-—— \/ __.j
” ( ]

(*) V angle du rayon vecteur et de la tangente prise dans le systéme
polaire. Twm.




et Lo
dp dp
e 7 ~ T
. P., f_ 2 _ P_ 2
)y - () —(§)
Or »

s’obtient en posant

el devient

nous aurons donc

V-
w 4+ C = areccos - — -] —1.
k p

En se reportant a I’équation différentielle
P q

% =cosV,
on voit que 1'équation finie de la courbe résulte de I'éli-
mination de V entre les deux équations

e
k
— (o + C) = tangV—V.

= COSV,

La constante C nous montre qu'une courbe située par
rapport a4 une droite quelconque passant par le péle
comme
P
L =cosV
(«) S k ’
( — o=tangV—V
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'est par rapport a I'axe polaire, répond a la question. Ce
qui était évident d’aprés la propriété exprimée par 1'é-
quation différentielle. ‘
Si nous avions pris le signe — pour le radical, nous

serions arrivés a
E

N

= — cosV=cos(r — V),

—eo=tang(x —V)— (r —V)
ou
w=tangV 4+ —YV,

courbe identique a («) située symétriquement par rap-
port a I’axe polaire. '

1l nous suffira donc de discuter

% = cosV,

— o =tangV—V.

Si T'on change p en —p, ® ne change pas. Donc la
courbe a le péle pour centre.

Pour construire la courbe, décrivons une circonfé-

rence_de rayon k. Si MOA=V,

p=O0P,
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TA — MA
=—

et

on voit que la courbe est asymptote au péle.

Le rayon vecteur diminuant toujours: 4 mesure que la
valeur absolue de » augmente et la courbe faisant avec le
rayon vecteur un angle qui part de o, croit constamment
et devient droit au péle.

Du reste, pour avoir cet angle en un point quelconque,
il suffit de résoudre I’équation transcendante

(— o) = tangV—V.

Point d’inflexion.

D’apreés la forme de la courbe, il doit y avoir un point
d’inflexion entre w = o0 et w = 2 Cherchons a 'obtenir.
Au point d’inflexion

d(V4w)
— == 0.
do

d(V+o) _d(V+o) dV

do dv de

comme
dV
—_—V— = (2—sé6c?V) —-
0=V — tangV = (2 — séc* V) -
En différentiant I’équation
w=V — tangV

par rapport 4 @, on a

dv ,
— — — 2
1= 7= (1 — séc? V),
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d’ou
av eV
dﬁ) = — CO! .
+ On a donc
(s¢e?V— 2)cot? V= o,
qui donne"
I
eV = V=
cotV=o, V=go°.

Interprétons ces résultats.
V = 45° nous donne un point d'inflexion pour
T
(—w)= x-—-Z = 0,212101:

o=— (124 13°)-

Quant & V= go°, cela nous donne un point d'in-
flexion au péle; et il y en aurait un en effet si la courbure
n’y était point infinie, car toute courbe qui a le pole pour
centre et qui y passe a en ce point un point d’inflexion.

Aire.
Aire décrite par le rayon vecteur :

dl—— -; A*cos*V.dw.

Or
dw = — tang?*VdV;
donc
dr= % Ksin'V.aV,
d’ou

A= C+-l4-k’(V—-sinVcosV).
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€ = o si I'on prend I'aire & partir de V=o.
Ainsi Pexpression générale de I'aire est

Y=o A2 (V—sinV cosV).

4

T™
Pour v= Srona

A= = 7wk

QoI =

Doublant, on aura pour ’aire totale

1 k\?
smhr— il
;T "(2>’

A . “ A ’
c’est I'aire du cercle dont le rayon est > Méme résultat

que pour la tractrice.

Rectification de la courbe.

. T
dS =—dow \/p’-i— (E&) )

do = — tang’V.dV,
p= kcosV,
dp de dV . cos?’V
— = e— t ————k V (— cot? =k .
o dv de ksinV(—cot'V)=4 =5

Donc

dS =~ tang*V.dV \A*cos? V (1 + cot* V)

in2
sin’ V v ;zlftangv.dv.

=k .
cosY a sinV

Done
S=C-+AlserV.
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C =0 si I'on compte & partir du point ot V=0, et
Ton a pour expression générale de I'arc de courbe

S = klsécV =Irl£-
P
Equation finie de la courbe.

L’équation finie de la courbe en prenant S pour va-
riable indépendante est donc

d’ou

Si I'on se reporte 4 I'égquation finie de la tractrice en S et
en y, on verra qu'elle est

>l

y=ke ".

On pourrait donner i la spirale que nous venons d’é-
tudier le nom de tractrice polaire.

Pour la construction de la courbe, les points a tan-
gente horizontale seront donnés par I'équation

V4+w=nnr;
el comme & = — (fangV—V) =V—tangV,
2V — tangV = rm,

n éant entier quelconque.
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Les points a tangente verticale par
T
V4 o= (2R +l) ;9
et, par suite,

ki3
2V —tang V= (27 +1) -

PROBLEME SUR UNE CONIQUE PASSANT PAR QUATRE
POINTS DONNES;

Par M. Vincenzo JANNI (oe Narres).

Construire la conique qui, passant par quatre points
qui, p
donnés, soit perpendiculaire & une droite donnée.
) perp
Soient
y—ax—h=o0, y—adzxz—»h=o,

les équations de deux cotés opposés du quadrilatére qui
a pour sommets les points donnés, et
y —aex—f=o0, y—azx—f =o,
celles des autres cotés. L’équation d’une conique quel-
conque qui passe par les quatre points sera de la forme
(r —ax—h)(y —a'x—¥)
+k(y —ex—B)(y ~d'z— f')=o.
Prenons la droite donnée pour axe des x, et concevons
P )
que l'origine soit le point inconnu ou la conique doit cou-

per la droite donnée; alors %, &/, 3, B seront des quan-
tités inconnues qui doivent satisfaire aux deux relations

hH - RBE =0, KK 4 k(B +B)=o,
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qui donnent v ,

114 _ Bg’
h+ R

B+ 8"

Cela posé, soient AC, BC deuxcdtés opposés du qua-
drilatére et AB la droite donnée; si nous recherchons la
courbe dont les ordonnées perpendiculaires 4 la droite

kR
h—+ R
bole qui passe par les points A, B, et O milieu de la per-
pendiculaire CP 2 AB, et qui a pour son asymptote la
droite MN perpendiculaire a4 AB, et pour laquelle on a
MH = HN : la courbe est donc déterminée.

De la méme maniére on construit I’hyperbole dont les
ordonnées perpendiculaires a la droite AB soient égales a
Bg’
B+ ¢
abaissées des points d’intersection de ces deux courbes
sur la droite AB sont chacun un cinquiéme point de la
conique cherchée. Puisque les deux hyperboles ont deux

asymptotes paralléles, on n’a que trois solutions.

AB soient égales a » on voit qu’elle est une hyper-

; et il est clair que les pieds des perpendiculaires

DEMONSTRATION DE QUELQUES THEOREMES DE M. STEINER;
Par M. Vincenzo JANNI.

Si deux coniques touchent les cotés d’'un quadrilatéve,
les huit points de contact se trouvent sur une autre co-
nique.

L’équation d’une conique qui touche les cotés d'un
quadrilatére est de la forme

m*E*— om(AC+ BD) + F*’=o

(SaLmon, Sections coniques, § 288.)
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dans laquelle A, C sont les équations de deux cotés op-
posés du quadrilatére, B, D celles des autres, E, F les
diagonales. Toutes ces quantités sont }iées par la relation

AC '—BD = EF.
On obtient les points de contact en mettant successive-

ment A=o0, B=o0, C=o0, D=0, de maniére qu’ils
sont déterminés par les équations

(A=o0, mE4+F=0), (C=o, mE+F:-_;o),v
(B=o, mE—F —o0), (D=o, mE—F=o0),

ot l'on voit que les droites qui joignent les points de
contact passent par l'intersection des diagonales et for-
ment de plus un faisceau harmonique. Une conique qui
passe par ces points de contact est donc de la forme

m*E*—2m (AC+4-BD)+ F? + k (m*E* — F*) = o.

De méme une conique qui passe par les points de contact
d’une autre conique qui touche les cdtés du méme qua-
drilatére aura pour équation

m'E}—2m' (AC+BD) + F' 4 ¥ (m"? E2—F?) —=o.

Or ces deux équations peuvent devenir identiques faisant

P wm — m
T w4+ m

et A=—4#,

et 'équation de la conique qui passe par les huit points
sera

mm’' E* — (m + m - +4 F?* = o.
! ( ") (AC BD)+F
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THEOREME SUR UN QUADRILATERE CIRCONSCRIT A UNE
PARABOLE ; '

Par M. Vixcenzo JANNI.

Si un quadrilatére est circonscrit a une parabole, le
produit des distances du foyer a deux sommets opposés
est égal au produit des deux autres.

L’équation de la tangente i la parabole est de la forme

. m
Zcosa -y sima 4 —— =0
¥ cosa .
(SaLmon, Sections coniques, § 224 ).

Si I'on cherche la distance du foyer au point d'intersec-
tion de deux tangentes, on a immédiatement

m

~ coszcosa’’

de cette expression on déduit intuitivement le théoréme
énoncé.

THEOREME SUR LES CERCLES OSCULATEURS A UNE ELLIPSE;
Par M. Vincenzo JANNI.

Par chaque point d'une ellipse passent toujours trois
cercles osculateurs a trois points de la courbe, et I'aire du
triangle qui a pour sommets ces points est constante.
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Soit x’, y' un point de ellipse
a’y? + k2 = a*h?,
la corde commune 4 Dellipse et au’cercle osculateur qui

passe par x', y' est
k2

— { o/ .
.7—.7'—;7@—1 )
éliminant y ou z, on a
fa'"—3arx —a*x=o0, fy*—3hy’ —hy=o.

Or si nous regardons fixe le point x, y, il y a trois
points x', y' dont les cercles osculateurs passent par x,y;
parce que x', ¥’ sont donnés par des équations du troi-
sitme degré qui ont les racines toujours réelles, elles
sont identiques a I'équation qui sert 4 partager un angle
donné en trois parties égales. Or en mettant

X
; = Cos 9,
on a

¥ .
— == SIno.
7 9
Donc les racines des deux équations ci-dessus seront
2’ = a cos !
famang 3 q),l

1

2" = a cos 3 (360° — o),
= acos% (360° +9);
r'=hcos % (250° + 9),

y'= bcos%(go" —9)s

y"=h cos% (450° — 9).

Ann. de Mathdmar , 2® série, . 167, { Mars 186:.) 6
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Substituant ces valeurs dans la formule

1
17 7 =

parce qu’on a

x + 1‘”+1‘”’:0, _7’+)’”+_7m= 04

on obtient la surface du triangle = 3 ah V3.

4

THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DE RAYONS RECTILIGNES

( voir page 31);

Par M. E.-E. KUMMER.

CRELLE, t. LVII.

Traovir rar M. E. DEWULF,

Capitaine du Génie.

§ VII. — Adngles de déviation des rayons infiniment
voisins.

Supposons que I'on donne deux droites dans I'espace,
que de deux points de la seconde on abaisse des perpen-
diculaires sur la premiére. Soient a et b les pieds de ces
perpendiculaires. Nommons angle de déviation des deux
droites pour le segment ab I'angle que ces perpendicu-
laires forment entre elles. Cet angle devient égal & deux
angles droits quand les points a et b s’éloignent a I'infini
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sur la droite, I'un dans un sens, L'autre en sens contraire.
Pour tout segment fini, I'angle de déviation est moindre
que deux droits. Si les deux droites sont situées dans un
méme plan, 'angle de déviation est nul ou égal & 27 quel
que soit le segment. Il est nul si le segment contient le
point d’intersection des deux rayons, il est égal 2 27 dans
le cas contraire. Soient a, b, ¢ trois points de la pre-
miére droite, 'angle de déviation du segment bc est égal
a la différence des angles de déviation des segments ac et
ab. Ainsi I'angle de déviation d’un segment quelconque
donné est déterminé par les angles de déviation de deux
scgments comptés & partir d'un point donné.

Pour étudier les déviations des rayons d’un systéme in-
finiment voisin d’un rayon donné, nous compterons
toutes les déviations a partir de Vorigine de ce rayon,
point dont I'abscisse est nulle.

Soit dg la longueur de la perpendiculaire abaissée
d’un point appartenant a un rayon infiniment voisin
d'un rayon donué; soit R 'abscisse du pied de cette
perpendiculaire; soit o I'angle que forme dg avec une
perpendiculaire au premier plan principal. De plus,
soient dg, et a, les valeurs de dg et 2 pour l'origine du
rayon donné. D’aprés 'équation (4) (§ VI), on a les
équations

§ dq cos«:—ﬂz du — %, do,

(1) .
( dg sina = +- ,ﬂ, du -+ jﬁ, dp,

aprés avoir posé

A e+l +R(E+TFt) o e+ ft,+ R(E+F1,)
- v, T v, ’

iH':f+gt+R(»T;+§’t,) 1 __f—f—gt,-;—R(f—o—gt,)
\Z o v, )

6.
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En conséquence, pour R = o, on a

e+1{'¢, f+gt

(a) ‘ dq, cosuy —= — v du— Y, dv,
2 ‘
| dg, sin = = + """V':”: du — H;lg“ do

et aussi

‘ dqcosa—dqocusaoz—R(C;;:jt?) (lu—R(g;:gtz)do,
3 .
( )}\ dg sina—dq,sinao=+R(63—§t') du+R(§:gl') dv.

' 1

De ces deux équations, on tire

2

\ du— __dgsina — dg,sina, d(] cosz — dq, cos a,
RV, RV,
? o (dg sina — dg,sina,) ¢, __(dg cosa — dqg, cosao)t.,_
= RV, RV,

Si I'on a égard aux équations (2) ainsi qu’aux relations
e+ (f4+f') 6,4+ gt} =—r V],
e+ (f+f') e 4 gt =—nV;,
+i (F+£) (6, + &) + gt ty=0,

V.V.=A(t,—t3),

on obtient

/ nd(]o CoSay = 1,(dq cosax da_.,cos«)
f 2Af,) ( q Sillv — dg,sina )
-+ d o
) do 0

(5) e f

24

Rdgq,sine, = — < ) (dgq cosa — dg, cosa,)

\ — r,(dq sine — dg,sina, ),
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ct puisque, d’aprés I'équation (15) (§ IV),

<f—-f/>z=d,__ 8 = p, ps — I\ Ty

24

on obtient pour dg cosa et dgsina les expressions sui-
vantes

/ d? — §? .
dgcosa= kl— Eﬂ) dq, cosa, — BW/—PP———- dg,sina,,
P1 P2 i P2
(6) —_
2 R .
dg sina= !{_\_/_d__&_ dq, cosa, + <1——£) dg, sina.
\ P P2 P1P3

Ces deux égalités montrent comment pour chaque
point d’un rayon la perpendiculaire dg et 'angle corres-
pondant « se déterminent au moyen du segment compté a
partir de 'origine du rayon jusqu’au point considéré. En
divisant ces deux égalités membre & membre, on obtient
R yd? — §?cosa, + (pi p» — Rry)sina,
(prps— R 7)) cosa, — Ryd*— &?sina,

L’angle de déviation d’un rayon donné avec un rayon
infiniment voisin en un point dont I'abscisse est R, est

égal & @ — «y, comme nous 1'avons dit plus haut. Dési-
gnons cet angle par f3 :

(7) tanga=

p=a—a, et a=f—+ a,.

L’équation (7) donne donc

(8) tangf = R (V@' =8 —dsin2q,)

pips— R (7, cos* 2y + r; sin? a,)

La tangente de I'angle de déviation est donc nulle

quand R = o. Elle est aussi nulle, et par suite 8 = o ou
B=am,si

(9) Vd' =& = dsin2a,
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ou bien si
sin 2., = €0s7,
ou encore si

c'est-a-dire

®, et w, élant les angles que forment les plans focaux
avec le premier plan principal. Ainsi, pour les deux
rayons infiniment voisins situés dans les plans focaux,
I'angle de déviation est toujours nul ou égal & deux
droits. Cela résulte d’ailleurs de ce que chacun de ces
rayons se trouve dans un méme plan avec le premier
rayon.

Dans les systémes de rayons a surfaces focales imagi-
naires, qui n’ont pas par suite de plans focaux, I'angle de
déviation n’est jamais nul, et par suite 1a déviation ne
peut changer de signe.

Si deux rayons infiniment voisins d’un pareil systéme
sont tels, que la déviation de I'un autour de I'autre se
fait toujours de gauche a droite, deux rayons infiniment
voisins quelconques sont nécessairement dans le méme
cas. Les systémes a surfaces focales imaginaires peuvent
donc se diviser en deux classes : les systémes ou les dé-
viations d’un rayon autour d’un rayon infiniment voisin
se font de gauche a droite, ct ceux ou elles se font de
droite a gauche. Du reste, 3 tout systéme de rayons a
surfaces focales réelles on imaginaires en correspond un
autre, symétrique ou équivalent, en ce sens qu'il ne dif-
fére du premier que par le sens des déviations des rayons
les uns autour des autres. Cette différence est exprimée
analytiquement par la différence des signes des racines de
I'équation quadratique.
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Supposons les foyers d’'un rayon réels, examinons les
angles de déviation que I'on obtient en passant de I'ori-
gine aux foyers. Soient f3, et J3, ces angles, Pour (3,, nous
aurons R = p,, et pour s, R = p,. Au moyen des équa-
tions (14) (§ IV), d’ou il résulte que

r, cos’a,—+rysin*ay =m — d cos2a,,

on trouve

yd? — 8 — dsin2q,

d+ dcos2a

yd?* — §* — dsin2a,

— 04 dcos2a,

tangB, =

(10)

( tangB, =

A l'aide des équations (18) (§IV) qui donnent les an-
gles w, et w, des plans focaux avec un plan principal,
nous trouverons

sin 2, — sin 2.,

tangB, = ———— ' — tang(», — a
& COS 20, — OS2 8 (v o)

(11) . .
sin 20, — sin2a,

tangf, = = tang (s — ay ).

€082 0, — COS2a,

Donc
(12) Br=—o—ax, Pf=w—a.

Donc les angles de déviation des segments compris
entre les foyers d’un rayon ont la méme valeur quel que
soit le rayon infiniment voisin du premier que U'on con-
sidére. La valeur de ces angles n’est autre que celle de
Uinclinaison des plans focaux du rayon considéré.

Si I'on se donne la valeur de 'angle de déviation 3, on

£ . ) . ’
peut déterminer I'abscisse R pour laquelle I'angle de
déviation d’un rayon donné et d’un rayon infiniment voi-
sin a cette valeur. L’équation (8) donne cette yaleur
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de R

= pip2sinf
(14)R= — — . :
(rc08? 2, +7;5in? 2,) sin B+ y P —82 cos B— dsin 2,08 B

En mettant pour 7, et r, leurs valeurs m — d et m + d,
nous obtenons 'expression plus simple

(15) R= pupasinf
m sin B 4~ y/d* — 8 cosp —dsin(2a,+ §)

Supposons que R soit fonction de « seulement, (3 étant
une constante donnée, R sera maximum quand on aura

sin (20, + B)=+1 ou aozin—é@;

R sera minimum quand on aura

sin (20, + ) =—1, an:.?f,,_.;_ 8.

4

Désignons le maximum de R par R, et son minimum
par R,, nous aurons

‘ R, — pi p2 Sin 8 ,
(16) msin @ 4+ \/d’—-—é’cos{i-—-d
R, = Plpgirﬁ .

msinf + \/(I’— 62 cosB +d

Nous tirons de la

1 [1—sin (22,4 )] d

1
R —_I_{_.-— pip2sinf
_zsin’ (ao—{—l;ﬁ—-in) d
(r7) { P sing
1 1 [1+sin(2a+B)]d .
R. R pip:sinp
~2(-os"(a.,+-;ﬁ—-%ﬂ>d

—_ b

i pipasin
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puis
cos? (a" +~% 8 —i—) ®  sin? (ao—)—% B —%n)

l —
(18) g= R, = K,

Supposons que I'on veuille prendre sur tous les rayons
infiniment voisins d’un rayon donné des segments tels,
que I'angle de déviation correspondant soit constant. La
formule (18) nous donne ces segments pour un rayon
quelconque infiniment voisin en fonction du plus grand
et du plus petit d’entre ces segments et & 'angle que fait
la direction de V'origine de ce rayon avec la direction de
Porigine du rayon sur lequel se trouve le plus grand
segment. Cette formule est tout a fait analogue a la for-
mule d’Euler qui donne le rayon de courbure d’une sec-
tion normale en fonction des rayons de courbure princi-
paux et de 'angle que fait la section normale avec une
des sections principales. La formule d’Euler n’est, du
reste, qu'un cas particulier de la formule (18) comme
nous le verrons plus loin.

Dans le cas ou I'angle constant de déviation est égal a
un droit, on a

cos’z, _ sin’g,
= + .

I
(19) R™ R, R,

La propriéte exprimée par cette formule a été trouvée
pour la premiére fois par Hamilton dans le supplément
dont il a été question, mais par des considérations diffé-
rentes de celles que nous avons employées. Hamilton n’a
point considéré les angles de déviation si utiles dans 1'é-
tude des systémes de rayons.
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§ VUI. — Des pinceaux infiniment petits et des rayons

principauz.
Dans les deux équations (6) (§ VII)
dr— &
dg cosa = (1 — R—:'-) dg, cosx, — RVE—F dq, sina,,
P1 P2 Prpa

) RVd -

P1 P2

dq sineg = dg, cosa, + <l—- -l}—f-') dq, sina,,

PiP2

on peat considérer dg et « comme les coordonnées po-
laires de la circonférence de la section d’un pinceau infi-
niment mince. L’abscisse de la section est R, dg, et o,
sont les coordonnées polaires de la courbe qui donne la
section passant par l'origine du rayon. Ces équations
peuvent servir, non pas a comparer les aires des sections
d’un pincean (ce qui a déja éié fait), mais a faire voir
comment la forme d’une section quelconque dépend de
celle de I'une d’entre elles. Si des coordonnées polaires de
deux sections on passe aux coordonnées rectangulaires,
en choisissant des axes dans les plans principaux du
rayon auxquels tous les autres rayons du faisceau sont
infiniment voisins, on a

dgcosea—=ux, dgsina=y,
(2) % dgecoso, == %, dgasing, =y,
x et y sont les coordonnées infiniment petites des points
de la circonférence de la section.

Les équations (1) donnent

sﬁ__( Rr‘>mn_R\/m .

e ¢ e
i P2 12
(3 ; - R
2 __ &2 -
[,_RV&—& ( A
. 0y 02 P P2,
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ou
(p—R)(p:—R) 2, =(pps —Rr)z + RV — &y,

@ (pp—R)(pa—R)yo=—RYyd* — 'z~ (p.pa—Rr)y.

Ainsi les circonférences-des sections d’un pinceau infi-
niment petit sont des courbes du méme degré, et elles
sont dans le rapport de collinéation exprlmé par les équa-
tions précédentes.

Les sections d’un pinceau passant par les foyers méri-
tent un examen particulier. Pour ces sections, la mesure
de la densité est infiniment grande, leur aire est donc un
infiniment petit d'un ondre supérieur. Sil'on pose

R=p ou R=p,

les équations (4) sont identiques ainsi que les équa-
tions {3) et elles donnent

( Jd=3%
r= d+€x pour R=p,

d+39
Y=\ g3+ pour R=p,.

Ce sont les équations de deux lignes droites infiniment
petites, puisque les coordonnées x et y ont des valeurs
infiniment petites.

Donc les sections d’un pinceau infiniment petit qui
passent par les deux foyers sont deux droites infiniment
petites.

Cela veut dire que I'une des dimensions, qui dans les
sections ordinaires sont des infiniment petits du premier
ordre, devient un infiniment petit d’un ordre supérieur.
Il résulte aussi de ceci que la surface qui Limite un pin-
ceau infiniment petit & foyers réels peut étre engendrée
par une droite qui sappuicrait constamment sur une

(5)
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courbe infiniment petitc et sur deux droites perpendicu-
laires & un rayon passant dans Uintérieur de la petite
courbe et perpendiculaire au plan de cetie courbe.

Pour déterminer les directions et les longueurs des
sections passant par les foyers, il est bon de repasser aux
coordonnées polaires dg, a, dg,, et a,. Dans les équa-
tions (1) posons

R=r,
et remarquons que
pr—ri=d+8, p—r=—d+3d,
nous obtenons pour la section qui passe par le premier
foyer
(6) p2dq cosa = (d + 0) dg,cosu,— \d? — &’ dg, sina,,
p:dg sine = \/d* + 0 dg, cosa,— (d — &) da, sina,.

Introduisons dans ces formules I'angle », du premier
plan focal avec le premier plan principal, nous aurons,

équation (18) (§IV),

sine;, — d—S, cow.:\/ +8;
2d 2d
donc
p2dg cosa == 2.d cosw, cos (a, + ) dq,,
17) ; padg sine = 2d cosw, €os (@ + o, ) dq,,
d’ou
(8) tanga = tangw, OuU a =,

a est constant; donc la section dont les coordonnées sont
dqg ct a est une portion de ligne droite passant par le
pole. L’équation « = o, donne aussi la direction de
cette droite.

Pour R = p,, ou pour la section passant par le second
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foyer, on obtient d’une maniére analogue

pidg cosa = 2d c08%, oS (g + ;) dqo,

(9)

(r0) tanga — tangw,; OU & == ;.

p. dg sina = 2d sine, €os (2, + ©,) dq,,

On a donc le théoréme suivant :

Les deux droites infiniment petites qui forment les
sections focales d’un pinceau infiniment petit sont situées
dans ses plans focaur.

Pour la section passant par le premier foyer, c’est-a-
dire pour & = ®,, on a, d’aprés I’équation (7),

2d
(11) dq=P—dqocos(ao+m,).
2

Si, comme nous I'avons supposé, la circonférence de
la section du pinceau qui passe par son origine est déter-
minée et donnée, dg, est déterminé et fonction de «,, et
par 'équation (11) dg est déterminé et fonction de «,.
Comme d’ailleurs la courbe dont dg est le rayon vec-
teur est une droite passant par le pole, la longueur de
dq est égale a la différence des deux valeurs extrémes que
peut prendre dg considéré comme fonction de a,, ou
plutdt, I'une de ces valeurs étant négative et I'autre posi-
_tive, la longueur de dg est égale a la somme des valeurs
absolues de son maximum et de son minimum. On ob-
tient de la méme maniére la longueur de la section qui
passe par le second foyer au moyen de I’équation

(12) dq:ﬂdqocos(:zo+w,).
Pt

Dans le cas le plus simple ou la section du pinceau
serait un cercle infiniment petit, dg, est constant, et les
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valeurs extrémes de dg poar la section qui passe par le
premicr foyer s’obtiennent en posant

G+ w, =0, K+ =%

et sont égales &
2d 2d
—dq et — —dg,.
o w4

d
La somme de leurs valeurs absolues est donc é— dg,. La
2

longueur de la section passant par le second foyer est
4—;{—1 dq,. Ces deux longueurs sont proportionnelles 4 la dis-
1 .
tance des deux sections & la section circulaire qui passe
par l'origine. Si 'on cherche dans quel cas la longueur de
la section qui passe par I'un des foyers est nulle, on trouve,
d’aprés les équations (11) et (12), que ce cas sc présente
quand d= o et seulement quand d =o. La condition
d = o entraine d = o, puisque J n’est jamais plus grand
que d; il faut donc que 'on ait

rI=Ur, o et py == py,

c'est-a-dire que pour ce pincean, il faut que les points
limites et les foyers viennent se confondre avec le centre.
Nommons, d’aprés Hamilton, rayons principaux les
rayons tels, que tous leurs rayons infiniment voisins
passent par un de leurs points. Ces rayons principaux ne
peuvent exister que quand les deux surfaces des points
limites et avec elles les deux surfaces focales ont des
points communs. Dans ce cas, il existe toujours des
rayons principaux, que les points communs soient des
points de contact, des points d’intersection ou des points
situés sur des courbes d’intersection.

Les plans principaux des rayons principaux sont indé-
terminés. .
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Dans le sysiéme tout particulier ot tous les rayons
passent par un méme point, tous les rayons sont des
rayons principaux. Il est aisé de voir que ce systéme est
le seul pour lequel ce cas se présente. 1 existe uue infi-
nité de systémes qui ont des séries continues de rayons
principaux ; ces séries forment des surfaces. Tel est, par
exemple, le systéme des tangentes communes a deux sur-
faces du second degré confocales; toutes les tangentes a la
courbe d'intersection des deux surfaces sont des rayons
principaux. Il existe une infinité de systémes qui possé-
dent des rayons principaux isolés.

Les rayons principaux ne se présentent pas en général
dans le systéme le plus général, parce que les valeurs de u
ct de v qui correspondent & un rayon principal sont liées
par trois équations.

Puisque les plans principaux d’un rayon principal sont
indéterminés, 1'équation quadratique (4) (§ II) doit s’é-
vanouir; il faut donc que Von ait

I

géf—;(f—!—f’)g’:o,
(13) . eG —gl=o,

1 .

(;(f—-&— f')&—ef=o.

Ces trois équations se réduisent en général 4 deux. Ex-
cepté le cas ou = 0, 'une d’elles est une conséquence
des deux autres. Mais il y a une troisitme équation ré-

sultant de ce que le rayon doit avoir un foyer réel; il
faut que ¢ = o, ce qui donne

(14) f1.

Supposons maintenant que pour un rayon les deux
foyers coincident avec le centre, les points limites ne
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coincidant pas avec le centre. Le pinceau infiniment pe-
tit correspondant n'a qu’une section rectiligne; elle
passe par le centre, renferme en méme temps les deux
foyers et se trouve dans le plan avec lequel coincident,
dans ce cas, les deux plans focaux. D’aprés 1'équation

siny = 7
y est nul en méme temps que ¢ ou I'angle des sections
rectilignes est nul en méme temps que la distance des
foyers. La condition pour que les deux foyers coincident
ne donne qu'une équation entre u et v. Il en résulte que
les systémes de rayons ont des suites continues de rayons
jouissant de cette propriété et formant des surfaces ré-
glées, que par suite les surfaces focales se coupent, en
général, suivant des courbes déterminées, puisque toutes
les tangentes a ces courbes sont des rayons jouissant de
cette propriété que leurs deux foyers coincident avec lc
centre. Il existe ainsi toute une famille de systémes de
rayons pour lesquels tous les rayons jouissent de cette pro-
priété, parce que leurs surfaces focales coincident et ne
forment qu’une seule surface.

§ IX. — Comparaison de la théorie générale des sys-
témes de rayons avec la théorie particuliere de la
courbure des surfaces et des systémes de normalcs
aux surfaces.

Les systémes de rayons dont nous venons d’exposer la -
théorie générale, renferment, comme cas particulier, les
systémes dont tous les rayons sont normaux i une méme
surface. Pour ce systéme, les expressions que nous avons
désignées par f et ' et qui sontformées par la combinai-
son des quotients différentiels partiels de x, y, z, &, 0, ¢,
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sont égales I'une & I'autre. Si 'on donne une surface i
laquelle tout rayon du systéme doit étre normal, si 'on
désigne par &/, y’, 2, les coordonnées du point de cette
surface ou lé rayon x, y, z, £, n, {, doit étre normal et
par r la distance du point &', y’, 2" & l'origine x, y, z, du
rayon, on aura

(1) =z+rk y' =y-+ra =g+ rg,
et puisque lerayon est normal a la surface on a aussi
(2) Edzr' +-ndy’ +tds =—o.

Remplagons 2/, y’, 2’ par leurs valeurs dans cette relation,
nous trouverons

Edx + ndy + tdz 4 dr(E -+ n*+ £2)

3
) ~+r(EdE+ ndn +tdt) =o,

et par suite

(4) Edzx + ndy 4 tdz = — dr

ou

(8) (Ea—4nb-Le)du+ (Ea' +nb + e )do = — dr.

Le premier membre de cette équation doit donc étre une
différentielle compléte d’une fonction — r de deux va-
riables indépendantes u et v. Il faut donc que

(6) d(§a4-nb+tc) d(Ea 4-nd +¢c')

dv du

et puisque I'on a
da _dd db _db dc do
dv ™ du ’ dv ~ du
on a aussi _
aa’ 4+ bY 4+ cc'=a'a+ b'bscc

Amn. de Mathémat , 2° série, 1. 1¢F. (Mars 1862.) bi
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ou SRUEN .
f=f.

Cette équation doit étre identique pour que le sysiéme
de rayons soit un systéme de normales i une surface. Si
cette condition est satisfaite, il en résulte que I'on peut
déterminer r en’ fonction de u et de v au moyen de I'équa-
tion (4). Pour une telle valeur der, les équations (1)
représentent une surface a laquelle les rayons du systéme
sont normaux. Comme dans I'intégrale de I'équation (4)
il entre une constante arbitraire, on a non-seulement
une surface qui satisfait a la question, mais on a une série
de surfaces connues sous le nom de surfaces paralléles.

Pour f = f'I'équation quadratique (5) (§1V), dont les
racines sont 7, et 7, est la méme que I’équation quadré-
tique (4) (§II) dont les racines sont ¢, et £;. L’'équation
(9) (§1I), dont les racines sont p; et p,, devient aussi la
méme que P'équation (16) (§ II), dont les racines sont r,
et ry. Il résulte de la que

Dans les systémes dont tous les rayons sont normaux
& une surface, les deux plans focaux de chaque rayon
coincident avec ses deux plans principaux, et ses deux
foyers coincident avec ses points limites des plus courtes
distances.

Considérons une des surfaces auxquelles tous les
rayons du systéme sont normaux comme la surface d’'on
ces rayons sontissus. Les abscisses p, et p, des foyers, o,
ce qui revient au méme, les abscisses r, et r, des points
limites, deviennent les rayons de courbure principaux de
la surface. Les surfaces focales qui coiucident avec celles
des plus courtes distances ne sont autres que les surfaces
étudiées par Monge, sur lesquelles se trouvent tous les
centres de courbure de la surface. La théorie de la cour-
bure des surfaces peut donc étre considérée comme un
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cas particulier de la théarie générale des systémes de
rayons. Il n’est pas sans intérét d’examiner quelle est la
relation qui existe entre les théorémes généraux que nous
avons démontrés et les théorémes connus de la courbure
des surfaces. /

En examinant si la théorie générale des systémes de
rayons ne nous donne pas quelques théorémes nouveaux
pour la théorie de la courbure des surfaces et celle des
normales, nous n’avons rien trouvé de bien remarquable,
comme on pouvaits'y attendre. On pourrait citer cepen-
dant le théoréme auquel donne lieu I'équation

r = r,cos*w -+ r,sin’e.

Il exprime une propriété générale des normales a une sur-
face et pourrait, par conséquent, entrer dans la théorie
particuliére de ces normales. La propriété exposée
(§ VIII) sur les pinceaux infiniment petits donne aussi
un théoréme sur les normales aux surfaces qui n’est pas
encore connu, je crois. On peut I’énoncer ainsi :

En un point d'une surface, les deux plans normaux
principaux sont coupés par toutes les normales aux
pointsinfiniment voisins de lasurface du point donné, de
telle maniére que les distances des points d'intersection
au point donné sont, pour lun des plans normaux,
égales au plus grand rayon de courbure et pour Uautre
au plus petit rayon de courbure.

Si l'on parcourt tous les théorémes donnés dans la
théorie de la courbure des surfaces et dans celle des
normales, on trouve toujours des théorémes corres-
pondants dans la théorie générale des systémes de rayons.

Considérons les deux sections normales principales en
un point donué d’une surface, elles donnent le plus grand
et le plus petit rayon de courbure. Dans la théorie géné-
rale, nous avons d’un coté les plans principaux et de

7.
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Vautre les plans focaux. Les propriétés des normales aux
surfaces se divisent dans la théorie générale : une partie
des propriétés correspondantes se rapporte aux plans
principaux et une autre aux plans focaux. Les plans prin-
cipaux jouissent de ces propriétés : Ils sont toujours réels
et perpendiculaires entre eux; les plans focaux renfer-
ment les deux rayons infiniment voisins du rayon donné
qui le coupent. Aux centres de courbure principaux
des surfaces correspondent les points limites des plus
courtes distances et les foyers, et par suite aux surfaces qui
renferment ces centres de courbure correspondent les sur-
faces des points limites et les surfaces focales. Les surfaces
des points limites jouissent de cette propriété qu’elles limi-
tent dans I'espace une région ou se trouvent toutes les plus
courtesdistances de deux rayons infiniment voisins, et les
surfaces focales jouissent de cette autre propriété que tous
les rayons du systéme leur sont tangents. Les deux belles
propriétés des surfaces des centres de courbure trouvées par
Monge, savoir: 1° que leurs contours apparents se coupent
4 angle droit quel que soit le point de I'espace ou I’on place
le point de vue, 2° que les arétes de rebroussement des
surfaces développables formées par les normales sont des
lignes géodésiques surles surfaces des centres de courbure,
sontdes propriétés spéciales aux systémesde normales a une
surface. Elles n’appartiennent ni aux surfaces des points
limites, ni aux surfaces focales des systémes généraux.
Les deux systémes de lignes de courbure des surfaces
considérées comme les lieux géométriques des points des
surfaces dont les normales forment des surfaces dévelop-
pables, correspondent dans le systéme le plus général aux
deux séries de surfaces développables £, et , (§ V). D’un
autre c6té, on peut regarder les surfaces réglées O, et O,
comme correspondant aussi aux lignes de courbure, car
clles aussi coupent la surface suivant des lignes de cour-
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bure dans le cas ou tous les rayons du systéme sont nor-
naux a cette surface.

Les ombilics des surfaces, pour lesquels les dcux rayons
de courbure principaux sont égaux, de sorte que toutes
les normales infiniment voisines passent par le méme
point et que la direction des plans normaux principaux
devient indéterminée, correspondent aux rayons princi-
paux qui sont tels, que touis leurs rayons infiniment voi-
sins les coupent en un méme point et dont les plans prin-
cipaux aussi bien que les plans focaux ont une direction
indéterminée.

Le théoréme d’Euler qui montre comment le rayon de
courbure d'une section normale est déterminé par I'angle
de cette section avec 'une des sections principales et les
deux rayons de courbure principaux, se trouve comme cas
particulier dans la formule (18) (§ VII). Cette formule
devient la formule d’Euler sion y fait

=~ = ry=—
=2, o= S — 0.
2 fo = pa

La méthode générale exposée (§ VII) détermine aussi le
rayon de courbure d’une maniére nouvelle qui n’est pas
dénuée d’intérét. Elle montre que I’angle de déviation du
rayon de courbure d’une section normale en point donné
avec une normale issue d'un point de la surface situé dans
le plan de la section et infiniment voisin du point donné
est toujours égal a un droit, c’est-a-dire que :

Sipar deux points infiniment voisins d’une surface on
meéne les deux normales et que sur ces normales on
prenue les deux longueurs pour lesquelles angle de dé-
viation est égal a un droit, ces longueurs représentent
les rayons de courbure aux deux points infiniment voi-
sins pour la section normale qui passe par ces points.

La mesure dela courbure donnée par Gauss se retrouve

«
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dans la théorie générale dans la mesure de la densité. Son
expression, qui est la remproque du produu des deux
rayons de courbure principaux, se trouve dans I’ expres-
sion (§ VI) dela mesure de la densité qui est la réciproque
du produit de la distance des deux foyers au point consi-
déré. Pour les systémes de rayons normaux 4 une surface
et par suite normaux a toutes les surfaces paralléles, la
mesure de la densité est identique avec celle de la cour-
bure, parce qu’en chaque point de 'espacela mesure de la
densité des rayons est égale a la mesure de la courbure de
la surface paralléle qui passe en ce point.

On voit que les considérations introduites par Gauss
dans la science possédent cc degré de généralité qui leur

permet de s'étendre bien au dela du but qu’on leur avait
d’abord fixé. (Fin.)

SUR QUATRE PRODUITS D’ENTIERS CONSECUTIFS;
Par M. A.-D. GUIBERT.

Le produit de 8, de g, de 10, de 11 entiers consécutifs
n’est jamais un carré.

Quand il s'agit de 8 entiers consécutifs seulement, la
proposition est déja-établie (*); mais la démonstration
actuelle s’applique en méme temps & ce cas et aux trois
autres.

Soit n(n +1)(n+2)... le produit proposé dont
le dernier facteur est n + 7, n+8, n+9, n -+ 10,
suivant que le nombre des entiers consécutifs est 8, 9,
10, 11. '

(*) Voir le t. XIX des Nouvelles Annalcs, p. 213,
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Pour abréger, nous nommerons 7, n 4 1, n + 2, elc.,
les facteurs en n de leur produit.

Nous admettons que le produit proposé, qui sera, i
volonté, 'un quelconque des quatre désignés dans
I’énoncé, soit un carré, et nous nous proposons.de faire
ressortir 'absurdité d’une telle hypothése.

Quelques observations préalables sont nécessaires.

Les différences entre les facteurs en n prouvent que tout
diviseur premier commun a deux quelconques d’entre
eux est nécessairement I'un des nombres 2, 3, 5, 7.

Par conséquent, le produit proposé étant un carré, si
un facteur en 7 est premier avec 2 >< 3 ><5 >< 7, il doit
étre un carré.

Si un facteur en n n’est divisible que par un seul des
nombres 2, 3, 5, 7, il est le produit d’'une certaine puis-
sance de ce nombre par un carré, ou, ce qui revient
au méme, euégard a 'exposant de cette puissance, il est
un carré ou le produit d'un carré, par ce nombre pris
parmi 2, 3,5, 7.

Autre remarque : Il est impossible que le produit pro-
posé soit un carré, lorsque deux facteurs en n sont des
carrés. Cela est vrai quels que soient les rangs de ces fac-
teurs; mais, pour notre démonstration, il suffit qu'ils
appartiennent aux huit premiers. Leur différence est alors
comprise entre 1 et 8. '

Or la différence de deux carrés n’est jamais ni 2, ni 4,
ui 6. Si elle est égale a 3, les facteurs en 12 sont 1 et 4;
le produit proposé, dont le premier facteur est 1, n’est
manifestement pas un carré; si elle est égale a 5, les fac-

teurs correspondants sont 4 et g, et le produit proposé -

dont le premier facteur est alors 'un des entiers 2, 3, 4
n’est pas non plus un carré.

Cela posé, nous allons examiner tous les cas qui peu-
vent se présenter.
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I* Cas. n est premier avee 2 X 3 <5< 9.

Le nombre n n’ayant aucun diviseur commun avec les
entiers qui le suivent, doit étre un carré. Il sera de la
forme 3g -+ 1, de V'une des formes 54+ 1, 5h+ 4 et
de I'une des formes 7k + 1, 7k + 2, 7k + 4.

Montrons qu’un autre des huit premiers entiers serait
un carré.

Lorsque n = 5k + 1, n + 6 est premier avec 5; il est
d’ailleurs premier avec 2 X< 3; s'il est premier avee 7, il
scrait un carré; s’il est divisible par 7, aucun autre fac-
teur en n nest divisible par 7, il devrait donc étre encore
un carré.

Lorsque n =5Ah+ 4, n+4=5h+8; et comme
pour n =gk+1, 7k+2, 7k + 4, on a

n+4=n1k+5 2k+6,7k+8,

il en résulte que n + 7, premier avec 2 >< 3, est aussi
premier avec 5 >< 7 ; ce facteur en r serait doncun carré.

II* Cas. n divisible par un seul des nombres 3, 3,
5,7.

1° n divisible par 2 et premier avec 3>< 5 X 7.

n estun carré ou double d'un carré,

Soit d’abord n égal aun carré : il aura la forme 3 g + 1.

n —+ 7 est premier avec 2 3< 3, il P'est également avec
5><7;car pourn=5h+1,5h+ 4, n+7=>5h+8,
Sh+11;5 et pour n=qgk+1, gk—+a2, 7k-+4,
n+9=19k+8, 7k+9,7k+11; n+7 serait donc
un carré en méme temps que 7.

Soit ensuite n double d’'un carré a?, lequel sera de la
forme 3 g + 1.

n -+ 5, premier avec 2 >< 3, est évidemment premier
avec 53 s'il est premier avec 7, il doit étre un carré; et,
de méme, s'il est divisible par 7, aucun autre facteur en
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n n’élant alors divisible par 7; mais, pour @* =5h + 1,
5h+44, n+5=10k+7, 10h+13, formes qui ne
conviennent a aucun carré.

2° n divisible par 3 et premier avec 2 >< 5 X 7.

nest un carré ou triple d’un carré.

Soit 72 égal & un carré.

Lorsque n =5k +1,5k+4,n+2=5k+3,5h+6;
quand n = yk~+1, 7k +2, 7k + 4, n+ a=17k+3,
nk -+ 4, 7k + 6; ce facteur, premier avec 2 >< 3, est
ainsi premier avec 5 >< 7; il devrait donc étre un carré.

Soit 7 triple dan carré a®.

Pour a* = 5h 41, n 44, premier avec a>< 3, éga-
lant 15/ -4 7, est premier avec 5 ; done, s’il est premier
avec 7, il devrait étre un carré; et, de méme, s’il est
divisible par 7, aucun autre facteur en n n’étant alors
divisible par 7; mais 154 + 7 ne représente aucun
carre.

Pour a* =54 + 4, n + 4 =15h -+ 16; ce facteur, di-
visible ou non par 7, doit étre un carré.

Or, quand 7» + 4 est divisible par 7, » + 2 ne l'est
pas, et comme 7+ 2 = 15k + 14, il est premier avec 5;
il serait donc aussi un carré. Lorsque n + 4 n’est pas
divisible par 7, il est de l'une des formes 7k—+1,
7k + 2, la forme 7k + 4 supposant n multiple de 7 : si
n—+4=79k+1, n+ 2, égal a 7k—1, devrait étre un
carré; si <-4 =17k-+2, n—-+ 1 premier avec 3, est
premier avec 5 X< 7; il serait donc le double d’un carré;
mais 7z +1 =7k — 1 ne correspond au double d’aucun
carré.

3° n divisible par 5 est premier avec 2 <3 >< 7.

n ne saurait étre un carré; car, pour n=nk+1,
7k+2, 7k-+4, le facteur mn—+4, premier avec
2><3 <5, prenant les formes respectives 9k 5,
7k 4+ 6, 7k 8, devrait éire en méme temps un carré.
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Soit donc n égal a 5 fois un carré, lequel sera de la
forme 3g 4 1.

n + 6 est premier avee 2 >< 3 >< 5; s’il est premier avec
7, il devrait étre un carré; et de méme, a cause de son
rang, s’il est divisible par 7; mais n + 6, égal a15g +11,
n’a pas la forme d’un carré.

4° n divisible par 7 et premier avec 2 ><3 >< 5.

En supposant que n soit un carré, on trouve que
n+ 6 ou n -+ 4 serait un carré, selon que 7 égale 54 + 1
oudbl + 4.

Soitn égal & 7 fois un carré a*, lequel sera de la forme
3 g+ 1 etdel’une desformes 5% + 1, 5k + 4. On trouve
ici que n+ 6 =235k + 13, 35h+ 34, devrait étre un
carré. Or aucune de ces formes ne peut étre celle d’un
carré.

III° Cas. n divisible par deux des nombres 2,3, 5, 7
et premier avec les deux autres.

1° n divisible par 2 >< 3 et premier avec 5 >< 7.

n -+ 5 est premier avec 2 < 3 >< 5, donc, divisible ou
non par 7, il doit étre un carré; mais, pour

n+5=5h+r1, 5h+4,
ona
n+n=5h+3,5A+6;

donc ce dernier facteur en n devrait étre aussi un carré.

2° n divisible par 2 >< 5 et premier avec 3 >< 7.

n — 3 est premier avec 2 < 3 >< 5.

Quand 7 + 8 est premier avec 7, il est un carré; et si
Ponposen +3 =3g -1, n+ 7devient égal 4 3g + 5;
doncce facteur en n, premier avec 2 >< 5 >< 7, est premier
avec 3; par conséquent il serait un carré.

Lorsqu(‘ n + 3 est divisible par 7,sin+3 =3m +1,
le facteur n -+ 7 =3m + 8 devrait étre un carré :
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n—+3=3m-+2, n-+7, premier avec 22<5>< 7, est
multiple de 3; mais n + 2, égal 2 3m —+-1 et premier
avec 3 < 5 >< 7, n’a pas une forme compatible avec celle
du double d’un carré; donc il doit étre un carré, et n+ 5
serait le triple d'un carré; or, pour n+2=>5Ah+1,
n+47=>5h+6,etpourn+2=5h+4, n+7=>5h+y,
chacune de ces valeurs de n + 7 ne saurait étre cellc du
triple d’'un carré.

3° n divisible par 2 >< 7 et premier avec 3 >< 5.

Soit d’abord n -+ 3 premier avec 5; ce facteur en n
sera un carré, puisqu’il est évidemment premier avec
2 >< 3 > 7. Mais, pour n+3 =5k +1, 52+ 4, on a

n+1=5h—1, S5A+3;

n + 1, premier avec 2 >< 3 >< 7, est premier ainsi avec 5,
il devrait donc étre aussi un carré.

Soit ensuite n + 3 divisible par 5: si #=3 m 41,
n + 1doit étre un carré, et n + 6 =3 m + 7, premier
avec 3><5><7, serait le double d'un carré; si
n=3m+ 2, n-+ 5, premier avec 2><5>< 7, est pre-
mier avec 3; ce facteur en n devrait étre un carré, ce
qui est impossible; car, d’aprés I’hypothése, n + 5 est
un multiple de 5 plus 2.

4° n divisible par 3 >< 5 et premier avec 2 >< 7.

n 4 2 et n - 6 sont premiers avec 2 > 3 < 5.

Si aucun de ces facteurs en n n’était divisible par 7,
ils seraient des carrés.

Sin4-2=gm,n+ 4 estun carré; n+1=rym—i,
premier avec 3 >< 5 <7, devralt étre le double d’un
carré.

Si n+4=19m,n~+1 est uncarré, etn 4 7=7m+3
devrait étre double d'un carré.

5° ndivisible par 3 XX 7 et premier avec 2 > 5.

Les facteurs n-+3, n-+4 sont premiers avec
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23< 3><7 : si ui 'un ni Pautre n'était divisible par 5,
ils seraient tous deux des carrés.

Lorsque n—+- 2=5m, n + 4 =5m -+ 2; ce dernier
facteur en n devrait étre un carré.

Quand n + 4 = 5m, n 4 2, égal A 5m — 2, serait un
carré.

6° n divisible par 5 >< 7 et premier avec 2 >< 3.

n + 6, premieravec 2 >< 3 >< 5 >< 7, doit &tre un carré.

Si n = 3m + 1, le facteur n + 4 serait un carré; si
n=23m -+ 2, n - 2 devrait étre un carré.

IVe Cas. n divisible par trois des nombles 2,3,5,7
et premler avec le qualrzeme.

1° n divisible par 2 >< 3 >< 5 et premier avcc 7.

n -7 étant premier avec 2><3><5 doit éwre un
carré, mais, pour n+9=7k+1, 7k+2, 7k+ 4,
onan-+i15=7k—>5, 7k — 4, 7k —2; ce dernier fac-
teur en n est ainsi premier avec 7, il I'est d’ailleurs avec
2>< 3 >< 5, donc il serait aussi un carré.

2°n dwmble par 2 >< 3 >< 7 et premier avec 5.

n —+ 5 doit étre un carré.

Sin+5="5h+1,n+1,égala 57z—-3, est premier
avec 5, il serait donc un carré : si n+5=>5h+ 4,
n -+ 2, premier avec 3 X< 7, est aussi premier avec5; il
devrait donc étre le double d’un carré, ce qui est impos-
sible d’aprés sa valeur 54 + 7.

3° n divisible par 2 >< 5 >< 7 et premier avec 3.

1+ 3 est un carré de la forme 3g +1; n +1 serait
un carré.

4° n divisible par 3 >< 5 >< 7 et premier avec 2.

Les facteurs n + 2, n + 4 devraient étre des carrés.

Ve Cas. n divisible par2 >3 ><5 < 7.

n -1 est un carré; n <+ 4 = 5h + 4 serait le double
d’un carré.
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La propriété objet de cette Note est ainsi établie.

On verrait semblablement que le produit de 12, de 3
entiers consécutifs n’est point un carré. Les nombres pre-
miers a considérer seraient 2, 3,5, 7 et 11. Pareille pro-
priété se prouverait pour le produit de 14, de 15,de 16 et
de 17.entiers consécutifs. Ces quatre cas se rapportent aux
nombres premiers 2, 3, 5, 7, 9, 11 et 13. On peut conti-
nuer ainsi, en liant entre eux plusieurs cas, maisla dé-
monstration devient de plus en plus pénible.

DEMONSTRATION DU THEOREME SUR LES COURBES PLANES
DE M. STREBOR
(voir t. XIX, p. 83);

Par M. Joserm SACCHI,

Professeur au lycée de Porte-Neuve, a Milan.

Soient : M; un point quelcofique d’une courbe don-
née (¥); v, et p, le rayon vecteur OM, et la perpendicu-
laire OP, 4 la droite M, P, touchant la courbe en M, ; o,
ct o, les angles que les v, et p, forment avec une droite
fixe OA. Surle prolongement de OM, on prend M,N = v,,
le lieu des points N sera une courbe semblable 4 la courbe
donnée; par conséquent I'angle 5 que la normale NM a
cette seconde courbe forme avec ON sera égal a celui des
droites v, et py, c’est-a-dire on aura 3 = a, — w,. Sur la
normale NM que I'on prenne NM = OM, alors MM,
est perpendiculaire sur OM,;. On doit prouver que la
courbe lieu des points M est 'enveloppe des perpendi-
culaires qu’on méne aux extrémités des rayons vecteurs

) On prig de faire la figure.
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de la courbe donnée; ou bien que la courbe donnée est
la podaire de celle des points M.
En nommant v, p, o, les quantités relatives au point
M et analogues a v,, p,, w,, les triangles rectangles

OM; M, OP, M, donnent

° v
08 (0 — )= —» 0 (@, — ) =&?
v v,
et, ayant MO = MN, on aura

o —o=03=qa —a0a,

desquelles on déduit
v
(!) W= 20— &y, V= —
P
relations qui montrent que la courbe donnée est la po-
daire de la courbe lieu des points M.
En faisant la dérivée par rapport a v, des équations (1),

et en la désignant par un accent, en posant
r—p'=q, Y —pi=4q,
ct eu égard aux formules connues

r ’ [
a"=P_', w =", =P
9 qv g
on obtient p = v,, laquelle avec la seconde des équa-

tions (1) donne
2

— =Z.
w=p. op="7
En remplacant, dans I'équation

9(p»o)=0
d’une courbe donnée, les py, vy, par ces derniéres valeurs,
on a I'équation de la courbe enveloppe des perpendicu-
laires menées aux extrémités des rayons vecteurs de la
premiére courbe.
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SOLUTION DE LA QUESTION 426

(voir t. XVII, p. 33);

Par M. RASSICOD.

Le lieu du point P est une conique. Car ce point est
donné par l'intersection de deux droites BN et CM pas-
sant par deux points fixes B et C, et dont le mouvement
est réglé de telle sorte, qu’a une position BN de I'une en
corresponde sans ambiguité une et une seule de l’autre
MC (*), ce qu'il est facile de voir ici. Le lieu de leur in-
tersection est donc au plus du second degré. De plus ce
n’est pas une droite; car B et C sont deux points du lieu
(le point C correspond & la position de la droite AN qui
passe par le point O, et le point B 4 celle de la droite AM
qui est paralléle a BC), et les trois points B, P, C ne sau-
raient étre en ligne droite. Le lieu du point P est donc
une conique.

La méme démonstration s’appliquerait identiquement
au point P.

On voit de plus que ceci aura lien quel que soit I’angle
MAN, pourvu qu'’il soit constant. Quant aux points T et

T, ils décrivent la polaire du point A par rapport a
Pangle BOM.

(*) Je n’ai pas cru qu'il fiit nécessaire de rappeler ici la démonstration
d’un théoréme connu.
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SUR LES INTERSECTIONS DES COURBES ALGEBRIQUES
PLANES ;

D’arris L Riv. SALMON (*).

Théoréme 1. — Par "(RT-*?’) points fixes on peut

décrire une courbe de degré n et une seule, généralement

~. . n(n+3) . L
parlant. Si parmi ces — 5 points il sen trouve un
—1)(p—2

nombre plus grand que pn— (—’-)———]—)—(-E———-) sur une
courbe de degré p, ou p < n, alors il est impossible de

. n(rn+ 3)
faire passer une courbe de degré n par ces -—g-—-:—:-—’
points.

Théoréme I1. — Toutes les courbes du n**™ degré qui

n(n+3) . ' .

passent par ———— — 1 points fixes, passent aussi par

(n—1)(n—2)

2 autres points fixes.
1.

Théoréme I1I. — Un polygone de 2n cdtés étant in-
scrit dans une conique, les n (n — 2) points d’intersec-
tion des cotés impairs avec les cotés pairs non adjacents
sont sur une courbe de degré n — 2.

Théoréme IV . — Si parmi les n* points d’intersection
de deux courbes de degré n, il s’en trouve np sur une

(*) Ces théorémes ont déja été démontrés dans les Nouvelles Annales.
Nous les récapitulons dans intérét des éléves.



(113)

courbe de degré p < n, les n* —np points d’'intersection,
restants sont sur une courbe de degré n — p.

Théoréme V. — Une courbe du n™ degré qui passe

par np —(—p——'—l—)%—_——gl points d'une courbe de degré
1.2

(p—1(p—2)
p < n, rencontre encore cette courbe en p—l—z———
points.

Théoréme V1. — Deux courbes de degré m et n se cou-
pant en mn points, une courbe de degré r qui passe par
(m—l—n-—r—l)(m+n—-r——

1.2
supérieur & m ou a n, mais non supérieur a m—+n — 3,
passe aussi par les points restants des mn points.

2 . .
)de ces points, ou r est

Note historique. — Euler parait étre le premier qui
ait signalé le paradoxe de deux courbes du n*m degré qui
passent par un nombre plus grand de points qu'il n’est né-
cessaire pour déterminer une telle courbe ( Mémoires de
I Académie de Berlin, 1748); la méme difficulté a été
énoncée par Cramer dans son Introduction & Uanalyse
des lignes courbes, 1750. Toutefois les importants théo-
rémes qui découlent de ce paradoxe sont d’une date trés-
récente;; ainsi le théoréme IV est de Gergonne (Annales,
t. XVII, p. 220; 1827); le théoréme 1I, aussi de 1827,
appartient a M. Pliicker (Entwickelungen, vol. I, p. 228,
et Gergonne Annal., vol. XIX, pp. 97, 129); le théo-
réme V est le sujet de deux Mémoires envoyés en méme
temps & Crelle, I'un par Jacobi (t. XV, p. 285), un autre
par Pliicker (t. XVI, p. 47); le théoréme VI, le plus gé-
néral, est de M. Cayley (Cambridge Mathematical Jour-
nal, . 111, p. 211).

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. 1°T. (Mars 1862 ) 8
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SOLUTION GOMPLETE DE LA QUESTION 456

(voir t. XVII, p. 65);
Par M. R. ALBARET,

Eléve du lycée Saint-Louis.

Il s’agit de mener dans un plan donné par ses deux
traces une droite dont les deux projections ne forment
qu’une seule et méme droite.

On donne pour solution I'intersection du plan donné
par un plan perpendiculaire 4 la ligne de terre.

Il est évident qu'en outre il y a encore I'intersection
du plan donné avec le plan bissecteur de I'angle diédre
formé par la partie postérieure du plan horizontal et la
partie inférieure du plan vertical.

SERIE HOMOGRAPHIQUE.

Lemme. — Soient a,, a,, as,. .., a,,, etc., une série
de termes telle, que dans quatre termes consécutifs la
somme des extrémes surpasse la somme des moyens de
la quantité constante n.

Termes généraux.
ay=(n—1){a,—a,)+ a;+ 2"k,
Aoy = 1 (a, —al)+al +2"'4,
faciles a trouver.

Corollaire. p termes quelconques étant liés par une
équation linéaire, on calcule facilement les termes géné-
raux, par la théorie des séries récurrentes.
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Termes sommatoires.

Soit la série a,, ai, as,- - - Qs €L S,, le terme som-

matoire
Sy = n—(n—;——i) (as—a,) + na, + 4"k,
r(n—1) -
Sontt :—_—-—2——-(a3- a,) + na, + 2.4 k.

Somme totale :
n(n—1)(ay—a,)n(a,+ a)+ 3. §*2k.

Soient a,, as, as, ..., les trois premiers termes d’une
série telle, que dans les termes consécutifs le produit des
extrémes divisé par le prodait des moyens donne un quo-
lient constant log 4.

Faisons

x
X
a=¢", a=¢e..., ay=er, ...,

la solution énoncée s'éerira ainsi :
ez’(+‘tpl_.xpl—.xpl _— log £ )
d’our
Xy + By — Xy — Xy = k.

D’aprés le lemme

T (n— 1), — 2,) - 2, + 2,
ZLagept = n(.z',-—-x,)+.1:, + 2" %,
x2n+'!=n(“'s —Z“)+.’L‘g+ 2"",

Zangs = (7 1) (2, — 2} 4~ 2, 4+ 2" &,
on a
Zonii - Lrepr + K

Zan 3

Xyp =

Substituant les valeurs de x,,,, s, 423 L2,43, ON AUrA Xy,
8.
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en fonction de x3, xy, x,,

X

e "= e{n—l)(x'—x|)+1,+2"—"’

Prenant les logarithmes, on a

a3 n—i
a,, = <;—> .a,. 2",
1
az\"
Ay = (-;) .a,.2" k.
]

Donnant successivement 4 n les valeurs 1, 2, 3,..., 4,
on trouve sans difficulté le terme sommatoire.

Remarque. — 1l est évident que cette méthode s’ap-
plique a une relation qui comprend un multiple quel-
conque de rapports. Le plus simple est le produit binaire
autrement dit anharmonique.

A chaque relation correspond une propriété géomé-
trique, correspondance que M. Chasles a brillamment
établie pour le rapport binaire (¥).

SOLUTION DE LA QUESTION 609

(voir p. 31);

Par M. Pavr G. DE SAINT-MICHEL,

Eléve de I'école des Carmes (classe de M. Dardenne).

Je conserve les notations de 1’énoncé. Soit maintenant
RD la troisi¢éme hauteur du triangle RFF’; dans le qua-

(*) Nos deux illustres géométres devraient publier une nouvelle édition
beaucoup raccourcie de ces codes de la nouvelle géométrie, créations
glorieuses de la France. Ils augmenteraient considérablement le nombre
des lecteurs. La vie de chacun est aujourd’hui tellement absorbée, qu’il
faut attacher des locomotives aux ceuvres scientifiques. La Theoria motus
corporum celestium ne contient que 227 pages in-4, et les Disquisitiones,
chef-d’ceuvre des chefs-d’ceuvre, environ 500 pages in-8.
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drilatére complet RF'HF, la diagonale FF’ est partagée
harmoniquement par les deux autres aux points C et D
donc par une propriété connue des conjuguées harmo-
niques, on a

(1) MF? = MC < MD.

SoitC’ un point tel, que C'D = DM je vais démontrer
que ce point appartient 4 la circonférence HCR. Sur FF’
comme diamétre je décris une demi-circonférence qui
coupe RD en V; le triangle rectangle MVD donne

(2) MF? = VD' 4 MD2.
Des égalités (1) et (2) on tire

MC >< MD = VD? 4~ MD?
ou
DM (MC — MD) = MD  CD = VD;
mais
VD? = DF < DF’;
done
DF %< DF/ =DC < MD;

et, puisque MD = DC/,
DF < DF' = DC < DC’;

les triangles FHD, F'RD, sont semblables comme ayant
les cotés perpendiculaires et donnent

FD < DF =RD < DH;
on a donc

RD < DH = DC X DC';

par suite le point C' appartient  la circonférence RHC;
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on en déduit

MT? = MC <X MC' = MC(MD + DC’)
ou
MT*=MCX 2MD;

et comme MC >< MD = MF*, MT? = 2MF?,
FF' V2

MT = MF \/; =— = constante.

C. Q. F. D.

SOLUTION DE LA QUESTION 601

(voir t. XX, p. 400);

Par M. MOGNI,

Professeur a Tortone,

Er M. H. DELORME.

Le produit (p+2)(p+3)...(p+gq) est divisible
par 1.2.3...q lorsque p 41 est premier avec ¢ et il
n’est pas divisible dans le cas contraire. (CaTaLan.)

On sait que (p +1)(p + 2)...(p + ¢) est divisible
par 1.2.3...¢, etque (p+2) (p+3)...(p+q) est
divisible par 1.2...(¢ —1). Posons :

(pt2)(p+3). (P49},
1.2...q

on aura

(p+1)(p+2)...(p+gq) __(P+1)A
1.2.3...q - g

la divisiom devant se faire exactement, A étant un nombre
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entier lorsque ¢ est premier avec (p 1), g doit diviser A;
dong, etc.
Dans le cas contraire on ne saurait rien affirmer,
parce que le théoréme ¢én question parait en défaut dans
_ quelques cas, par exemple :

5.6.7:8.9___3 _g.1o.11.12.13. 14 15.16.19
2.3 4.5.6 7 2.3.4.5.6.7.8.9.10

=1I.I7.

Dans le premier cas p =3, p+ 1= 4, qui n’est pre-
mier avec ¢ = 6. :

Dans le second cas p=7,p +1=28, qui n’est pas
premier avec ¢ =10.

THEORIE DES DIAMETRES RECTILIGNES ET CURVILIGNES
D’aerks L REv. SALMON.

\

(Higher Plane Curves, page 48.)

1. Lemme. U= ¢(x,y):

?(»‘v+x’,y+r’)=U’+< 40 dU)

=T
1/ ,dU , dU\? I ,dU dUu
+;<x iz T dy +2.3( prinstd dj) RS
En développant, il faut changer <d——U>P en (‘ILI_J),
dxr dxP

dU\?P (dU\1¢ drHiy

dr dz en dz?+1’ ete.

2. L’équation polaire d’une courbe donnée par une

équation de degré 2 en x, y s’obtient en remplagant x,
y par p cos0, p sinf (pour des axes rectangulaires, ou
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par m, n pour des axes quelconques) et I'on obtient

Ap"+ A p" ' 4+ Ayp" T .. .+ A= 0;

les A sont des fonctions de sin 6, cos 6 ;%‘ est la somme
des distances a Vorigine de ces intersections de la corde
faisant un angle 6 avec I'axe des x; %2 la somme de ces
mémes distances prises deux a deux, etc. (Albert Girard).
3. Soit
U= Uy AUy == oo Up o+ 1y,

u, est une fonction homogeéne de degré p en x, y.
Sil'on transporte I'origine au point &/, ', I'on obtient
U (@Y ,dU) (U dU\ N
dx yt?.r—/+-2- dy dy |

Si I'on passe aux coordonnées polaires, le coeflicient de
p"~! s’obtient en substituant cos 9, sinf, an lien de x, y

d u,_, et dans x' aj——-{—- e,
ans u,_, Ty e

Le coefficient p"~* s’obtient en faisant les mémes substi-
tutions dans u,_s.

4. Diamétre du premier degré. — Etant donnée une
corde faisant avec 'axe des x un angle 8, le lieu du point
dont la somme des distances aux n points d’intersection
est nulle est donné par 'équation

du, du

xz‘+‘ya—f"+u,,_.:0, (Poirn°3.)

équation d'une droite (Newton).

Diamétre du deuriéme degré. — Méme donnée; le
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licu du point dont la somme des distances prises deux a
deux est nulle, est donné par I'équation

dug_ dup_
e
1 [ ,du, x d’rtn+ ,du, — o
telTw TGy T G [T

équation d’une conique.
Et de méme pour les diamétres d’'un degré plus élevé.

8. Conique diamétrale. — Clest le lieu des points mi-
lieux des cordes paralléles. Soit M un point de la courbe
et y, son ordonnée; N un point correspondant de la
conique diamétrale et y son ordonnée; MN distance
du point de la conique au point de la courbe y — y,.
¥ —s, ete. On a par définition

-

2y —=y)(r—r)=0o,
ou bien
n(n —1)

T — (n—1)y2yi+ 2y y=o.

. . 2y
1° Le produit des deux racines est %
n(n—1

Aivsi le produit des deux distances de 'origine aux
deux points de la conique est égale a la moyenne des pro-

duits des distances de I'origine a la courbe prises deux a
deux.

. 23
2° La somme des deux racines est ——-’l; la moyenne
n

) .
pour la courbe est —5—‘ pour un point de la conique, et

. 2%y, .
par conséquent —= pour les deux points; les deux

moyennes donnent le méme point ; donc la conique et la
courbe ont le méme diamétre rectiligne.

.
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6. Cubique diamétrale. — Méme désignation que ci-
dessus; on aura

Hy—y)(r—=ry —fﬁ)iﬂ:%——z)

3

(n—=1)(r—2) n—2
——“““"""'"‘J”EJ"I"'—[_ YEV Y2 — 20102 Ys-

1.2
On conclut alors que la courbe et la cubique ont le
méme diamétre; car la moyenne pour un point de la cu-

. z . .. 3%
bique est —:—' et pour les trois points —n)l

Centres.

Ce mot est pris dans une double acception.

Lorsque dans I'équation polaire de degré » les termes
du degré n — 1 manquent, le pole peut prendre le nom
de centre.

Lorsque I'équation ne contient que des puissances
paires du rayon vecteur, alors le pdle est un centre dans
le sens le plus général. Si 'équation en x, y est de degré
pair, pour que I'origine soit un centre, dans le sens géné-
ral, 'équation rendue polaire doit avoir la forme

uy+ s+ u;+... =0;

les indices indiquent les puissances du rayon vecteur.

Et si I’équation en x, y est de degré impair, elle ne
doit contenir que des puissances impaires de la variable;
par conséquent le centre est sur la courbe, puisque I'é-
quation est satisfaite par x =y = o; rendue a la forme
polaire, elle sera divisible par le rayon vecteur et ne
contiendra plus que des puissances paires de ce rayon vec-
teur.
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NOTE SUR LES RAYONS. DE COURBURE;
Par M. MANNHEIM.

Une transversale passe par un point fixe O et rencontre
en A, A,, A,,... des courbes données (A), (A;), (As),..

on prend sur cette droite un point M, tel que I'on ait

LS T RO
0a " 0A,  O0A, T oM

2, Xyy Asy.ony  6tant des constantes ; lorsque la transversale

tourne autour du point O, le point M décrit une courbe
(M) ectlon a

A ) A2 + ) 3
- e =y
pCOS* picosia, p2CO8* a, Reos’y

(1)

p est le rayon decourbure de (A) au point A et o I'angle
de ce rayon et de Ja transversale, de méme pour gy, ay,...,
ct enfin pour Ret ¢ relativement a M (*).

Si A, A,,... sont tous les points d’intersection d’une
transversale issue du point O avec une méme courbe
d’ordre m et que I'on pose

1 1 1 m
(I\.‘+O_A—,+O~Az+‘=0_m,
d’aprés le théoréme de Cotes, lorsque la transversale
tourne autour de O, le point M décrit une ligne droite et

(*) M. Mannheim n’ayant pas fait connaitre ici comment il est arrivé a
1a relation (1), nous insérerons les démonstrations de cette relation qu’on
voudra bien nous envoyer.
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la relation (1) devient simplement
1 1 1

(2}\ — 4 — + 3 +...=o.
pcos’a p: COS® p2€OS* @,

Cette formule étant indépendante de la position du point
O, est vraie pour une transversale arbitraire qui coupe
une courbe algébrique d’ordre quelconque. On peut la
déduire d’une belle relation due 4 M. Liouville (voir
Journal de Mathématiques, t. VI, p. 411).

La formule (2) conduit 4 des conséquences intéres-
santes, parmi lesquelles on peut citer la suivante :

En deux points quelconques A, A; d’une courbe quel-
conque du second ordre les rayons de courbure sont entre
eux comme les cubes des tangentes AT, A, T, issues de ces
points et limitées au point T ou ces tangentes se cou-
pent (*).

Si I'on n’a que deux courbes (A), (A,), le point M

étant déterminé par la relation

en appliquant la relation (1) on a

(3) 1 , I — 2

e
pcosle  p,cos’a, Recos’e

Le point M est dans ce cas I'harmonique conjugué de O
par rapport i A et A,. Lorsque le point O est a l'infini,

(*) M. Peaucellier a retrouvé derniérement ce théoréeme (Nouvelles 4n-
nales, t. XX, p. 429); je V’avais aussi rencontré ( Annales de Tortolini, t. 11,
p- 212) aprés MM. Liouville (Journal de Mathématigues, t. 1X, p. 350) et
Umpfenbach (Journal de Crelle, 1. XXX, p. 95). Ony est aussi conduit
par la transformation par polaires réciprogues; la démonstration du‘ecte
de ce théoréme est du reste trés-simple.



((125)
les transversales issues de ce point sont paralléles entre
elles, la courbe (M) est alors une ligne diamétrale et 'on
a toujours la relation (3).

En combinant les relations (2) et (3), on peut arriver
a de nombreuses conséquences. En voici une :

On coupe une courbe du troisiéme ordre par une trans-
versale A, A,, A,, on prend le milieu M de la corde
AA,, ce point fait partie d’une ligne diamétrale (M) cor~
respondant 4 la direction fixe AA; si I'on décrit une co-
nique osculatrice  la courbe dounée en A, et tangente &
(M) en M, le rayon de courbure de cette conique en M
est la moitié¢ du rayon de courbure de la ligne diamétrale
au méme point.

Au lieu de faire intervenir une conique osculatrice, on
peut, au moyen de (2) et de (3), établir une relation trés-
simple entre le rayon de courbure de (M) en M et le
rayon de courbure de la courbe donnée en A,.

QUESTIONS.

612. On donne sur le méme plan deux circonférences
O, O’ et un point fixe P, on décrit des circonférences pas-
sant par P et tangentes 4 O, 'on prend les axes radi-
caux de ces circonférences et de O'; on demande I'enve-
loppe de ces droites. Déterminer directement le point de
contact de chaque axe radical avec cette enveloppe.

(ManngEDM.)
613. On donne une conique et un point fixe O dans

son plan. Du point O on méne deux droites OA, OB per-
pendiculaires entre elles qui coupent la conique en A et
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B. On joint le point A au point B et 'on méne en cha-
cun de ces points les tangentes AT, BT a la conique; on
projette le point O sur les trois cotés du triangle ABT,
par les trois points ainsi obtenus on fait passer une cir-
conférence. Pour chacune des positions de I’angle droit,
on obtient ainsi une circonférence; démontrer que toutes
~ ces circonférences sont tangentes a4 une méme circonfé-
rence. (Mannagv.)

614. Désignons par F le foyer d’une ellipse donnée.
En un point quelconque M de cette courbe menons la
tangente MT qui coupe le petit axe en T, soit Q la pro-
jection du point T sur le rayon vecteur MF'; on demande
le lieu des points tels que Q, lorsque M décrit T'ellipse
donnée. (MANNDEIM.)

THEOREME SUR LES SERIES;

Par M. H. LAURENT, )
Eléve de I'Ecole Polytechnique (*).

Je prends la liberté de vous envoyer la démonstration
d’un théoréme assez singulier sur les séries, théoréme
que j’ai trouvé en étudiant les propriétés des spirales. Je
ne sais si ce théoréme est déja connu, mais a coup str la
démonstration que je vais vous donner ne l'est pas. Elle
vous semblera sans doute singuliére et méme pis, mais
je la donne telle qu’elle s’est présentée a moi.

Considérons une spirale ayant un point asymptotique

(*) Fils du célébre chimiste philosophe si prématurément perdu pour la
science. Né a la Folie, prés Langres, le 14 novembre 1807, mort a Paris le
15 avril 1853.
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en O, supposons que le rayon vecteur de la spirale aille

en décroissant quand I'angle de ce rayon avec I'axe OX
croit; menons une série de rayons vecteurs OA,0B, OC,...
faisant avec I’axe OX des angles 6, 26, 34,..., nrb,...;
soient ry, 1y, I's,. .., I',. . . les longueurs de ces rayons.
Par un point O du plan de la spirale, menons une droite
oa égale et de méme sens OA, par le point a une droite
égale 4 OB et de méme sens que OB, etc.; nous forme-
rons ainsi une espéce de polygone spiral dont les cotés
seront asymptotiques 4 un certain point {2.

En effet, considérons deux c6tés consécutifs b¢ et cd du
polygone spiral, prolongeons cd d’une longueur dd' telle .
que cd = bcj le cercle passant en b, ¢, d' contiendra
dans son intérieur tous les cotés du polygone spiral qui
suivent bc, car il serait circonscrit a ce polygone si on
lui supposait tous ses cotés égaux a be, or a mesure que
les cotés du polygone spiral vont en diminuant, le cercle
qui passe par les extrémités d’un coté et le point obtenu
en prolongeant le coté suivant d'une quantité qui le rend
égal au premier, va aussi endiminuant ; tout en restant in-
térieur au cercle qui passe en b, c, d, ce cercle finit par se
réduire 4 son centre qui sera le point {).

1l résulte de la que les droites 0, oc, od,. .. tendent
vers une position limite o). Projetons alors le contour
abc. .. g, sur 'axe OX, nous aurons

7,€08 6 4 r,€08 2 8 +... 47, cos 7§ = og cos (og, 0X),
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ct, en passant aux limites,
L4
7, €08 0 4 £,C08 2 0 ...~ 7, COS RO +...== 0% cos (00, OX)"

En projetant sur une droite perpendiculaire 4 OX on au-
rait trouvé

7, $in 0+ 7,80 2 6—4...4r,sin 70...= 0Q sin (00, OX).

Ces résultats sont inexacts quand I’angle 6 est un multiple
de w, car les cercles dont j’ai parlé ont des rayons infinis.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Siryy ey Pyye v oy oo .. sont des nombres indéfiniment
décroissants, les séries

r,cosf+r,cos26—+4...,

rosinf—r,sin2 0 -4...,

sont convergentes.
. [ ,
1°S1 6= 5 on retrouve un théoréme connu.

2° Si I'on prend umne spirale hyperbolique et si 'on
meéne des rayons vecteurs angulairement équidistants le
polygone spiral de tout 4 'heure va nous fournir les deux
séries convergentes

s 6+ ! in26 4
— Sin — Sl
RS 20 ’

I
ecose—}——z—écoszo +. .,

ou

sin9+lsin29+—l-sin39...,
2 3

cose+lc0526+icos39....
2 3

Je vous avouerai, Monsieur, que lorsque j’ai trouvé le
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théoréme précédent je ne le cherchais pas : la marche que
jai suivie le montre assez ; ensuite je vous dirai aussi que -
c’est en appliquant la théorie des imaginaires de M. Mou-
rey etnon en projetant le polygone spiral que je suis
arrivé. C’est ainsi que je démontrais la convergence de la

série
7 (€080 -+ y— 1 sin 8) + r; (0820 4 y— 18I0 20) +-.. ..

Je n’ai pas voulu vous donner la démonstration telle
que je I'avais trouvée : les idées de M. Mourey n’étant
pas goldtées de tout le monde, j'aurais pu sembler par
trop excentrique.

Il y a une chose qui aurait besoin, je crois, d’étre éclair-
cie. Lorsque I'on a égalité entre deux séries convergentes

a+a,x+ ax+...a,2". .. =b,+brx+.. .bx"4...,

pour toutes les valeurs de x comprises entre o et « ou
entre — o et + 3, « et 3 étant positifs, Cauchy démontre
dans son Analyse algébrique que'on a en générala, = &,.
En est-il encore ainsi quand les deux séries précédentes
ne sont égales que lorsque x varie de +a a 4+ f3? Ceci
revient a démontrer que si une série telle que

Ao+A.-r+A,x’+...

est nulle pour toutes les valeurs de x comprises entre les
deux nombres positifs « et 3, elle est identiquement nulle,
c’est-a-dire que A, =0, A, =o,..., A, =o0. Ces ques-
tions me semblent d’'une haute importance.

Ann. de Mathémat., 2° série, t. I°*. (Avril 1862). 9
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Monsieur,

Dans une Note insérée page 435 du numéro de No-
vembre de votre Journal, jelis : .

« 3° La formule Lemonnier (p. 197) se trouve dans le
» Traité des Différences de Lacroix. »

Je suis étonné de cette rectification, car rien, il me
semble, ne pouvait y donner lieu dans I'article que je
vous ai adressé en Mars dernier et que vous avez bien
voulu insérer dans le Cahier du mois de Mai, p. 197 et
suivantes.

Il y a dans cet article deux formules distinctes. Je ne
me suis nullemeunt attribué I'invention de la premiére,
puisque je commence par dire :

« Dans le grand ouvrage de Lacroix, t. III, § g4o,
» p. 73, se trouve pour le calcul de Jd"u, la formule

uy =[(1+A)* —1]*u,

» z étant le rapport é »

Je n’ai eu la pour objet, et je le dis, que d’en présenter
une démonstration qui fat a la portée des éléves de Ma-
thématiques spéciales.

H. Lemonnier,
Professeur de Mathématiques spéciales
au lycée de Lyon.
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SOLUTION ELEMENTAIRE D'UNE QUESTION DE PROBABILITES;
Par M. R. BLAZEJARSKI.

Si I’on a des nombres A,, ks, hg,... (par exemple, les
chiffres des tables de mortalité) déduits d'un nombre trés-
grand d’observations, et si I'on répéte les mémes observa-
tions sur un nombre plus limité de faits (par exemple,
les chiffres Z,, I, ,..., de défunts d'une compagnie d’assu-
rance), on attend avec probabilités P,, P,,... que ces nom-
bres seront L, +1,, L, +1,,..., aux écarts I, [,,..
Trouver la probabilité que la somme Ly + Ly + Lg+-...
aura un écart l.

Pour simplifier, prenons denx valeurs seulement L, L,.

3 LS ’ 1 —x}
Les probabilités des écarts 1, I, sont Te ‘dxy,
™

11— . I3 1A
—e dr,ounxy =—, x, = — (A, A; ce sont les
Vr A, A,
modules de convergence). Trouver 1a probabilité que
!, +1, aura la valeur /, c’est-a-dire

(1) Az 4+ Az, — L.
Cette probabilité serala somme

| G 1 -
S —e 'dr,—e ‘dr,,
Vr V=
avec la condition que tous les groupes de valeurs x,, x,
doivent satisfaire I'équation (1). Pour cela, si I'on prend
pour x; des valeurs arbitraires depuis — oo jusqu’a + o,

. . I— Ay
pour x, on doit prendre la valeur —AJ—E', et la somme
2

9.
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sera
dxz +» .—xf_(l_:_A_’-ﬂ)’
T o e
dz, (T® — 50, (Al4+AD—24, k4 1)
(2) = o e Dmaki dz,
— w
11
__AydxeAl A}
l V= VA ¥ A

Pour obtenir la valeur de A,dx,, remarquons que xy
et x, sontindépendants I'un de I'autre (comme dans les
compagnies d’assurance le nombre de défunts d’un age
quelconque est indépendant du nombre d’un autre age),
alors x, peut changer et x, rester invariable et on tire de
I'équation (1) '

Adx,—dl,
et la probabilité de la valeur /sera
,

_'_8A1+A:._ﬂ___,
n VA + Al

ou,sil'onposel=xyA? + A (VA" + A?) — module de
convergence,

(3)

£ ]
—
e dr.

I
Vr
Si I'on a un troisiéme nombre L,, dont I'écart est /s,
alors on cherchera la probabilité de la valeur 7' de

ZVA? + Al + Az, =1, elc.
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RESOLUTION DE LA QUESTION PROPOSKE
POUR L’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE EN 1861 (p. 26);

Par MM. G. BARTET ET H. LEBASTEUR,

Eléves du lycée Napoléon {classe de M. Vacquant).

Nous traitons le probléme dans le cas de Dellipse, en
prenant les deux axes de la courbe pour axes coordon-
nés. :

Soient « et 3 les coordonnées du poiut P, (z,, y,) étant
le pole de 'une quelconque des sécantes passant par P.
Nous avons

| zx,
(l) 7 %,:‘,
Z, '
(2) e
ai
(3) y—ri= b,i; (x — ).

Eliminant x, y,, on obtient

e )

transportant 'origine au point P (a, ), on a
(Bz —ay)(By + az)+ (Bz—ay)(2’+y") + 2y = 0;

donc le lieu ne dépend que de la quantité c, distance des
deux foyers, ce qui démontre la deuxiéme partie de 1é-
noncé.

Tangentes en P. — La courbe passe évidemment en
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P, origine des coordonnées. Cherchons le coefficient angu-
laire de la tangente en ce point. A cet effet nous posons
y = tx et nous ferons tendre x et y vers o. Nous aurons

ol — ﬁz___ c?
f

d’ou ce résultat, que les tangentes en P sont rectangu-
laires; donc le point P est un point double.

[ t—1=—0;

I1I* Question (p. 26). — La courbe cherchée est évi-
demment la courbe enveloppe de la perpendiculaire abais-
sée du pole sur la polaire.

Eliminant y, entre les équations (2) et (3), ona

actz) —a*z, (¢ + By + ax)+a'z = o.
Dérivant par rapport a x,, on a

a'(c + By =+ ax)
=
2ac

d’ou I'équation du lieu
(=4 By + ax) = fac’x,

équation d’une parabole tangente aux deux axes a des
distances

cl CZ
==y y=——

B

et dont la direction de 1'axe est
By +a2zx=o,

et la droite OP est évidemment la directrice. Donc les
tangentes a la parabole du point P sont rectangulaires,
et comme il est aisé d’avoir le foyer I, on peut construire
géométriquement ces tangentes.
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Les tangentes au lieu passant par le point P sont rec-

Fie, 1.
P
0 M
\\\ 2
//,F
K
34

tangulaires, les tangentes 2 la parabole passant par le
méme point le sont aussi ; quelle relation existe-t-il entre
la direction de ces deux systémes de tangentes?

Nous remarquons que la courbe trouvée n’est autre
chose que la podaire de la parabole, le point P étant le
point fixe; il en résulie que les tangentes a la courbe au
point P sont perpendiculaires aux tangentes a la parabole
issues du méme point ( Géométrie analytique de M. Briot,
article Limacon de Pascal), et comme ces derniéres sont
rectangulaires, elles coincident avec elles.

Ainsi les tangentes en P a la courbe sont rectangu-
laires, fait que le calcul nous avait donné.

Points remarquables. — La courbe passe par les
foyers, ce qui est évident d’apreés I'équation, et ce que
'on peut apercevoir géométriquement, car si 'on méne
les sécantes passant par les foyers, les poles sont sur les
directrices; donc ils se projetient aux foyers.

La courbe passe évidemment par les points de contact
des tangentes a la conique issues da point P.

L’équation rend aussi évident que la courbe passe par
les points ou les nouveaux axes coupent les anciens.

Bien que I'énoncé ne comporte pas la construstion du
lieu, elle ne serait pas difficile a effectuer en prenant I'é-



(136)
quation polaire
__d'sin2 (9 — w) —c’sin’20

P= 2dsin (¢ — o) ’

d et g étant les coordonnées polaires du point P.

On peut aussi pour construire la courbe chercher les
points ou elle est coupée par une droite tournant autour
de P, y = mx. Les abscisses des points d’intersection se-
ront données par x* = o, et

_ apm?+(a? — B — )m —af
(14 m?) (am—B)

x =

9

ce qui montre qu’une sécante menée par P coupe tou-
jours la courbe en trois points, deux confondus en P et
le troisiéme ayant pour abscisses la valeur écrite ci-de-
vant.

Il est & remarquer que lorsque le point P est sur I'un

Fic. 2.

des axes de la conique, le lieu se compose d’un cercle et
d’une droite.

La parabole se réduit alors a une droite.

Enfin lorsque la conique do<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>