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QUESTIONS D’EXAMEN (ECOLE POLYTECHNIQUE, 1860);
Par M. F.-A. BEYNAC,

Professeur.

I. Quel est le plus grand des nombres

Va2, Y3, V4,...?

Considérons les deux nombres yr, ""y/n+ 13 pour les
comparer, réduisons-les au méme indice, il vient

R NS Oy

On peut comparer les quantités soumises aux radicaux,
aprés les avoir divisées par n",et on a les deux nombres n

et <l —1‘-i>no

Or, .

(1+;)"=2+':j+<'—5)('_§)+..

en outre, on connait les résultats

1
1.2.3

2<(1+5y<2‘+-1f—2+ “+... 3.

Cela posé, observons que pour n = 2 la seconde ra-
cine ou y/3 est plus grande que la premiére ou {/2; pour
\" .y . 3

n=3onan> (1+ ;> » donc la premiére racine ou /3

est plus grande que la seconde ou {/4; pour 7 > 3 la pre-



8
miére est toujours plus gr:fmde) que la suivante, on a donc
V2B >VESVE>.. ..
Donc * 3 est le plus grand terme de la série.
II. Toute puissance entiére d’une somme de deux
carreés est elle-méme une somme de deux carrés.
(a® -+ by = A? + B2,
En effet, on a
(a+b\/:)"‘=A+B V=1,
(a—by=1n=A—By—1.
Multipliant membre 4 membre, on a
(a®+ b*)" = A* + B~

I, Calcul de la somme des coefficients, pris de
4 en 4, dans le développement de (x +a)™.

La question renferme quatre inconnues, car on peut
faire la somme a partir du premier terme, du deuxiéme,
du troisiéme ou du quatriéme.

Posons x =1, a=\/—1, ona

m(m—1)

(l+\/:7)”'=x+m\/:—1— s

i)
[

Désignons par S, la somme des coefficients de rang
4n + 1, n pouvant étre nul, par S, S;, S, celles de rangs
4n+2,4n+3, 4n.0n a
() (V=1 =8 +SV—1—85—S V=1,

72) (1= V=) =8 =8, y—1 =8 +S8 yV—1.
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On sait que la somme 27~* des coefficients des termes de
rang pair égale celle des coefficients des termes de rang
impair, donc

S +8§;, =27, §; + 8§, =2a2m",

Ajoutant et retranchant successivement (1) et (2), on

trouve |
(+y=1)"+ (G =V=1)"
S, —8§,= Py ’
&-&:0+ﬁ:wig—ﬁ:ﬂ
2 \V—1

De ces résultats on conclut facilement

2" 4 (1 +\/:—1Y”+ (1 _ \/-——_l)'"

S, =

4 9
_om— (x V)= (==
S, = A s
N e R e
fyv—1

B OV R )
‘ W=

Ces quatre valeurs sont réelles, car y— 1 disparait dans
les réductions.

IV. Dans quelles conditions le quotient

{r+1)m" —am—
4z 4+ 1

est-il entier?
I faut et il suffit que les racines de I'équation

X4+ r 4+1—0
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vérifient I'équation
(z +1"— 2" —1=0.

Ces racines sont les imaginaires conjugnées
I I /—s
—-=-y—3;
22" ’
il suffit de trouver les conditions pour que I'une d’elles

vérifie la deuxiéme équation. Observons que ces valeurs
sont les racines imaginaires cubiques de I'unité
I

1 — —
o= —;—i—-;\/-—?), = —-2-—-2-\/——-3;

de plus

a4 1= —a’
Cherchons donc les valeurs de m pour lesquelles on a
(1) (—a?)"—a™—1=o0.
m désignant un entier quelconque peut étre mis sous
I'une des formes
6p, 6p=t1, 6p==o, 6p+3.
1° m="06p;

(—ea)P=1, —aP=—1;

le premier membre de (1) se réduit & —1.

20 m—_—6p+x;

(— )P =1 X (—a?) = —a?, —aP'=—aq;

le premier membre de (1) se réduit a —a’—a—1,
quantité nulle, puisque « est racine de I'équation
x4+ x 4+ 1=o0.
30 m=06p—1;
1

1
(—a")“l’":(— a?)—l: _— ;" (__a)sp—w:_;;
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. spes T
le premier membre de (1) se réduit a — =1
comme 0On a

a’=1, —=uoa et

——
= a3,
a?

1
«
le premier membre est — o — o' —1, quantité nulle.
4° m=6p -+ 2;
(—afpri= (= pma, (—afpti=— o,

le premier membre de (1) se réduit & @ — «*— 1, quantité
qui n’est pas nulle.

50 m=6p—2;

. PO TR
le premier membre se réduita - —— —i1,0u a* —a—1,
o -3
quantité qui n’est pas nulle.
6° m="06p +3;

le premier membre de (1) se véduit & (— a*)®— a®—x
ou — 3,
Pour m =3, on a

32 +3xr=o,

équation dont les racines sont réelles. Donc, la condition

nécessaire et suffisante pour que le quotient proposé soit
entier est

m=6p=1.

V. dppliquer la formule du binéme au développement
de (a + b)~1,

Dans le développement
n(m—1)

(Il —+ b)m:am + ,nam—-lb + ! am—zbz_l_. e
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remplagons m par — 1, on trouve
(a4+b)"'=a~"'—a%+ab?—ab +,..
+ (— 1)Pa—t—Pbr 4. .,
ou bien

(a+b) == —

Le second membre est composé d’un nombre illimité de
termes, puisque les exposants de @ vont en croissant au
dela de toute limite en valeur absolue.

Le premier membre a une valeur finie sil en ré-

1
a—+ b
sulte quil ne peut étre égal au second que tout autant
que celui-ci forme une série convergente, ce qui ne peut
avoir lieu que si 'on suppose a plus grand que 5. Pour
a > b, le second membre est la somme des termes d’une
progression géométrique décroissante indéfiniment dont

. 1 , .
la raison est — —» par conséquent elle a pour valeur li-
a

1

. a
nmite =
T4 —
a

Il résulte de cette analyse que la formule du binéme est
applicable au développement de (a + 6)~*, pourvu que
la série soit ordonnée par rapport aux exposants négatifs
croissants en valeur absolue du plus grand des deux
termes a ct b,

VI. Prouver que le logarithme népérien de
cosz + \—1sinz
est x\{—1.
Prenant la dérivée de B (cosx + V—1 sinz), on a

- —_ . —sinx +\—1cosx
dériv.L(cosx + y —1sinr) = v .

cosx + y/——lsin.z'
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Multipliant les deux termes du second membre par
conjuguée du dénominateur et réduisant, on trouve

dériv.L(cosx + y—1sinz) = y—1.

On trouve de méme

dériv.L (cosx — \/—_lsin.z) = — \/:

la

La fonction primitive de V—r1est x V— 1+ C; pour

x = o, lelogarithme est nul, donc C = o, et I’on a

L{cosz + y —1sinz) =axy —1,

L(cosz — V—1sinz) =—axy—1.

Observation. Remontant des logarithmes aux nom-

bres, on déduit de ces deux résultats

cosx + y—1sinz = V=1 N

cosx — \—1sine = 2=}
par suite
e B
ST —=—- — 5
2
: eV =i gV
Sinxr — 3
2y —1
P Sy
tangxr = = _ .
(e‘ + L““V_‘)Q/——l
Pour x = am,
cos2w =1, sinax= o,
etlon a

e""\/__'z I.
Conséquences. 1° On a trouvé

- x? x*
=1 = .
+I+2 2‘3—}—‘..,
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remplagant x par xy— 1, on a, pour
=1 on cosx +y— 1sinzx,
le développement

_— —_— x? 3 —1
cosx —Isinr =14+ x\—1 — — —
+V \/ 1.2 1.2.3

14
+ e,
1.2.3.4 ’
égalant séparément les parties réelles et les coefficients
des imaginaires

x? x!
COST =1 — e = ey — |

1.2 1.2.3.4 ’
x’ 15

2.3 1.2.3.4.5 "

sinr —ux —

2° Le logarithme d’une quantité négative est une
quantité imaginaire.
Toute quantité imaginaire peut se mettre sous la forme
a+by—1 =p(cos.r + Y—1sinz),

sous la condition

p= \/a’+ b*.
On adonc

a1y
\/(I’-I— b2

Observant que 'on a identiquement

cosx 4+ \ — 1 sinx =

Vai b = eLVa+ 7,

on peut écrire

a + b\/:—;:: ‘/tl’+ b ch: :::(:rV:—FL\/a,_‘_ v
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remplagant x par 2kn + x, il vient
a—+b J I ——e(‘lh-&-r)ﬁ + L yut b +0
d’ou I'on déduit
L(a+by=1)=(24n + z)y—1 +Lya' + b
Si on suppose successivement

b:(), a>0,

b=o0, a<o,
on trouve

La = La+2l‘1r\/:_;,
L(—a)=La+(2k+1)ny—1.
Ces résultats apprennent qu'une quantité a une infinité

de logarithmes, et que le logarithme d’une quantité né-
gative est nécessairement imaginaire.



