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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. — PROBLÈME D'OPTIQUE.

1. PROBLÈME. Étant donné un quadrilatère plan, trou-
ver le lieu du point dans son plan, dfou deux des côtés
opposés du quadrilatère sont vus sous le même angle.

Solution. ABCD est le quadrilatère donné \ AB et CD
les côtés opposés. Si sur AB et CD on construit deux
segments de cercles capables de l'angle donné, les points
d'intersection des arcs appartiennent au lieu cherché.
Soit O l'intersection de AB et CD \ prenons OAB pour axe
des x et OCD pour axe desj^, et soit v l'angle des axes.

L'équation du cercle dont AB est une corde est

( i )

L'équation du cercle dont CD est une corde est

(i)

P = J 2 4 - 2jryeosv -f- x2 \ E, F , D', F ' sont des quan-
tités connues; D et E' des quantités variables. On a

4 ÂB2= E2 — 4 F , 4 CD2= D'2 — 4 Fr.

R et R/ étant les rayons des cercles AB, CD, on a

4sin2v.R2 = Ea — 2DE cosv + D2 — 4 F snl2 v>

4sin2v.R/2=r E'2— 2D/E/cosv + D'2 — 4F/sin2 v.

Pour que les segments soient semblables, on doit avoir

^ J B _ CD
R ~~ R ' '
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donc

(E2 — 4F)(E"— 2D'E/cosv-f- D" —4F'sin2v)

— (D'2 — 4F /)(E2— 2DECOSV-+-D2— 4Fsin2v).

Substituant dans cette équation les valeurs de D et
tirées des équations (1), on obtient

-h.*2(D'2 — 4F'sin2v)]

= (D'2 — 4F')[(P-f-E>r-f-f )2-f- 2Ejcosv(P4- Ex-f-F)

E2 —4Fsin2v)],

équation du quatrième degré, ligne du genre parabo-
lique.

2. Les distances des centres des cercles aux cordes res-
pectives sont proportionnelles à ces cordes 5 donc la droite
des centres a pour enveloppe une parabole, et le milieu
de la distance des centres décrit une droite (t. VI, p. 4o3).

3. Il est évident que la courbe passe par les points
d'intersection des côtés AB, CD ; AC, BD; AD, BC. Les
points de la courbe sont ceux où les côtés AB, CD sont
vus sous des angles dont les sinus sont égaux.

4. Lorsque les côtés AB, CD sont égaux, on a

E — 4F = D/2— 4F',

et Féquation se réduit au troisième degré.
5. Si les côtés AB, CD sont parallèles, on est amené

encore à une équation du quatrième degré.

6. PROBLÊME. Même énoncé. Les segments AB, CD
sont sur la même droite.

Solution. Prenant des axes rectangulaires, on a pour
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l'équation du lieu

(E2 ~4F)[(P-f-E'.r4-E/j3+^2(D'2—4F')]

# = (D'>_ 4F') [(P -+- E* -f- F y +- JT2(E» - 4F ) J,

où
P=j2-t-.r2;

d'où Ton lire

(E» — 4 F)*(P 4- E;x H- F r )± (D/2 — 4 F ^ (P -f- Ear -4- F) = o.

C'est le système de deux cercles faciles à construire.

Corollaire. Il existe donc huit points dont on peul
voir trois segments d'une droite, sous des angles dont
les sinus sont égaux.


