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NOTES SUR QUELQUES QUESTIONS D'EXAMEN
(ECOLE POLYTECHNIQUE)

(voir p. 3H6).

III.

Quand Véquation F(x, y, z) = o du second degré
représente un paraboloïde hyperbolique, l'équation ho-
mogène que Von obtient en égalant à zéro Vassemblage
des termes du second degré de F (x, y, z), représente
le système de deux plans directeurs de ce paraboloïde.

Par la transformation des coordonnées, l'équation

(1) F ( * , ƒ , « ) = = O

se réduit à

(2) p2xl — p ' 2 y"1—qz = o.

Et, dans ce nouveau système, F équation

détermine deux plans directeurs.
En revenant aux coordonnées primitives, l'équation (2)

devient

y?2 (a -f- ax -h by -h cz)2 — p'2 ( 6 H- a' x -f- b'y -f- c' z)2

— ç (7 -h a"x -h b"y -f- c" z) = o
OU

?2(tf.r + by-\-cz2— p'2 (a'x •+ b'y -+- c'z)7

Et, l'équation
p2x2—p'*y2=o

Ann. de Mathémat.yt. XX (Novembre I86I ). 26



est remplacée par

(4) p2 (a 4- ax -+- by -+- cz)2 —/?" (6-f- «'.r -f- *'ƒ H- c'z)'= o.

Or, les équations du second degré (î) et (3), représen-
tant la même surface rapportée aux mêmes coordonnées,
ne peuvent différer que par un facteur indépendant des
variables x, y, z \ donc les termes du second degré de
F (x,yi z) sont, à ce facteur près,

p1 [ax -h by -f- cz)2 — p'2 [a' x -h b'y -f- c' z)\

De plus l'équation

//(ax-h by + czf — p'2(a' X-+- b'y 4- c' z)2 = o

donne deux plans respectivement parallèles aux plans dé-
terminés par Téquation (4), et ces derniers sont des
plans directeurs *, par conséquent la proposition est dé-
montrée.

IV.

Trouver l'équation générale des paraboloïdes hyper-
boliques ayant pour plans directeurs deux plans donnés
p, p' et dont une génératrice rectïligne soit la droite
donnée a parallèle au plan p.

Par a je conduis un plan pf/ parallèle à pm, il coupera
p' suivant une droite a'. Je prends pour axes des x et des
y les droites a, a', et pour axe des z une droite quel-
conque, autre que a', et menée dans le plan p' par l'in-
tersection des droites a, CL'. Les équations des plans p' et
pn seront

• ,r=:O, Z = O,

et la droite a sera représentée par les deux équations

y = o, 3 = 0.
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II en résulte que l'équation générale des paraboloïdes

hyperboliques ayant pour plans directeurs p, pf/ ou p, pf

est
+-D = o (p. 4oi),

C, C', C", D désignant des coefficients ou paramètres
arbitraires.

Pour que la droite y = o, z = o soit une génératrice
de ces paraboloïdes, il faut que C et D soient nuls ; donc
l'équation cherchée est

XZ + C'y

V.

Lorsqu'une équation F ( x ) = o à coefficients corn-

mensurables admet pour racine le nombre irrationnel Va,
le premier membre F (x) de l équation est nécessaire-
ment divisible par xm — a, en supposant toutefois qu'au-
cune puissance de y a, de degré moindre que m, ne soit
commensurable (*).

Remarquons d'abord que le produit de deux racines
imaginaires conjuguées de xm—a = o est un nombre
invariable égal à a% en désignant par a la valeur arith-
métique du radical \a. Car les racines de xm — a = o
s'obtiennent en multipliant par a celles de xm — i = o, et
l'on sait que le produit de deux racines imaginaires con-

(*) Je n'affirme pas que ce soit exactement l'énoncé d'une question
d'examen; c'est seulement l'interprétation d'un énoncé assez obscur qui
m'a été remis. Plusieurs questions de ce genre ont été, je crois, proposées
dans les examens publics par le célèbre auteur de la Philosophie positive.
Elles s'appelaient alors questions de spontanéité. Depuis, elles ont changé
de nom : on les nomme aujourd'hui questions d'intelligence.
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juguées de cette dernière équation est toujours égal à

II en résulte que si aucune puissance de a de degré
moindre que m n'est commensurable, le binôme xm— a
n'admettra aucun diviseur à coefficients rationnels autre
que xm— a.

En effet soit, s'il est possible, xn -H...H- run diviseur
de xm — a, à coefficients rationnels et d'un degré moindre
que m. Le produit de deux racines imaginaires conju-
guées de l'équation

xn -+- . . . H- r = o

sera égal à a2 \ ses racines réelles ne peuvent être que
-4- a : donc le produit ziz r de toutes ses racines aura pour
valeur absolue an. D'après cela, on voit que si le diviseur
.r" + . . .+ r avait ses coefficients commensurables, a" se-
rait rationnel, contrairement à ce qu'on a supposé, puis-
que n représente un nombre moindre que m.

Il est maintenant facile d'établir la proposition énon-
cée.

Car les équations

F ( x ) = o, xm — a=z o

ayant leurs coefficients rationnels et une racine commune
a, les polynômes F [x) et xm — a admettent nécessaire-
ment un plus grand commun diviseur, fonction de x,
dont les coefficients sont de même rationnels. Mais on
vient de voir que x'n — a n'a pas d'autre diviseur à coef-
ficients rationnels que xm—a; donc le plus grand com-
mun diviseur de F (x) et xm — a est xm — a, et, par
conséquent, F (x) est exactement divisible par xm — a.
C'est ce qu'il fallait démontrer.
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VI.

Propriétés des diamètres conjugués de l ellipsoïde.

Ces propriétés ont déjà donné lieu à plusieurs articles
dans les Nouvelles Annales. Mon savant collaborateur,
M. Terquem, les a déduites de formules générales, ex-
traites d'un Mémoire de Lagrange (t. I, p. 387 et 497) •>
on peut, sans trop s'écarter du Programme officiel, les
déduire des formules dont la connaissance est exigée
pour l'admission à l'École Polytechnique; c'est ce que je
me propose de faire voir ici.

Dans les calculs suivants, les coordonnées sont suppo-
sées rectangulaires *, a, è, c représentent les demi-axes de
l'ellipsoïde5 a', b\ c' les demi-diamètres conjugués d'un
système quelconque ; (x^jr19 s t ) , (.r,, y,, s,) ( x 8 , / 8 , *s>
les coordonnées des points auxquels a', b\ c' rencontrent
la surface de l'ellipsoïde rapporté à ses axes.

X. Les équations de la droite a' sont

Par conséquent l'équation du plan diamétral conjugué
de a' est

' ' = oo ' r ' — r = o.
a2 b c1

La droite b' appartient à ce plan; donc

x y x 2 y x y 7 z{z7
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II est clair qu'on a de tnème

et, de plus,

<r2 v 2 r'1

(6> ^ F + ? = l-

L'équation (4) montre que ~ ' V ' - sont les cosinus

des angles a, ê, y qu'une droite forme avec les axes des
coordonnées. On peut, par la même raison, considérer

—9 ~5 -» — > T^ ~ comme les cosinus des angles a', ê\
a b c a b c D '

y', a/r, 6", y" formés avec les axes par deux autres droites.
Ces trois droites sont rectangulaires, puisque les équa-
tions (i), (2), (3) donnent

COSa COSa' 4- COS6 COSê' -+• COS7 COS7' = = °9

cosa cosa'' -h cos6 cos6r/ -h cos7cos7" = o,

cosa'cosa'7 + cosê' cosê / /-h coS7'coS7'/ = 0.

Il en résulte

COS2 a H- COS2 a ' - h COS2 a" = 1 ,

cos2 6 •+• cos2€' -h cos2 6"=^ 1,

cos27 -H cos27 ; -4- c o s 2 7 " = 1,



d où

(7)

(8)
(9) *J-h sj •+.«;=:<?'.

C'est-à-dire que :

Les sommes des carrés des projections de trois dia-
mètres conjugués a', b ' , c' sur les axes de Vellipsoïde
sont respectivement égales aux carrés de ces axes.

Et conséquemment :

La somme des carrés de trois diamètres conjugués est
égale à la somme des carrés des axes de Vellipsoïde.

2. Les trois droites (a, 6, y), (a', 6', / ) , (a", 6", y")
étant rectangulaires, on a

cos a cos 6 -f- cos a' cos 6' -f- cos a" cos 6" = o
ou

(10) xxyi-\-x2y*-\-xzyz — o,

et de même

(11) X\ zK -4- x2 z7 -f- #3 Zj = o,

(12) r i « i + 7 2 ^ + ^ 3 «s = o.

Au moyen de ces trois relations, nous allons démontrer
que :

La somme des carrés des projections de trois dia-
mètres conjugués sur une droite quelconque est égale à
la somme des carrés des projections des axes sur cette
droite.

En effet, soient /, m, n les cosinus des angles que font
les axes des coordonnées .r, y, 2, avec la droite considérée,
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et p , p'\ p(/ les projections de a', b', c' sur la droite
(/, m, /*). Comme a' est la resultante du contour formé
par les coordonnées ,r t , yt, zx, Ie principe relatif à la
projection de la résultante donne

on a de même
p'* = (ix7 -h mjr, -+- «z2)2,

Additionnant ces trois équations, en ayant égard aux
relations (10), ( n ) , (12), il vient

ou

p2 4 - / / ' + />//2 = (la)' -H (m^)3 + (nc)\

Ce qui démontre la proposition énoncée.

3. De l'équation

cos a cos a' -H cos 6 cos 6' -4- COS7 cos 7' = o,

on tire d'abord
(COSOC COSa' -+- COSê COSê')2

= cos27 cos27' = (1 — cos3a — cos26)(i — cos2a;— cos*6').

Puis, développant et réduisant,

( cos a cos 6' — cos 6 cos a' y

= cos2a 4- cos'ê -h cos2 a! -f- cos2 6'— 1 = 1 — cos27 — cos2 7'

ou
(cos a cos 6' — cos 6 cos a')2 = cos:7/;.

Cette dernière équation devient, en substituant aux co-
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sinus leurs valeurs — 5 *̂ > etc.,
a b

d'où

Et semblablement on a

Les égalités précédentes (i3), (i4), (i 3) vont nous servir
à établir cette proposition :

Le parallélipipède construit sur trois diamètres conju-
gués a', b', c' de Vellipsoïde est équivalent au parallé-
lipipède des axes de cette surface.

Je prends pour base du parallélipipède des diamètres
conjugués le parallélogramme construit sur a1 ei bf. En
nommant s la surface de ce parallélogramme et 0 l'angle
des droites af, b', on aura

s — a'ùf sinô.

Mais les droites a\ b1 ont pour équations

Z| Z, Z7 Zz

donc

COS 9 = - 7 - -



il en résulte

Et par suite

égalité qui revient à

comme il est facile de s'en assurer.
Les relations (i3), (i4)5 ('5) réduisent cette dernière

expression de $* à

D'autre part, la hauteur h du parallélipipède considéré
étant la distance du point (x3, j 3 , z3) au plan

on a, d'après une formule connue,

r2 v2 z2

Delà

Ou, en désignant par v le volume du parallélipipède,

v = abc.

C'est ce qu'il fallait démontrer.

4. Actuellement, je désigne par w l'angle que le plan
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des coordonnées or, y fait avec le plan des diamètres con-
jugués a', b1 et qui a pour équation

La valeur de cosw sera déterminée par l'égalité

cos2w =

zl

ou

cos'w = h7 ^ ,

puisque

L'équation

donne successivement

z7 z2 z2

s2 cos'w = s7 h* -±=za* b'c' -±z=a* b2 -±

ou

Mais le produit s. cos GO est la projection du parallélo-
gramme s sur le plan des coordonnées ^ j ; o n a donc, en
désignant par P cette projection,



Si s', s" représentent les parallélogrammes construits
sur les diamètres conjugués a!, c et ft', c', et P', P/; les pro-
jections de 5', s" sur le plan des x , j , il est clair qu'on
aura de même

et, par suite,

Ainsi, la somme des carrés des projections sur le plan
des xy des parallélogrammes construits sur trois dia-
mètres conjugués quelconques est égale au carré du rec-
tangle des deux axes qui appartiennent à ce plan.

Et comme le même principe s'applique évidemment
aux projections sur les deux autres plans des coordonnées,
il en faut conclure que :

La sommé des carrés des parallélogrammes construits
sur trois diamètres conjugués quelconques de Vellipsoïde
est une quantité constante et égale à la somme des
carrés des rectangles construits sur les trois axes de la
surface*

Cette dernière proposition et les deux égalités

/,'a 4- b" -h c" n ^ + f t ' + C 1 , vz=. abc,

démontrées (nos 1 et 3), résultent encore des relations
qui existent entre les racines et les coefficients d'une
équatiou du troisième degré\ c'est ce que nous allons
expliquer.

5. De l'équation de l'ellipsoïde
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je retranche l'équation de la sphère

x* y* z2

r2 r2 r2

il en résulte

équation d'un cône dont le sommet est au centre de l'el-
lipsoïde et qui passe par les points communs à l'ellipsoïde
et à la sphère.

Soit

Si Ton suppose
r=za,

l'équation (i) se réduit à

et comme
/ I I \ / l I \ TI U ) ont le même siene, 1 e-
\^2 a-J yr' a2/ ö '

quation (2) n^admet pas d'autre solution réelle que
y = o, 2 = 0, c'est-à-dire que dans ce cas Téquation (1)
représente Taxe des x.

On verra de même que si r = c, l'équation (1) repré-
sente Taxe des z.

Lorsque r = b, l'équation (1) devient

1 rr • / l T \ / T ! \ i

les coefficients I — — -j^u I - — — J ayant des signes
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contraires, l'équation (3) est l'équation du système de
deux plans qui se coupent suivant Taxe des y.

Ainsi le cône se réduit au système de deux plans qui
se coupent, ou bien à une droite, suivant que la sphère a
pour diamètre l'axe moyen de l'ellipsoïde ou Fun des
deux autres axes. Dans le premier cas, en coupant par
un plan la surface que Féquation (i) représente, on aura
pour section deux droites, et, dans le second cas, on aura
pour section un seul point.

Réciproquement, si la section est formée de deux
droites concourantes ou d'un seul point réel, le diamètre
de la sphère sera nécessairement égal à Fun des trois axes
de F ellipsoïde, en admettant toutefois que le plan sécant
ne passe pas par 1*origine des coordonnées qui est le som-
met du cône.

Cela posé, nommons a', è', c' trois demi-diamètres
conjugués de l'ellipsoïde et a, S, y les angles que ces dia-
mètres forment deux à deux *, en les prenant pour axes
de coordonnées, Fellipsoïde, la sphère et le cône seront
respectivement représentés par les équations

+ a , . 1 , - - CO.» + » , - , ; « • « ; ; 0 « , =

«(ï)œ~+'(ï)(o-+'(î)(ï)-'=-
La projection sur Ie plan des xy de Fintersection du cône
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et d'un plan z = m a pour équation

- I I - cos a

2 — - cosy -+• /TÎM -T r.)—o

ou plus simplement

(4 ) A j 2 -h Bxj 4- Car2 ~H D j -f-

en posant

2 COS a

' Ti '

I I

2/Ti cosy

im cos SE:

Pour que le diamètre de la sphère soit égal à l'un des
trois axes de l'ellipsoïde, il faut que l'équation (4) repré-
sente deux droites ou un point, ce qui donne, comme on
sait,

AE2 + CD5 -f- FB2 — BDE — 4 ACF = o.

En remplaçant A, B, C, D, E, F par leurs valeurs, on
trouve

•+-[a f ib'1 sin2a -+- a'7c'2 sin2 6 -f- b'2c'2 sin2 7 ](r2)

— af2b'7c'2[i-h 2cosacosêoosy — cos2a -cos 2 S -cos 2 y] = o.
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Les valeurs de r* qui vérifient cette équation étant «%
&% c% on a

(5) rt''-4-£

ö'6'sma)2-f-(öVsinê)2-+- (b' c' siny)2

==(**)'+(««?)»-H (tor)1

!
ö'2 £'2 C / 2[i - j - 2 COS a COS ê COS7 COS2 a — COS2ê — COS2 7 ]

= « • * . * . .

Les relations (5) et (6) donnent une nouvelle démons-
tration des propositions déjà établies (nos 1 et 4). Pour
interpréter l'égalité (7), remarquons que les diamètres
conjugués a', £ ' , c' déterminent un trièdre dont les
angles plans sont a, 6, y. En nommant 6 le dièdre opposé
à a dans cet angle solide, on aura, d'après la formule fon-
damentale de laJLrigonométrie sphérique,

cos a — cos ? cos 7
cosö = 7——. ' 9

sin ö sin 7

d'où

\ -\- 1 cosa cosê COS7 — cos2a — cos26 — cos27sin^É

II en résulte, en ayant égard à l'équation (7) :

rt'2£'V2sin2ôsin26sin27 = a2 b'c7,

ii' b' c' sinô sine sin7 = abc.

Donc, le parallélipipède construit sur les trois diamètres
conjugués a\ b\ cf est équivalent au parallélipipède des
axes. G.


