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SUR LA SOMMATION DE CGERTAINS COEFFICIENTS BINOMIAUX

(voir t. XIX, p. 32);
Par M. CATALAN (*).

I. ProsLime. Dans le développement de (1 +z)™,
on prend les termes de p en p. Quelle est la somme de

(*) Né a Bruges (Belgique) le 30 mai 1814.



(261)
leurs cdefficiens? (L'exposant m est supposé entier po~
sitif ) (¥).

Représentons par S, S, ..., S, les sommes dont les
m(m—1u)... (m—-p-i—z)'
1.2...(p—1)

Soit 8 une racine primitive de ’équation

. m
premiers termes sont I, —y--+,
1

(1) P —1=o.

En remplacant z, successivement, par 6, 6%, ..., 67,
nous aurons, en vertu de cette équation,

(l+e)m =S, +8S,6 +---+Sp_lep~"
(140 =S, +88 +...+8, 00,
(14 00— )" =S, + 8, 0= 4 ... - S,_, 4= (#=),
(l+‘)m =S, +5, -+ ~-+S‘n—1~

If. Pour tirer, des équations (2), la valeur de S;, il
suffit de les ajouter membre a membre, aprés avoir mul-
tiplié par 6=* les deux membres de la premiére, par 6-*

les denx membres de la deuxié¢me, etc. En effet, le coeffi-
cient de S, dans ’équation résultante, est

QR =k gk —h) 4 4 getk—h) = o,

attendu que A’ et k étant inégaux, et inférieurs a p, 6F=*
est une racine primitive de I'équation (1).
Par suite,

(3) pSe=(x +0) 0~ F 4 (1 4+ 0°)0=% 4-. .+ (14 6P)" Pk,

(*) Un jeune géométre, M. Haton de la Goupilliére, a résolu la méme
question pour le cas d’une fonction quelconque. Néanmoins, & cause de la
simplicité du resultat exprimé par la formule (C)}, j'ai cru pouvoir le
faire connaitre.
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III. Soit maintenant

{4) 8=rcos g + y—1sing;
d’ou
- —1
14-6= ZCOS—cp cI(N
P—
1 +9’=2cos§¢¢ . e;?‘/-l )

......................

p, V=

l+GP._2(,()S-q) e2

La formule (3) devient

() 5
cua’";?.e +cos”’;cp e \?

+cos”'§<p.c <_-’A) V= ‘

pSp=2"

Par conséquent

2
COS"'lty(‘OS(ﬁ—k\?+COS"'—?COSZ<T-—L')0{+.
2 2 2 2
(A) pSg =2 !
+cos""—)q;.vosp Zk 9
2 2

et

1 N m 2 . m
o=cos"';u, sin <—-2——k>qa +cos"‘;<psm 2 (-2——/{'>7+ -
(B) p m
+cos™ —gsinp (-2— — k)qu.

IV. Trés-souvent l'évaluation de la quantité entrc
parenthéses, dans la formule (A), est plus compliquée que
la détermination directe de S;. Mais, par cela méme, 1'é-

s P 3
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quation (A) peut étre regardée comme donnant la somma-
tion de cette quantité. Pour plus de simplicité, posons

m—2k=gq,

et rappelons-nous que

nous aurons

T T 27 11’
cos™ ~ c0s g — - cOS™ — 0529 — —+ . ..
~ P P
(€)

-+ cosm 2 cospq R -lim Si.
P p 2

Par exemple,

5 2w 10m™ . 3
€087 2 C0S - cos’——cos——-+cos’nc055n=;(7 +35+1).

373 3 3

V. Si k+p surpasse m—-1, la somme S; est composée
d’un seul terme, égal a C,, ;; donc alors

™ = m2T n pr =
€0s™—C€0S g — -} COS -;—-coszq;-}-. .o tcos"—. coqu;
(D) —_— — \
_pmm—1)...(m—k+1)
T am 1.2...4

Soient, pour fixer les idées,
m=13,p=11,k=3,9=17:

n ™ ar 14w 3 21w
cos"—cosl~ -+ cos'”—cosi—+ €08 —Cos — 4~ ..
11 1 1 1 I 1

11
( ~+ cos® wcos g m =—. 286.
2'3

11 janvier 1861.



