NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

E.-E. KUMMER

E. DEWULF

Théorie générale des systemes de
rayons rectilignes

Nouvelles annales de mathématiques 1'¢ série, tome 20
(1861), p. 255-260

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1861_1_20__ 255_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1861, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1861_1_20__255_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DE RAYONS RECTILIGNES

(voir t. XX, p. 72),

Par M. E.-E. KUMMER.

CreLLE, t. LVIL

Travuir par M. E. DEWULF,

Capitaine du Génie.

§ IV.— Foyers des rayons, leurs points milieux et leurs
plans focaux.

En mettant dans les expressions (12) et (14) (§I) pour
dx, dy, dz, dk, dn, d{, leurs valeurs en fonction des
quotients différentiels partiels ou des différentielles des
variables indépendantes et pour x, A, u, leurs valenrs
(§ III) , on trouve pour dp et ds:

(1) ds=duV&+ 25¢+Ge,
du (' + gt) (& + F2)— (e + 1) (F + 1)
(2) dp= P D )
AVE + 2Ft+Gr
d’ou
dp _ (F'+gt)(C+F0)—(e+f1)(§+Ge)
(3) = .

AVEF 28+ gy
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Aux valeurs de ¢ tirées de I'équation

(4)  (F+g)(C+Fe)—(e+f1)(F+Gt)=0

correspondent deux rayons infiniment voisins du rayon
de départ dont les plus courtes distances i ce rayon sont
des infiniment petits d’ordre supérieur.

Nous trouvons, en développant I'équation (4),

(5) (gF—G) £+ [gE—(f+f,)F—eGle+f'E—~eF=o.

Désignons par 7, et 7, les racines de cette équation,
nous aurons

— g&+(f—1')F +eG f'é—ed
y T Ty ——————
g¥—fg g% — ¢

(6) n+ 1=

L’équation quadratique (5) n’a pas toujours ses racines
réelles. Ces racines sont réelles ou imaginaires, selon la
relation caractéristique du systéme de rayons dans I'es-
pace. 11 y a donc a considérer deux catégories de systémes
de rayons. Celle ou tout rayon est coupé par deux rayons
infiniment voisins, et celle ou cette intersection n’a lieu
pour aucun rayon infiniment voisin. Il existe une troisi¢éme
catégorie de systémes, c’est celle ou certains rayons sont
coupés par deux rayons infiniment voisins et ou d’au-
tres rayons ne sont coupés par aucun rayon infiniment
voisin.

Les deux points oi un rayon est coupé par deux rayons
infiniment voisins seront nommés foyers de ce rayon. Ces
points seront réels quand z, et 7, le seront. On obtient
les abscisses des foyers en mettant dans I'expression
générale de l'abscisse du point d’un rayon le plus
voisin d’'un rayon infiniment voisin, les valeurs de 7, et
de 7,. Désignons les abscisses des foyers par p, et g, nous
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aurons )
SIS |

( C—{—z&’v.—}—@rf

7) ___e+(f+f’)7,+g-r{
fr= £+ 25},4-9':;

Ces valeurs peuvent se mettre sous la forme suivante,
au moyen de 1'équation (4):

. e=4fr,  f'4gr

(8) Pl_—5+§r| ~_—j‘+g"r.,
_ e+f'r,__ f + g
iy b

Si entre ces équations on élimine 7, et 7,, on trouve
une équation quadratique dont les racines sont p, et p, :

(9) (€6 —F)r+[gE—(f+')F+ef)r+ eg—IF =o0;

on a donc

. g& —(f+1)F + e eg — ff’
(10) pi+ po=—2 A,) Q’, pipr= gA, .

Si 'on compare 1'équation quadratique dont les ra-
cines sont p,; et p, & I'équation dont les racines sont les

abscisses des points limites des plus courtes distances,
on trouve

([l) prtpr=n+4r,
(F—ry
(l'l) P|Pz=r1rz+ 4A1 *

La premiére de ces équations donne le théoréme suivant :

Le point milieu de la distance des deux foyers dun

rayon coincide avec le point miliqu des deux points li-
mites de ce rayon.

Nous nommerons ce point milieu commun centre du
rayon.

4nn. de Mathém., t XX. (Juillet 1861.) ]
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Soit ¢ la distance du centre d’un rayon a ses foyers;
on a

(13) d= P_:_P_
Les quatre longueurs r,, r,, p,, ps, peuvent s'exprimer en
fonction de m, d et d (11) et (18) (§II) :

(l/}) 5r,=m-—}—d, rn=m++d,

(p,:m—{-&, pp=m— d;
et 'équation (12) donne

(—Fy,

(15) d? — §' = s

De la résulte ce théoréme :

La distance de deux foyers d’un rayon n’est jamais
plus grande que celle de ses points limites.

Ainsi les foyers sont toujours compris entre les points
limites ou coincident avec eux.

Nous nommerons plans focaux d’un rayon les plans
qui passent par ce rayon et renferment aussi I'un ou
I'autre des rayons infiniment voisins qui coupent le rayon
donné.

Ces plans sont réels quand les foyers le sont. Leur
position relative par rapport aux plans principaux est
définie de la maniére la plus simple par I'équation

r=r,cos’w -4 r,sin’w,
d’ou l'on tire
r,—r r—r

) sin?e =
r,—nr r—r

(16) coS?e =

Si T'on fait r = p,, w est 'angle que fait le premier
plan focal avec le premier plan principal; si I'on fait
r = p,, w est I'angle du second plan focal avec le pre -
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mier plan principal. Nommons w, ¢t ©, ces deux
angles , ©y — w; = y sera I"angle des deux plans focaux.

On a

ry —p, . Dy =T

\ Cos?w, :———P—, sin o, = Y——,

( ) i ry—r ry—r,
7

N Ty — p2 - p2=—T

P — s sinte,=— —.

r,—7nr r,—n

Si 'on remplace dans ces formules les abscisses des
foyers et des points limites par leurs valeurs en fonction
de m, d et d, on obtient

1 . d+9
COS », = SIN w, = ’

2d

. d—3
COS w; == SINw, == 7 .
2.d

Donc », =

(18)

7 — w,. Et, puisque les plans principaux

SR

sont rectangulaires, 'angle du second plan focal avec

. 1
le second plan principal est ST e =, De 1la ce

théoréme :

Les deux plans focaux d’un rayon sont situés s ymé-
triguement par rapport a ses plans principaux , de sorte
que le plan bissecteur de U'angle des plans focaux estle
méme que celui de Uangle des plans principauzx.

Pour I'angle 7 = w, — w, des plans focaux, on a

1 1
s'?'_— ‘77—'7.0)1—__'?(1)"'—")—77:,

2
(19)
1] 1 I 1
' m,z”;i—n' ——:7, o),:':—-ﬂ——-;".

4
17.
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Donc
siny = €08 20, = 08’0, — sin? @, ,

€Osy == sin 2 », == 2 $in », COS », ,
d’on, d’apreés les équations (18),

V& — 3.

. )
siny =—» cosy = -



