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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE EN 1860

(volr t. XIX, p. 328 et 436);

Par M. DESGRANGES.

Question généralisée. Un cone de révolution est coupé
par un plan. Si par tous les points de l'intersection on
mene des droites qui rencontrent I'axe du cdne sous un
angle constant, chacune de ces droites perce la surface du
cobne en un second point.

Quelle est la courbe formée par ces seconds points?

Solution analytique. Soicent
() yi+a2t=(az—r)
I’équation du cone;
(2) 2= mx

équation du plan sécant, et k la cotangente de I'angle
constant. L'équation de la surface formée par toutes les
droites est

(3) (224) (s — hame 4 hrp=[(as—r) mex— & (& +7")}.

Les deux intersections de cette surface avec le cone (1)
ont pour équations :

1° yrt+at=(az—r) et z=mxz,

c'est 'intersection donnée;

2 ylqx'=(az—r)} C z=-—mr—

c’est l'intersection cherchée.
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La courbe cherchée est donc semblable 4 V'intersection
donnée. Les plans des deux courbes sont perpendiculaires
i unc section principale du céne, ils sont également in-
clinés sur ’'axe du céne, mais en sens contraire.

C. Q. F. T.

Tout cone de révolution qui a méme sommet que le
cone primitif coupe la surface (3) suivant deux coniques
semblables entre elles et de méme espéce que l'intersec-
tion donnée.

Si dans I’équation (3) on fait k =a, on aura ’équa-
tion de la surface formée par les normales.

Si a devient zéro, le cone donné devient un cylindre.

On a alors une surface que tous les cylindres de révo-
lution concentrique a 1'axe des z coupent suivant deux
ellipses égales, etc.

Cette surface est identique a celle qui a pour direc-
trices : 1° la base d’un cylindre de révolution; 2° une
des arétes de ce cylindre et dont la génératrice fait un
angle constant avec cette aréte.

Elle peut encore étre engendrée par une droite qui
tourne autour d’une autre qu’elle rencontre sous un angle
constant, le point d’intersection marchant sur la droite
fixe de quantités proportionnelles au sinus de I'angle que
décrit le plan des deux droites.

Quand on a en méme temps a = o0, k=0, tous les
plans des ellipses suivant lesquelles la surface est coupée
par les cylindres de révolution concentriques aux z se
coupent suivant une méme ligne, toutes les ellipses ont
leur petit axe sur cette ligne et ont leurs centres en un
méme point de cette ligne.

Nota. Pour lc cas ou le plan sécant est vertical, I'é-
quation (3) ne donue qu’un cas particulier.
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Mais si Pon prend les équations
7 = (az— P
z=P,
P’équation de la surface est
z*(az —rP = (2> + y*) [ kax — P (ka —1)].

On voit bien que tout cone de révolution ayant méme
axe et méme sommet que le cone donné coupe la surface
suivant deux hyperboles dont les plans sont verticaux et
perpendiculaires a une section principale du cone donné.

Remarques générales.

Si I'on fait tourner le plan des xz autour de I'axe des
z, toute droite du plan qui rencontre I'axe des z décrira
un cone de révolution. Mais si I'intersection de la droite
avec I’'axe, au lieu de rester fixe, se meut sur I'axe de
telle sorte que sa distance z’ 4 'origine varie en méme
temps que I'angle B du plan mobile avec le plan des xz,
en un mot que I'on ait

=9 (B)
(¢ représentant une fonction quelconque) pour
7 =tangB et 4£=o,

on a, comme on sait, le paraboloide gauche isocéle.

Il est clair que pour chaque espéce de fonction ¢ on
aura une espéce particuliére de surfaces dont I'équation
est de la forme

z+9 (;) =kyz +y,

k étant, comme on I'a supposé, la cotangente de I'angle
que la génératrice fait avec les z.
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La surface représentée par 'équation (3) est une de ces
espéces de surfaces. On a dans ce cas

', __rm(1+ ka)cosB
D TIo eemes—————————
14 amcosB

On peut supposer que k, au lieu d’étre constant, varie
avec B. On a alors un genre de surfaces représentées par
'équation générale

1)1 (3) 7

Cette derniére équation représente toutes les surfaces
gauches qui peuvent étre coupées par un plan suivant une
droite qui rencontre toutes les génératrices (rectilignes,
bien entendu).

Ainsi, pour prendre un cas simple, I'équation
N x?
z2—N==M—————— X V2?4 ?

x \/1+'§

est I'équation d’un hyperboloide a une nappe;

z-—-Nz-zo
z

I'équation d’un paraboloide gauche isocéle, etc.
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