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NOUVELLES ANNALES

DE .

MATHEMATIQUES.

QUESTIONS D’EXAMEN;

Par uN PBOFESSEDR.

Soit proposé de trouver le lieu des points pour lesquels
deux normales & une conique font un angle donné.

Comme par un point donné on peut mener plus de
deux normales & une conique, il suffira de remarquer que
Pangle des tangentes étant égal a celui des normales, ou
bien supplémentaire, il sera facile de déduire le lieu de-
mandé, du lieu formé par les points d’ou I'on peut mener
a une conique deux tangentes faisant un angle donné, et
Pon reconnaitra tout de suite que dans les deux cas I'équa-
tion appartient a un angle donné ou 4 son supplément.

Pour le probléme des tangentes, si, le point du lieu
étant («, (3), on élimine y entre I'équation de la conique
et celle de la droite y —f3 = t(x — a), en exprimant
que les valeurs de x sont égales, on obtiendra une équa-
tion

P2 +Qt+R=o,

ouP, Q,Rsontfonctionsde « et f. L’ équation du lieu sera,
en représentant par t;, t, les coefficients angulaires des
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deux tangentes et par m la tangente de leur angle,

t—t,

—_— i,
T+ b 2,

ou encore, en faisant disparaitre le radical de

VQ*—4PR
P ?

t— =
(1) Q’— 4PR = m*(P + R)?,

de sorte que I'équation ne changeant pas avec le signe de
m, elle convient & des angles supplémentaires.
Comme on peut déterminer les coefficients angulaires

1 1
des normales — ;o —penaet {2, et de méme les coor-
- 1 2

données des points de contact des tangentes, on aura deux
équations (2), (3) en a, 3, X et Y en représentant par
(X, Y)le point de croisement des normales.
L’élimination de « et 3 entre (1), (2) et (3) donnera
le lieu. Pour la parabole le calcul est assez simple, 1éli-
mination de 3 conduira & deux équations de forme

*+ La?4+M =0, 2?4+ Na+O0—o,

ou L, M, N, O sont des fonctions de X et Y, et 'on tom-
bera sur une équation du quatriéme degré.

L’élimination est probablement plus longue pour le cas
des coniques a centre.

M. Serret a proposé le cas de la parabole et de ’angle
dont la tangente m =1.
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QUESTIONS D’EXAMEN (ECOLE POLYTECHNIQUE, 1860);
Par M. F.-A. BEYNAC,

Professeur.

I. Quel estle plus grand des nombres

V2, Y3, V4,...?

Considérons les deux nombres yr, ""y/n+ 1; pour les
comparer, réduisons-les au méme indice, il vient

n(n—+—1\)/ p n("+li/(ﬂ-{——_—l)" .

On peut comparer les quantités soumises aux radicaux,
apreés les avoir divisées par »",et on a les deux nombres n

et <l +%>n,

Or, .

I G | G 0

1\»
(1+7) =2+
n 1.2

en outre, on connait les résultats

1
1.2.3

2<(1+;’->n<z,+-l%+ “+...<3.

Cela posé, observons que pour n = 2 la seconde ra-
cine ou y/3 est plus grande que la premiére ou {/2; pour
1\"* . . by

n=3onan> <1+ ;l-> » donc la premiére racine ou /3

est plus grande que la seconde ou {/4; pour 7 > 3 la pre-
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miére est toujours plus grande que la suivante, on a donc
V2 <B>VESYE>
Donc * 3 est le plus grand terme de la série.

II. Toute puissance entiére d’une somme de deux
carrés est elle-méme une somme de deux carrés.

(@*+ b?)" = A* + B~
En effet, on a
(a+bV=1y=A+By—1,
(a—by—=1"=A—By—1.
Multipliant membre 4 membre, on a
‘ (a*+ b*)" = A* + B

III. Calcul de la somme des coefficients, pris de
4 en 4, dans le développement de (x +a)™.

La question renferme quatre inconnues, car on peut
faire la somme a partir du premier terme, du deuxiéme,
du troisiéme ou du quatriéme.

Posons x =1, a=\—1, ona

(l+\/:f)"'=1+m \/:—#-E;)

m(m—1) (m—2) ,—
- 1.2.3 '~/.—l+“”
»

Désignons par S, la somme des coefficients de rang
4n 1, n pouvaunt étre nul, par S,, S;, S, celles de rangs
4n+2,4n+3, 4n.0n a

(1) (V=) =8 +SV—1—8—S yV—1,
(2) (1 =yV=1)" =8 =S, yV—1—8,+8V=1.
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On sait que la somme 27~' des coefficients des termes de
rang pair égale celle des coefficients des termes de rang

impair, donc
S +S;=2"", S, + 8, =2""

Ajoutant et retranchant successivement (1) et (2), on
trouve

S, —S,= (l -i‘- \/___,')m+ (I — \/'_'_'_l)m

(l +\/‘_—])m _ (l_\/:)m.

2 \V—1

De ces résultats on conclut facilement

b

S, — S =

2m + (1 +V—=1)"+ (1= V=1)"

S =

4 9
S — am — (1 +x/—-l)m-—(l—\/_——-ﬂ'"’
* 4
g 2" \/:;—i—(l-*-\/:—_l)_'-n—-(l -——\/—_1)'"’
1 fy—1

6 VIO VD) (=)
‘ GV =1

Ces quatre valeurs sont réelles, car y— 1 disparait dans
les réductions.

IV. Dans quelles conditions le quotient

fr 4+ 1)" —am—
4z 41

est-il entier?

Il faut et il suffit que les racines de I'équation

2’4+ r+1=o



(10)

vérifient I'équation
(r +1)"—a"—1=o0.

Ces racines sont les imaginaires conjugnées
I I —
— -k -V—=3;
SESV=3;

il suffit de trouver les conditions pour que I'une d’elles
vérifie la deuxiéme équation. Observons que ces valeurs
sont les racines imaginaires cubiques de I'unité

I 1 — I I —
— e o e = e 3
o= —-+=y—3, a ~—5V=3;
de plus
@41 = — a?
Cherchons donc les valeurs de m pour lesquelles on a
(1) (—a)"—a™—1=0.
m désignant un entier quelconque peut étre mis sous
P'une des formes
6p, 6p=x1, 6p—=2, 6p+3.
1° m=06p;
(—eat)P=1, —aP=—1;
le premier membre de (1) se réduit & —1.

20 m=06p+r1;

(_ az)sp—m =1 (__ aa)u =—¢x’, — gttt = a;

le premier membre de (1) se réduit & —a®—a—1,
quantité nulle, puisque « est racine de I'équation
x4+ 2z +1=0.
3 m==6p—1;
1

1
(_az)sp~|=(__ a!)-—l: — ,;2, (_a)ﬁp-l:_;;
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le premier membre de (1) se réduit a — o1

comme On a

/L=

1 2
aal =1, =a et —=al
o

le premier membre est g a1 , quantité nulle,
4° m=6p+2;
(__ a_2)6p+2 — (__ rx’)’:: oy (__ a)ep+z.__ — zz’,
le premier membre de (1) se réduit & @ — «* — 1, quantité

qui n’est pas nulle.

50 m=06p— 2;

. sy e W 1 i
le premier membre se réduitd - — — —i1, ou a*—a—1
P a a? r ’
quantité qui n’est pas nulle.
6° m="06p +3;

le premier membre de (1) se réduit & (— a?)®— a®—x
ou — 3.
Pour m =3, on a

32 +3zx=o,

équation dont les racines sont réelles. Donc, la condition

nécessaire et suffisante pour que le quotient proposé soit
entier est

m=6p=1.
V. dppliquer la formule du binéme au développement
de (a + b)~,
Dans le développement
(m

(fl + b)m: am —+ ,"amtlb + {L_*_:l)am-zbit_*__ Ve
1
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remplacons m par — 1, on trouve

(a4+b)"'=a'—a%+a3b*—a—'b’+...

+ (—1)Pa——rbe 4. ..,
ou bien

1 b b b ' be
! —
(a—l—b) —;—-‘;;-*-‘;—-‘-l—‘-'{'—.—*—(——lyﬁ'i-,...
Le second membre est composé d'un nombre illimité de
termes, puisque les exposants de @ vont en croissant au

dela de toute limite en valeur absolue.

Le premier membre a une valeur finie »il en ré-

1
a+ b
sulte quil ne peut étre égal au second que tout autant
que celui-ci forme une série convergente, ce qui ne peut
avoir lieu que si I'on suppose a plus grand que 4. Pour
a > b, le second membre est la somme des termes d'une

progression géométrique décroissante indéfiniment dont

. 1 . .
la raison est — —» par conséquent elle a pour valeur li-
a

1

.t a
n =
€T
T+ -
a

a+ b

Il résulte de cette analyse que la formule du bindme est
applicable au développement de (a + 4)~*, pourvu que
la série soit ordonnée par rapport aux exposants négatifs
croissants en valeur absolue du plus grand des deux
termes a ct b,

VI. Prouver que le logarithme népérien de

cosz + \{—1sinz
est x\—1.
Prenant la dérivée de B (cosx + V—1 sinz), on a

—sinz +\ —1cosx

dériv. L(cosx + V=isinz)= ' :
cosx + y —1sinz
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Multipliant les deux termes du second membre par la
conjuguée du dénominateur et réduisant, on trouve

dériv.L(cosx + y—1sinx) = y—1.
On trouve de méme
dériv. L (cosz — y —1sinz) = — y—1..

La fonction primitive de y—r1 est x Y— 1+ C; pour
x = o, lelogarithme est nul, donc C = o, et I’on a

L(cosz + V—1sinz) =zy—1,
L(cosz — y—1sinz) = —x{—1.

Observation. Remontant des logarithmes aux nom-
bres, on déduit de ces deux résultats

cosx + {—1sinz = ',

cosz — \—1sinr = e~}
par suite
ST = — 5
2
sinz = S —
r=— .,
2y —1
e S
tangz =

(e + 4 o—2v=i) \/_:T

Pour x — am,

cos2m =1, sin2w = o,
et Pon a

e”’v—': I.
Conséquences. 1° On a trouvé

& x? x*
T4 — = —
* 2 2.3

e
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remplagant x par xY—1, on a, pour
= ou cosa + VY — 1sina,
le développement

— —_— x? i —1
cos.r —IsSiInr =14+ xy—I—~ — —
+v \/ 1.2 1.2.3

zi
EETCR Y A
égalant séparément les parties réelles et les coefficients
des imaginaires

x? at
COSE — 1 — o= = o — .
1.2 1.2.3.4 ’
. X3 a’
sinx —a —

2.3 1.2.3.4.5 "7

2° Le logarithme d’une quantité négative est une
quantité imaginaire.
Toute quantité imaginaire peut s¢ mettre sous la forme
a—+by—1 :p(cos.r + V—1sinz),
sous la condition

p= \/ﬂ"'—!—- b2.
On adonc

. w—1
cosx 4+ —1 snn.w::(H"—__\_—-:1 —e™V I,
Var+ b

Observant que 'on a identiquement
VB = VT,
on peut écrire

a+ b\/.—_r: \/ﬂ_’-i-—b—’ ¢,=$~/--_l :(;IV:—‘.LJ“L‘—I"?
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remplagant x par 2An + &, il vient
a+b ¢__’_T= e('z/m—&—r)\/—-——l + L \/5—‘:1_'"
d’on I'on déduit
L{a4by=1)=(2kn + &)V —1 +L Va T b
Si on suppose successivement

b=o0, a>o,
b=o0, a<o,
on trouve
Le=La+2knJ—1,

L(—a)=La+ (24 +1)ny—1.

Ces résultats apprennent qu’une quantité a une infinité
de logarithmes, et que le logarithme d’wne quantité né-
gative est nécessairement imaginaire.

THEOREMES SUR LES RACINES EGALES;
Par M. L. PAINVIN.

1° Pour qu’une fonction homogéne i deux variables
et de degré n soit la puissance n**™ d’un binéme, il faut
et il suffit que son hessien soit identiquement nul.

2° Pour qu'une fonction homogéne a deux variables
et de degré n admette une racine du degré (n— 1) de
multiplicité, lorsqu’on I'égale a zéro, il faut et il suffit
que son hessien soit la puissance exacte d'un bindme, ou,
en d’autres termes, que le hessien du hessien soit identi-
quement nul.

3° Pour qu'une fonction homogéne & deux variables
q 8
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soit le produit des puissances-de deux bindémes, par
- exemple
u=(mz, + mz,P(n x 4 n,x),

il faut et il suffit que le carré de la fonction soit exacte-
ment divisible par le hessien de cette fonction, et, en
outre, que le rapport du hessien du quotient & ce méme
quotient soit identiquement constant.

SUR LA DENOMINATION DU LITRE.

En grec Airpa est un poids, livre de douze onces; 1 dé-
cimétre cube d’eau distillée & 4° pése 1 kilogramme,
et 'on a transporté a ce volume le nom Zitre d’un poids
grec. C’était aussi une petite monnaie de la valeur de
deux oboles, a peu prés 30 centimes.

SUR LA QUESTION DU GRAND GONGOURS DE 1859

(voir t. XVIIT, p. 295).

Cette question a été résolue en 1855, pour la parabole,
par le révérend G. Salmon (Conic Sections, p. 194,
3¢ édit., 1855), et le méme auteur donne les formules
pour résoudre le cas général, p. 161.

(Communiqué par M. Dessoves.)

Le savant géométre anglais n'a mentionné cette ques-
tion qu’en passant, pour servir d’exemple, se contentant
d'indiquer des formules qui ménent immédiatement a la
solution générale, et ‘qu'on n’ignorait pas ici en 1855.
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Mon fils le premier a donné une solution analytique gé-
nérale développée (t. XVIII, p. »7) de la question 448
que j’ai proposée, question et solution dont les anteurs
de la question du grand concours paraissent n’avoir pas
eu connaissance. M. de Jonquiéres a donné une solution
géométrique (t. XVIIL, p. 263). .

M. Deshoves a généralisé (t. XVIIL, p. 445; t. XIX,
p- 47), et a eu I'heureuse idée d'introduire les angles
d’anomalie excentrique des astronomes, dont Legendre a
tiré un si bon parti dans la théorie des fonctions ellip-
tiques, et dont M. Grunert a fait diverses applications
aux coniques a l'aide de ces angles (t. XIX, p. 255).
M. Desboves parvient a de belles propriéiés, qu’il serait
pénible de démontrer par une autre voie.

THEOREME SUR LES SURFACES REGLEES (CAYLEY);
Communiouk paAR M. MOUTARD.

Lemme. Tout plan paséam par un élément rectiligne
d’une surface réglée non développable est tangent a la
surface et n’a qu’un point de contact situé sur la droite.

Dans une surface développable, on ne peut mener par
un élément rectiligne qu'un seul plan tangent, et le con-
tact a lieu tout le long de la droite.

L)

Définition. La classe d’une surface est déterminée par
le nombre de plans tangents qu'on peut, généralement
parlant, mener par une dvoite a cette surface.

Trtorkme. La classe d’une surface réglée non déve-
loppable est égale au degré de ccite surface (CayLEy).

Démonstration. Syit une surface de degré m; une
Ann. de Mathémat., t. XX. (Janvier 1861.) 2
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droite donnée coupe la surface en m points. Par chaque
point d’intersection passe un élément rectiligne; par cha-
cun de ces éléments et par la droite,on peut menerun plan
tangent (lemme, premiére partie); il y a donc autant de
plans tangents que de points d’intersection; donc, etc.
Ce raisonnement n’a plus lieu lorsque la surface est déve-
loppable (lemme, seconde partie).

SOLUTION DU PROBLEME PROPOSE POUR L’ADMISSION
' A L’ECOLE POLYTECHNIQUE (1860);

Par M. TARATTE,

Professeur au lycée de Bar-le-Duc.

Enoncé. Etant donnée la parabole CAB, la sé-
cante MAB se meut sous la condition que les normales
menées a la parabole par les points A et B se coupent en
un point C de cette courbe. Par ce point C, on méne la
tangente CM qui coupe la sécante MAB en un point M.

Cela posé, on demande de trouver I’équation de la
courbe décrite par le point M, quand la sécante MAB
prend toutes les positions compatibles avec la condition
a laquelle elle est assujettie; on construira cette équation,
qui est du troisi¢éme degré.

Solution. Par le point C passent trois normales a la
parabole; or quand on veut mener par un point , 3 une
normale a la parabole, I'analyse donne une équation du
troisiéme degré

(1) LYt —2p(a—ply—2pB =0,

y' étant I'ordonnée du point de rencontre de la normale
avec la courbe.
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Si nous exprimons que le point a, {% est sur la para-

C
o.

w

bole, I'équation (1) sera vérifiée par y' = f3, et son pre-
mier membre pourra se diviser pary — 3 : ce qui don-
nera la relation

(2) Y B8y +2p=o,
a laquelle doivent constamment satisfaire les coordonnées
des points A, B.

L’équation de la sécante MAB est
Yi—J:
gl

(3) ]-“y‘:x,———z,

xr—x),

et 'équation de la tangente en C est

£ i

(4 ‘ ﬁw—#(x-&-;))-
Nous avons en outre denx relations

(5) yf =2px,

(6) ¥y =2 px,.

Or il s'agit d’éliminer entre les équations (2), (3),
(4)s (5), (6) les quantités variables x,, y,, 21, s, pour
avoir I'équation du lieu.

Des équations (5) et (6) je tive

(7‘ -+ 7':) ()’1—)’,) =2p (.rl "-’77)
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ou; en vertu de la condition (2),

—B(ri =) =2p(x, — ),
d’ou
Yo—Jx: 2P,
x,—x, B

L’équation (3) de la sécante devient

b |:—2P X — Z
r—y B ( )

et donne
Bri + 2px, = 2px + By;

mais l'équation (2) donne aussi, a cause de ’équa-
tion (5),

B+ 2pz,=—2p’,
done
2px+By =—2p?,
d’ou
B= — 2p(z+p),
y

Remplagant enfin 3 par sa valeur dans I'équation (4),
on aura l'équation du lieu

(a) y(2p+3z) +2p (p+a) =.o0.

Construction. L’équation (4) montre que la courbe
est symétrique par rapport a Ox, ce qui était facile a
prévoir : on en tire

Y= 2p(p+x)
T V—2p(2p+3x)
La courbe n’a aucun point du coté des x positifs; elle
. __2p ,
a pour asymptote la droite x = — - » et rencontre Paxe

des x au point x = —p; puis elle s’étend indéfiniment
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au-dessus et au-dessous de O x, car si on divise les deux
termes de la valeur de y par x, on a

P
)

‘y _— s
2p 3 ’
2P\ Ttz

et pour x = — o, on voit que y est infini.
D'ailleurs I'équation (a) donne pour le coefficient an-
gulaire de la tangente

_ 3+ 4p(pt=)
2p+ 3z ’

et pour £ = — p, on voil que a = 0; ce point est une
inflexion de la courbe. ~

Note du Rédacteur. 11 y a encore une asymptote pa-
rabolique.
Lorsque B* > p?, y est imaginaire; cependant il y a
des points réels dans la cubique (M. Housel).
En faisant
B=o

dans I’équation de la sécante, on a
z=—p;

ainsi la sécante passe par un point fixe situé sur I'axe
focal (M. Gerono). Toutes les sécantes passant par le
méme point, ce probléme se rattache a celui du grand
concours de I’an dernier.

Le coefficient angulaire de la sécante est

—ap
B

_=8,



Unec de ces lignes se construit au moyen de lautre.

M. Emile Barbier, éléve de I'Ecole Normale, résolvant
la méme question, fait remarquer : 1° que le centre de
gravité du triangle CAB est situé sur I'axe de la para-
bole; 2° que le point fixe I, par lequel passe AB, est
un point multiple; 3° que les tangentes en ce point ont
pour cocfficients angulaires == 23 4° que ces tangentes
sont perpendiculaires aux tangentes communes & la pa-
rabole donnée et a la parabole asymptote; 5° que ces
deux paraboles ont le point fixe I pour centre d’homo-
thése, et le rapport d’homothése est --%

M. H. Delorme (éléve du lycée Louis-le-Grand) dé-
montre que la seconde branche du lieu n’a pas d’asymp-
tole.

PROBLEME DU CONCOURS GENERAL EN LOGIQUE
* SCIENTIFIQUE (1860);

Par M. MOURGUES,

Professeur au lycée Napoléon.

Ftant donnés deux cireonférences concentriques, un
diamétre fixe, et deux rayons formant un angle droit mo-
bile autour du centre, on ménede M et M’ des perpendi-
culaires, et de N et N’des paralléles au diamétre fixe.
Quel est le maximum de I'angle POP'?
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Aprés avoir remarqué qu'il suffit d’étudier les varia-

Fie. 1.

tions de la somme angulaire MOP + M'OP’, je décris
une circonférence de diamétre MN, je méne Pp paralléle
a ce diamétre, et je substitue 4 la somme précédente la
somme plus commode MOP + MO p, qui lui est équiva-
lente. En effet, les triangles rectangles de méme hypoté-
nuse M'N’P’, MNp sont égaux, comme équiangles au
triangle MNP. Par suite, les triangles OM’'P’, OMp ont
un angle égal compris entre cdtés égaux, d’ou résulte
I’égalité des angles MOP/, MOp.

Par la, la question posée devient un corollaire de la
suivante :

Etant pris un point O sur le prolongement d’'un dia-

Fic. 2.

métre d’un cercle, et une corde paralléle a ce diamétre,
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comment varie fa somme MOP + MO p, avec la position
de cette corde?

Soient Pp, Qg deux positions de la corde mobile, et
CD perpendiculaire 8 MN. Des deux circonférences pas-
sant 'une par O, P et p, Pautre par O,q et Q, et ayant
une corde commune au-dessus de MN, la seconde sera in-
térieure a la premiére en dessous de MN, ct coupera CD
en un point F, tandis que l'autre la coupera en un point
E. Les points E et F étant les milieux des arcs pEP,
gFQ, OE, OF scront les bissectrices des angles pOP,
7 0Q, d’ou il suit que

MOP + MOp > MOQ + MOg.

Ainsi la somme angulaire considérée croit avec la dis-
tance de la corde au centre, et devient maximum gquand
la corde devient tangente.

La somme OP + Op varie dans le méme sens, car elle
n’est autre chose que le périmétre du triangle OHp. Or,
E étant le centre du cercle exinscrit a ce triangle, le
demi-périmétre est la projection de OE sur OP, comme
la projection de OF sur OQ serait la moitié¢ de OQ + Og.
Mais la projection de OE sur OP étant supérieure a celle
de OE sur OQ, est a fortiori supérieure a celle de OF
sur 0Q.

Cela se déduirait encore de ce fait que Op® + OP? a
une valeur constante, comme l'indiquent les deux trian-
gles OCp, OCP.

Revenant maintenant a la question proposée en pre-
micr licu, on voit que I'angle AOM variant de o a 45°,
MP variera depuis o jusqu’a la corde d'un quadrant, et
la corde p P s’éloignera du diamétre MN jusqu'a devenir
tangente, ct MOA doit égaler un demi-droit.
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SOLUTION DE LA QUESTION 524 (FAURE)

(voir t. XIX,p. 234);
Parn M. E. DE JONQUIERES.

Il s’agit de prouver que la tangente menée du centre
d'une ellipse au cercle circonscrit a un triangle quel-
conque conjugué a cette cllipse, est égale a la corde du
quadrant de l‘el]ipse.

Soient P un point extérieur a I'ellipse et pris arbitraire-
ment dans son plan; L sa polaire, qui rencontre la courbe
aux points a, a'; « le milieu de la corde aa’; O le cen-
tre de la courbe; AA’ son diamétre paralléle 4 ad’, et
BI le diameétre conjugué qui passe par le point P. Tous
les triangles conjugués a Dellipse qui ont un de leurs
sommets en P, ont lcurs dcux autres sommets situés
sur L, et ces deux sommets divisent harmoniquement le
segment aa’. Ainsi tous les cercles circonscrits a ces
triangles ont en commun le point P, et interceptent sur
L des segments en involution. 11 en résulte que ces cercles
out pour axe radical commun le diamétre OP qui passe
par le point a, point central de Vinvolution dont il
s’agit. Soit Q le second point commun a tous ces cercles.
La position de ce point Q sur la droite P est déter-
minée par la relation
(1) «P.aQ = xa 2;
car Pun de ces cercles est évidemment tangent a la
corde aa’ en son point a.

Le point O appartenant a 'axe radical commun a tous
ces cercles, il en résulte que toutes les tangentes quon
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peut leur mener par le point O sont de méme lon-
gueur O/, et I'on a
— op —:
(2) Ot =0P.0Q=0P.(0z+2Q)= OP.Oa+E~ aa
a cause de la relation (1).

Mais les segments P«,BB étant conjugués harmo-
niques, on a (Géométrie supéricure, p. 47, formules 10
et 13)

OB*=0P.0az et aB.aB’'=0x.«P.

D’ailleurs, par une propriété générale des comiques
connue sous le nom de théoréme de Newton, on a aussi
—2 —_

za _ OA

«B.aB T #a?’

OB

donc I'équation (2) devient
—2
0t = 0A? + OB? = * + b7,

a et b éiant les axes de Pellipse.

Ainsi la longueur de la tangente est indépendante de la
position du point P, et par conséquent elle convient au
cercle circonscrit & un triangle conjugué guelconque.
Enfin on voit, par son expression, qu’elle est égale a celle
de la corde du quadrant de Vellipse. C. Q. F. D.

SOLUTION GEOMETRIQUE DES QUESTIONS 494 ET 499

(voir t. XVLLI, p. 444, et t. XIX, p. 43);
Par M. E. DE JONQUIERES.

Lemme. Soient C une conique; O 'un de ses points;
S, §' les sommets de deux faisceaux de droites homogra-
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phiques situées dans le plan de cetie courbe. Si deux
droites pivotantes Om, Sm sont assujetties & se eouper
continuellement en m sur la circonférence de la conique,
la droite §'p, homologue de Sm, coupera O m en un point
variable p, dont le lieu V est une courbe du troisieme
ordre douée d’'un point double en O. (Newton a énoncé
un théoréme a peu preés identique dans son énumération
des courbes du troisiéme ordre.)

Pour démontrer ce lemme, cherchons combien la
courbe V posséde de points sur une droite quelconque L.

A chaque rayon Sm il correspond, dans le faisceau
homographique, un rayon §p, et un seul, et il lui cor-
respond en méme temps les deux rayons Om, On/ qui
joiguent le point O aux deux points d’intersection m, nd
de la droite Sm avec la conique. Réciproquement 4 cha-
cun des deux rayons Om, On/, il ne correspond qu’un
seul rayon Sm, et par conséquent aussi qu'un seul
rayon S'p.

Donc, en vertu du principe de correspondance anhar-
monique de M. Chasles, les angles mOmn/ interceptent
sur L des segments en involution qui correspondent
anharmoniquement aux points d’intersection de cette
droite par les rayons Sp, et par conséquent il existe
sur L trois points de coincidence de 'un de ces points
avee 'une des extrémités du segment correspondant. Ces
trois points (dont deux peuvent d’ailleurs étre imagi-
naires) sont évidemment les seuls points de L qui appar-
tiennent a la courbe V. Donc cette courbe est du troisiéme
ordre.

En’ supposant que la transversale L soit menée par le
point O, on voit immédiatement que ce point est un point
double.

Je passe maintenant 4 la démonstration du théoréme
qui fait le sujet de la question 499.
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Ce théoréme, rectifié dans son énoncé par M. Cremona,
t. XIX, p. 356, est ainsi congu:

8i les cotés ab, be, cd, Qa et la diagonale bd d'un
quadrilatére plan variable abed tournent autour de cing
points fixes o, p, q, r, s, les sommets a et ¢, qui sont
au dehors de la diagonale glissant sur deux droites
fixes M et N, chacun des autres sommets b, d décrira
une cubique.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du lemme
précédent, sans qu'il soit nécessaire de recourir i la
théoric ingénieuse, mais peu connue, de M. Grassman.

En eflet, démontrons que le point &, par exemple,
décrit une courbe qui ne rencontre qu’en trois points une
droite quelconque L.

Soit mené arbitrairement un premier coté ab’ qui
coupe . au point &' et M en a; la direction ra du qua-
tri¢gme coté du quatrilatére est déterminée. Joignons sb’
qui coupe ra en ; puis gd qui coupe N en ¢, et enfin pc
qui coupe oa en b” et sb'd en b.

Si le point &', pris arbitrairement sur L, appartenait
a la courbe cherchée V, les trois points &, &, b” coinci-
deraient, ce qui n’a pas lieu en général. Supposons qu’on
fasse varier la direction de oa; on aura une série de
points @ sur M et une série homographique de points &'
sur L. Donc les deux faisceaux de droites s&'d et rda
qui pivotent respectivement autour des points s et r, sont
homographiques, et le point d'intersection de leurs rayons
homologues, c'est-a-dire le point d, subordonné comme
il 'est au mouvement de 4’ sur L, décrit une conique qui
passe par les poins fixes s et r.

Les droites pivotantes sd, gd sont donc assujetties,
comme dans le lemme, a se couper continuellement sur
une conique qui passe par I'un s de leurs pivots. D'ail-
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leurs la série des droites pc, menées du point fixe p aux
points d’intersection ¢ de N par les droites gd, est homo-
graphique & celle de ces droites gd.

Donc, en vertu du lemme, il existe sur L trois points
tels, que le point b y coincide avec le point &'. Donc enfin
la courbe V, qui décrit le point & dans la déformation
systématique du quadrilatére, est du troisiéme ordre.

On démontrerait pareillement que le sommet opposé d
décrit en méme temps une autre courbe du troisi¢me ordre.

Chacune de ces cubiques est de forme générale, c’est-a-
dire n’a pas de point double. Car si le point f3, par
exemple, était un point double de la courbe V, ce point
résulterait de deux maniéres distinctes de la construction
ci-dessus indiquée, ce qui est impossible; car, dés que le
sommet (3 du quadrilatére est donné, la figure est déter-
minée et unique.

Il suffit d’un peu d’attention pour voir que la courbe V
passe par les neuf points

o, pys, MN, (pq)(or), ¢sN, rsM, pgM, orN (*).
Dans les six derniers cas, le quadrilatére se réduit a un
triangle ou 4 un simple segment terminé.

Le théoréme qui fait le sujet de la question 494 est
ainsi concu :

Soient ABC, abc deux triangles dans le méme plan ;
q un point variable tel, que les droites qa, qb, qc cou-
pent respectivement les cotés BC, AC, AB en trois points
quisont en ligne droite; le lieu du point q est une ligne
du troisieme ordre.

Ce théoréme se démontre d'une maniére analogue au
précédent. )

Ch(frchons combien le licu cherché a de points sur

(*) Notation Grassman. Tw.
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une droite quelconque L. Soit ¢ un point de cette droite;
menons ga, ¢b qui coupent respectivement BC et CA
en a etf3; la droite a3 coupe AB en y, et la droite cy
coupe L en un point ¢’ qui coinciderait avec ¢, si ce
point ¢ appartenait a la courbe V.

Faisons mouvoir le point ¢ sur L, afin de découvrir
combien de fois cette coincidence a lieu. Les points «, 5
marquent alors sur BC et CA respectivement deux divi-
sions homographiques, et la droite «3 enveloppe une
conique. Or de chaque point y de AB on peut mener
deux tangentes a cette conique, et chacune de ces tan-
gentes donne lieu sur BC et AC respectivement a deux
nouveaux points &, (I, tels, que les droites aa’, b3’ se
coupent sur L en un point ¢”. Ainsi & chaque point 7, et
par conséquent a chaque point ¢’ de L, il correspond sur
cette droite deux points ¢, ¢”, et réciproquement a cha-
cun de ces groupes de deux points ¢, ¢”, il ne corres-
pond qu'un seul point ¢’.

Donc, en vertu du principe de correspondance anhar-
monique, les segments gg” sont en involution et corres-
pondent anharmoniquement aux points ¢'. Donc enfin
il existe trois positions ou le point ¢' coincide avec 'une
des extrémités du segment correspondant ¢¢”; ce qui
prouve que la courburc V a trois points sur L, c’est-a-
dire est du troisiéme ordre.

Etc.

La question 395 (t. XVI, p. 312) est traitée assez lon-
guement dans mes Mélanges de Géométrie, p. 68 etsuiv.
On transforme ainsi les propriétés relatives a deux cercles
en des propriétés d'un énoncé trés-différent concernant
des coniques biconfocales.

Le théoréme Faure (question 458, 1. XVI, p. 58) n’est
que le théoréme du n® 733 de la Géométrie supérieure,
transformé par cette méthode.
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EQUATION ET PROPRIETES DE LA LOXODROMIE ;
Par M. VANNSON,

Professeur au lycée de Versailles.

On appelle ainsi une courbe qui coupe tous les méri-
diens sous un angle constant. C'est la courbe que décrit
un vaisseau quand il suit le méme rumb de vent, autre-
ment dit, tant que la direction de Paiguille de la bous-
sole ne varie pas (*).

Pour trouver son équation, soit C un point du licu;

x sa longitude ABj; y sa distance polaire PC; m la co-
tangente de I'angle constant PCM, nous avons trouvé la
formule

tang PCM = — S'T"yy_ (t. XVII, p. 66),
(%)
d’ou 'on tire
dx 1
m—=——,
dy sin y

(*) La force motrice de la vapeur ayant remplacé celle du vent, on fait

suivre aujourd’hui aux batiments la ligne géodésique et non la ligne loxo-
dromique.



ou

cos’ A
I 2

—_— — — 5

. y
2s1n Zcos‘z tang =
2 2 2
or le premier membre est la dérivée de x, fonction de y,
et le deuxi¢éme membre ayant au numérateur la dérivée
du dénominateur, représente la dérivée de log taug‘%: les
fonctions dont les deux membres sont les dérivées ne peu-
vent donc différer que par une constante, et I'on a
Y
mzx = — log tang 5 +C.
Si

r—o, y=—=6

sont les coordonnées du point ou la courbe coupe le mé-
ridien pris pour axe, on aura

6
C = logtang —;
.
et la courbe aura pour équation

tang‘-’;

mx:—log
tang —
62

.. 6 ™ ,
i elle passe a I'origine, — = -, et I'on a
S P 8 ’ 5 4§
mr = — logtang%;
d’ou

tang ]; =™,



(33)
Si, comme vérification, on se demande ce que devient
cette équation quand le rayon de la sphére est infini, il

faut d’abord remplacer y par, g-—-y', y' désignant la la-

titude ; il vient alors

Iog,tan{,(1r 4
— mx = — log |l - — =
4

2
. tangy\ | [  tangy .
_log<1~——-2—-) 105(1-!————2 )

Si 'on développe ces deux logarithmes en séries jusqu’a
tang z, premiére puissance, les autres termes devant dis-
2

paraitre a la limite, on trouve

Yy =+ maxz,

résultat évident & priori.
Revenons a I'équation

Y —
tang-z—::e mE o

m étant supposé positif, on voit que si x varie depuis o
jusqu’a e, y ira constamment en diminuant et tendra
vers la limite o. La courbe décrira donc une infinité de
spires, en se rapprochant sans cesse du pole, qui sera
pour clle un point asymptote, propriété connue de la
spirale logarithmique.

8i lon donne & la longitude unc série de valeurs en
progression arithmétique, les tangentes des demi-dis-
tances polaires correspondantes formeront une pro-
gression géométrique.

. Si T'on prend successivement pour longitudes o, =,
2%, 37, 4m, ..., k7, on pourra aisément, par la for-
Ann. de Mathémat., t. XX. (Janvier 1861.) 3
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mule tang (a — b) calculer les tangentes successives des
arcs compris sur le premier méridien entre deux spires
consécutives, et reconnaitre que ces arcs vont en décrois-
sant 4 mesure que la longitude augmente. Plus générale-
ment on dira : Si, pour une longitude donnée x, on cal-
cule le segment de méridien correspondant compris entre

Fic. 2.

deux spires consécutives, on trouvera que ce segment
diminue a mesure que la longitude augmente. En effet, la

distance polaire d'un point m de la courbe est donnée par
la formule
!
. — o=
tang ——=a
en posant

a—¢e™".

Soit N I'intersection du demi-méridien AA’ avec la spire
suivante, il faudra a x ajouter 27, et I'on aura ainsi

'N
tang — = =T,

par suite,
mn u’(l — a’™)

tang — — Py
Py I+ @2F+

a étant < 1. Si T'on prend la dérivée de cette fonction
de x, on la trouve négative; donc le segment mn va con-
stamment en décroissant. c. Q. F. p.
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Rectification de la loxodromie.

On peut employer pour cette question la formule trou-
vée plus haut,

dS = ydy* dx* + sin'y,
y étant la distance polaire d’'un point a ; mais on a trouvé,

Fic. 3.

v

au commencement du présent article,

dr = — Y
msiny
ce qui donne
d
S__ ' ¢
dy cosg >

(¢ étant I'angle vab). Si on calcule la constante de ma-
niére que S = o quand y = 6, on trouvera

6—y

. )

Ccos ¢

Ainsi 'arc compris entre deux points de la courbe est

égal a la différence de leurs latitudes, divisée par le co-

sinus de I’angle constant que fait la direction du chemin

parcouru avec les méridiens. Mais on arrive plus sim-

plement encore a ce résultat en considérant le triangle
3.



(36)
infiniment petit abc comme rectiligne et rectangle, ce
qui donne
be

" cosg’

cetle relation ayant lieu pour chaque élément infiniment

Fic. 4.

N

petit de la courbe, a lieu pour un arc quelconque. Si
donc, en restant sous le méme rumb de vent, un vais-
seau a parcouru un arc ab et quon connaisse les lati-
tudes ou les distances polaires aux points de départ et
d’arrivée, on aura facilement le chemin parcouru; pour
achever de connaitre le point d’arrivée, il faut aussi cal-
culer la différence des longitudes des deux points; elle se
déduit facilement de I’équation de la courbe et on trouve

A—=m (log tangy; — log tang £> H

il suffit donc de prendre les logarithmes des tangentes des
demi-distances polaires, d’en faire la diflérence, et de la
multiplier par la cotangente de I'angle constant.

Prosrime. Trouver Uéquation d’un loxodromie pas-
sant par un point ou par deux points donnés.

Nous avons trouvé

(n mr = — <Iog tangg — log tang g) 3
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soient X', y’ les coordonnées du point donné, on aura -

mx = — (Iog tang‘i—l — log tang —i),

divisant membre 4 membre, il vient

log tang% — log tang -g

&ls

(2)

! 8
log tang'rz— — log tang 3

Telle est Iéquation d’une loxodromic passant par un
point donné (2’ y’). Clest la distance polaire du point ou
la courbe coupe le premier méridien, elle peut étre cal-
culée de maniére que la courbe passe par un second
point (x” ¥"); on trouve aisément cette équation

! "
<Iog tang%) (z" —x') — (.z” log lang% — z'log tang% )

Vs s / 2\
* (log tang‘%) (2" —a')— (,z‘” log tang‘% —«'log tang‘zz—)

Telle est I'équation d’une loxodromie passant par deux
points donnés. Si on veut connaitre I’angle sous lequel

[ e 1 . 6
la courbe coupe tous les méridiens, on tirera log tang -
2

4

de 'équation (2) aprés y avoir remplacé y et x par y”, x”,
ensuite on remplacera log tang S bar la valeur trouvée
dans I'équation (1), aprés y avoir mis a/, y’ en place
de x et y. On trouve ainsi

A, log tang 7
2 2
m = log tang

x’ —x

Remarque. Ayant trouvé

tang '}5’- =",
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si on cherche tang y, on obtient la formule

26
tangy = :

—_—_—
— g ms

Si donc on nomme Y la latitude du point, on aura

% — g3
tang Y= —
on trouve de méme
, e’”‘ + e*”‘z
cosécy = ———
2

formules identiques a celles qui donnent la longueur du
fil et 'ordonnée dans I’équation de la chainette (voir Mé-
canique de Poisson, t. I**, p. 561). Soit C le point le plus

Fic. 5.

A\ B
xl\“ K
\, ‘Y

[N

J ¢ N
7

L’ D HL

bas d’un fil flexible ACB.... Si sur la verticale CD on

porte une longueur /& convenable, on a KL ou

; x .z-)
A -
]':;(eh +e h ,

et la longueur CK ou

A x I
S:—<e"——e ").
2

Supposons /i = tang 9, ¢ étant I'angle constant de la loxo-
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dromie, et supposons aussi x = h, on peut donner a x
toute autre valeur; dans les deux formules on aura

A1) o s,
r=zle+z) @ =303

Pour x = — % on a les mémes résultats, abstraction faite
du signe de S. Si donc on prend

DL =DL'=DC =tang ¢,
sion éléve en L, L’ deux verticales LK, L/ K/ égalesa la va-

& I - . < s
leur 5 (e + -e> » si & ces points K, K’ on fixe les extrémités

d’un fil flexible dont la longueur soit égale a (e—%),

cette courbe pourra donner la latitude d’un point de la
loxodromie correspondante a une longitude donnée x;
on prendra DH égal a T'arc x développé, on ménera
Pordonnée HV. On construira le triangle rectaungle
DCR ayant DR =HYV, l'angle ODR représentera la
latitude cherchée (¥).

Il ne faut voir dans cette remarque qu'un simple rap-
prochement entre les deux courbes, et non un procédé
pratique de construction.

Fic. 6.

Toutefois si la chainette était une fois construi te, elle

(") Le c6té CR sera égal a 1a longueur du fil de Cen V.
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pourrait étre employéeala solution, quel que firt 'angle 95
car on peut toujours représenter sa tangente par CD,
en choisissant I'unité convenablement. Si on fait en C
P'angle DCK égal 4 go® — ¢, CD sera la tangente de ¢,
le rayon éiant KD; si donc on fait en K I'angle DKO
égal a la longitude donnée, qu’on décrive I'arc DO en
prenant K pour centre, I’arc DO sera celui dont il fau-
dra porter la longueur de D en N pour que I'ordonnée NI,
divisée par CQ, représente la latitude demandée.

Quadrature de la loxodromie.

En appelant du un élément de la surface abed, nous

avons trouvé du = dx cosy, y étant la distance polaire
du point a; mais on a

dr —— d?’ ’
m siny
d’ou
du cosy
dy = " msiny’

ces deux dérivées étant égales, on en tire

1 .
uw— — — logsin
m g siny,

T .
en supposant u = o quand y = 3 Pour avoir u en fonc-

tion de x, on se reportera a I'équation de la courbe qui
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est
y .
tang 5= a*,
d’otr
- 2a® \
Sl = -
J 1 + alx
ainsi
1 1 2 a*
U—-— — 10 ———-
m & 1+ a*

Pour avoir la surface comprise entre I’équateur et la pre-
. . >
miére spire, on fera x = 2a, d'ou

) . 0 g2
W =——log .
m 14 al™

Pour la surface comprise entre la premiére et la seconde
spire, il faut faire x = 47 et soustraire le premier ré-
sultat du second, ce qui donne

agn(l + aén‘)

u,— u, :—llog —_—

m |+ a87

Il est facile de démontrer que cette surface est moindre
que la premiére, et en général que la surface comprise
entre deux spires consécutives diminue a mesure que la
courbe se rapproche du péle.

La suite prochainement.
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 395

(voir t. XVI, p. 312);

Par M. LAQUIERE,

Eléve du lycée Saint-Louis.

Trtorkme. La polaire réciproque d’un cercle C rela-
tivement a un cercle de centre O est une conigue de
Joyer O, ayant pour sa directrice la polaire du centre C
par rapport au cercle directeur O.

K\—,——s P

T
:
: I\
;
!
1

|
.

i
'
1l
h
f
1

Démonstration. SoitD la polaire du point C, on aura
la relation segmentaire

0B.0OC =R?,

ou R est le rayon du cercle O.
Soient I une tangente au cercle C; K son pole par
rapport &4 O, on aura de méme

0G.OK = R,
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Soit KP perpendiculaire sur D, je dis que
KP_CA_r .|
Ko~ oc™
r = rayon du cercle C, d = distance des centres.
En effet, les triangles semblables KOS, I0C donnent

KS _CI
Ko — ¢co’
d’ailleurs
SpP Al
Ko —¢co’
donc par addition
KP_CA
Ko~ oC

Le théoréme est donc démontré.
Analytiquement :

Cercle O..... x4 y'=R?,
CercleC,.... (z—d)+yr=r.

La distance au point C de la polaire du point (x, y) est
r; dou
dr — R?

i .
ey T rEpldem R

Note de M. de Jonquiéres. Cette question est traitée
assez longuement dans mes Mélanges de Géométrie,
p. 68 et suiv. On transforme ainsi les propriéiés rela-
tives a deux cercles en des propriéiés d’un énoncé trés-
différent concernant des coniques biconfocales. Il y a
longtemps que cette remarque a été faite par M. Poncelet,
I'illustre créateur de la théorie des polaires réciproques.
Par exemple, le théoréme (Faure), question 358 (t. XVI,
p- 58), n’est autre chose que le théoréme qui fait I'objet
du n° 733 de la Géométrie supéricure, transformé par
cette méthode.
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GROMETRIE ELEMicNTAmE. — PROBLEME D'OPTIQUE.

1. Prosrime. Etant donné un quadrilatére plan, trou-
ver le licu du point dans son plan, d’oit deux des cétés
opposés du quadrilatére sont vus sous le méme angle.

Solution. ABCD est le quadrilatére donné; AB et CD
les cotés opposés. Si sur AB et CD on construit deux
segments de cercles capables de I'angle donné, les points
d’intersection des arcs appartiennent au lieu cherché.
Soit O I'intersection de AB et CD ; prenons OAB pour axe
des x et OCD pour axe des y, et soit » I'angle des axes.

L’équation du cercle dont AB est une corde est

(1) P+Dy+Ez+F=o.
L’équation du cercle doni CD est une corde est

(1) P+Dy+ Ezx+F =o;

P=y*+ 2xycosv+ x*; E, F, D, IV sont des quan-

tités connues; D et E' des quantités variables. On a

4AB=E'—4F, 4CD=D"—jF.

R et R’ étant les rayons des cercles AB, CD, on a
4sin*v.R? = E? — oDE cosv + D?* — 4F sin? v,
4sin?v. R*= E?— 2D'E’ cosv + D'2— 4 F’sin? v.

Pour que les segments soient semblables, on doit avoir

AB  CD
T=w)
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donc
(E?* — 4F)(E*— 2D’E' cosv + D’* — {F'sin*v)
= (D2 — 4 F')(E* — 2DEcosv + D?>— 4 Fsin?v).

Substituant dans cette équation les valeurs de D et E,
tirées des équations (1), on obtient

(E*— 4F)[(P + D’y + F')* + 2D'zcosy(P + D'y 4 F’)
+ & (D'*— 4 F'sin?v)]
= (D*— 4F)[(P+Ex+ F)'+ 2Eycosv(P+ Ex -+ F)
~+ y*(E? — 4Fsin®y)],

équation du quatriéme degré, ligne du genre parabo-
lique.

2. Les distances des centres des cercles aux cordes res-
pectives sont proportionnelles & ces cordes; donc la droite
des centres a pour enveloppe une parabole, et le milieu
de la distance des centres décrit une droite (t. VI, p. 403).

3. Il est évident que la courbe passe par les points
d’intersection des cotés AB, CD; AC, BD; AD, BC. Les
points de la courbe sont ceux ou les cotés AB, CD sont
vus sous des angles dont les sinus sont égaux.

4. Lorsque les cotés AB, CD sont égaux, on a

E'— {F=D"'— 4,
et I'équation se réduit au troisieme degré.
8. Si les cotés AB, CD sont paralléles, on est amené
encore a dre équation du quatriéme degré.

6. ProsLime. Méme énoncé. Les segments AB, CD
sont sur la méme drotte.

Solution. Prenant des axes rectangulaires, on a pour
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Y'équation du lieu
(B2 —4F )[(P+Ez + E')+ *(D"— {F')]

o =(D"—fF)[(P+Ex +F )+ 22(E —{F)],
ou

P=y'+a*;
d’ou 'on tire

n
(B — {F)* (P + E'z + F) =k (D — 4 F')} (P4 Ex + F) = o.
C’est le systéme de deux cercles faciles a construire.

Corollaire. 11 existe donc huit points dont on peut

voir trois segments d’une droite, sous des angles dont
les sinus sont égaux.

NOTE HISTORIQUE SUR L’EXTRACTION ABREGEE
DE LA RACINE CARREE;

Par M. CANTOR,

Professeur a Heidelberg.

La méthode de Gergonne ( Nouvelles Annales,t. XVII,
p- 233) est de 1829; elle a été déja donnée en 1818 par
Kiesewetter, dans son ouvrage : Fortsetzung der au-
Sfaungsgriinde der Reinen Mathematik, § 76 (Berlin et
Leipsig). Continuation des Eléments des Mathématigues
pures, grand in-8° (¥).

La méthode de la p. 7, t. XVII (Nouvelles Annales),
revendiquée, p. 139, est complétement identique a celle
de M. Fr. Hoffmann (Journal de Grunert, t. XXII,
p- 260; 1840) ; et jai inséré ces deux méthodes, avec

(*) Johann-Gottfried-Carl-Christian Kiesewetter, né a Berlin en 1766,
wmort a Berlin en 1819, professeur de logique.
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ces indications, dans mon Arithmétique, p. 101 et 108

(Nouvelles Annales, t. XIV, p. 114).

Note du Rédacteur. Naturellement, en mathémati-
ques, séjour des propositions irréfragables, identiques en
toute langue, en tout pays, ces rencontres ne peuvent
manquer d’étre assez fréquentes ; nulle part les plagiats
effectifs sontsi rares, et les plagiats apparentssi communs
que dans la science exacte par excellence ; mais les signa-
ler est un devoir, un service rendu a I’histoire scienti-
fique.

Cataldi (Pietro), mort en 1626, a publié en 1615,
Trattato del modo brevissimo di trovar la radice quadra
delli numeri, etc. ; ouvrage remarquable, dont nous avons
amplement parlé (Bulletin, 1. IV, p. 68). Voici I'extrait
d’une lettre de M. Prouhet :

« La méthode abrégée pour I'extraction de la racine

carrée me semble remonter beaucoup plus haut qu’on ne
le dit.
* « De Lagny (*) a publié en 1692 une Méthode nou-
velle pour l'extraction et I'approximation des racines
(Paris; in-4°, 2°édition). Le premier probléme qu'’il
résout est celui-ci :

» Etant donnée la premiére moitié d'une racine car-
rée, le premier tiers d'une racine cubique, etc., trouver
la derniére moitié, les deux derniers tiers, etc., des
mémes racines, tout d'un coup, par une seule division.

» Cette méthode a é1é reproduite dans le tome II des
anciens Mémoires de I’ Académie (voir p. 407 a 412).

» Tout cela est fort abrégé; mais qui nous délivrera
des méthodes abrégées, qui n’en finissent pas? »

(*) Thomas Fantot de Lagny, né a Lyon en 1660, mort a Paris en 1734,

.professeur d’hydrographie 2 Rochefort de 1697 a 1714, puis membre de
V’Académie des Sciences.
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SUR LES EXTRACTIONS APPROCHEES DES RACINES;
Par M. GENOCCHI.

Dans ' Arithmétique de M. Peacock, qui fait partie de
I'Encyclopedia Metropolitana de Londres (1825-26),
et qui m’a été signalée par le savant prince Boncompa—
gni, je trouve rapportées plusieurs régles anciennes pour
P’approximation des racines carrées et cubiques (t. I,
p- 436-437). La formule

\/m = a <+ i
2a
est attribuée aux Arabes (¥). Ensuite on mentionne une
méthode d’Aronce Fineus comme le pas le plus remar-
quable fait avant 'age de Stevin, savoir I'invention des
décimales, ce qui aurait attiré I'attention des mathéma;
ticiens et provoqué des perfectionnements postérieurs.
Or l'ouvrage de Fibonacci renferme aussi cette méthode
avec ces perfectionnements, sous une forme plus géné-
rale : il prescrit, en effet, de multiplier le nombre donné
par un carré m*, d’extraire la racine carrée du produit,
ct diviser cette racine par m. Dans 'exemple, il prend
m = 100, et remarque qu'on multiplie par m?, en ajou-
tant quatre zéros au nombre donné. Il se sert en méme
temps de la formule

\/ﬂz—f—b: a +'—b—v
2a

(*) Peut-étre M. Peacock a pris cela dans Tartaglia qui toutefois n’est
pas teés-affirmatif. (V. General Trautato, parte 11, lib. 1, cap. 1.)

Peacock (George), né a Thoruton-Hall en 1591, mort en 1858, profes-
seur a P'université de Cambridge.
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de maniéré qu’en supposant
p

Nm*=—a2+0b,

/ b
N:'— ((1 -+ —>.
m 2a

Quant aux racines cubiques, M. Peacock cite les for-
mules erronées de Parie]i et d’Aronce Fineus, dont le

il a

prenner prenan a4 ; e = et le second a + 3.’ pour

3
valeur de Va® + x, et rapporte 'opinion de Tartag]ia,
qui fait remonter la premiére aux Arabes, par I'intermé-
diaire de Fibonacci ; mais Tartaglia s’est trompé, car les
formules de Fibonacci sont bien plus exactes. La formule

3, T Z

fa’ r—a-+ ———

va 3a’—i—3a”

qu'on déduirait de la méthode de Newton, est indiquée
comme due a Cardan, et critiquée par Tartaglia, qui ex-
pliquait la formule donnée aussi par Juan de Ortega,

r

3 3 _— P —
\/” tr=a+ 3at 4+ 3a

Cette formule méme fournit une approximation moins
rapide que la méthode de Fibonacci (¥). J'ajoute que ce

(*) Les opérations étant répétées, la formule de Cardan finit par étre la
plus convergente de toutes. De méme la formule

\/a=+r=a+—z~

2a
finit par étre plus convergente que 1'autre
- x
\/u’ S4r = a4+
24+ 1

donnée par Juan de Ortega.

dnn. de Mathém., t. XX, (Février 18G1.) 4
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~dernier énonce et démontre I'équation .
(a+bP=a*+ b+ 3a*b+ 3ab?

et-que dans I'extraction de la racine il e forme pas le
cube de la partie trouvée pour déterminer le chiffre
suivant, mais les produits 3a?b, 3ab?, elc., comme
quelques auteurs le voudraiznt encore aujonrd’hui. (Vou-
velles Annales, 1844, p. 234; 1851, p. 87 et 255.)

QUESTIONS D’EXAMEN.

(voir p. 5);

Par M. BEYNAC.

VIL. Des développements des puissances (1 + x)™,
\m .
(1+ —) » m étant entier, déduire une formule de la
x

somme des carrés des coefficients du binéme.

m (m—1)
(1+.1:)"‘=x+mx+————;—.r’+...,
I.
r\~ m  m(m—1) 1
I 4 — :[—f———f—'——--———Oc—i—f—,...
.z -« 1.2 x

Si I'on fait le produit, il est évident gue la somme des
produits parliels ((ul ne contiennent pas x est précisément
la somme des carrés des coeflicients du binéme. Or

(l+.7:)m>< <[+i‘>m=w.

xm
Le terme général de ce dernier développement,

om(om—1a)...l2m—n+1) amn

»
1.2...2 ™
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fournit le terme indépendant de x pour 2m — n = m oun
n=m; donc la somme des carrés des coeflicients est ex-
primée par la formule

2m (2m —1)...(m+1)
1.2...m

SOLUTION DE LA QUESTION 510

(voir t. XIX, p. 48);

Par MM. P. FARJON er G. LAURENT,

Eléves du lycée de Lille (classe de M. David ).

Par les trois extrémités des axes principaux d’un ellip-
soide on méne trois cordes paralléles; on projette cha-
cunede ces cordes sur I'axe d’ou elle part; on divise cette
projection par P’axe sur lequel elle se trouve, la somme
des trois quotients est constante.

Soit I'ellipsoide

x? ? 2?

etpta=!

et les trois cordes donmnées :

) (f—a=279z,
(1) L =
{ r =94z,
(~2) }y-—b:&z,
‘r:r’)‘(z—-c),
(3) lyr=9d(z—c¢

Le plan diamétral conjugué de ces cordes a pour équa-

4
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x dy 'z
st tE=

L’abscisse de son intersection avec la corde (1) est

, . a(a*c¢?dd + a?b?d’)
= P+ aced +abis

L’ordonnée de lintersection du méme plan avec la
corde (2) est
Y b(b2cd +arb?d)
Yy = .
b2c*8 + a* 286" + a?b?¢’

Enfin le z de son intersection avec la corde (3) est

___c(berd+ac8d")
T b2c0 1 a2 00 + arh?e’

"

On tire de la
yl/ zIIl
b + c

’

-+

=2,

LR

relation qui n’est autre que celle qu’il faut démontrer,
car elle peut s’écrire :

a—x' b—y" c¢c—2

a + b + c =

eta— x', b—y", c — z” sont précisément les moitiés
des projections des cordes (1), (2), (3).

Remarque (*). Par la nature méme de la démonstra-
tion, on voit qu’'en prenant des projections obliques, le
théoreme peut s’étendre a trois cordes paralléles menées
par les extrémilés de trois diameétres conjugués quelcon-
ques.

(*) Cette remarque n’appartient qu'a ces deux éléves. Tu.
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- Note. MM. Cuenoud de Lausanne, Vannier de Bourg-
la-Reine, L. Blanche-Arnault, éléve du lycée Louis-le-
Grand, Ch. Kessler, éléve du Prytanée militaire, Oscar
Derome, éléve du lycée de Lille, donnent a peu prés la
méme solution. '

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 244

(volr t. XI, p. 423);

Par M. A. GENOCCHI.

Posons

31-(»-1 - (lTnTn-H -+ bel .

P" = b"
il en résultera

Tlfy-}.! —a Tn+| Tn+2+ bTrz1+l
bn+(

1 [ 9 T aThyy — Topa
— Z)T it = dpg2 "——b— 2

Iz

Popi=

ou

(T2pi— aT, T+ 6T2),

Po=

en vertu de I'équation

Tn+7 = ”Tn+| - bT,,,
et par suite
Pn+| = Pn-

Donc P, est constaut.
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SOLUTION DE LA QUESTION 242

(voir t. X, p. 357).

Par M. A. GENOCCHI.

En prenant

a=2, b=—1,
la question précédente donnera

(Tn+| —_ Tn>2 -_ 9T:2:
(=)

=—[T.—-T,)—2T]]= — 2,

a cause quc
T =¢, T,=3.
Done
(Tpsr — T, )P = 2 Tick 2,

Or s1 T, était un carré «?, on ferait
Ty — T, = 2v,
puisque (T4, — T,)? est pair, et on aurait
W oo = 2%
mais cetle équation rentre dans I'autre
iy =122,
a laquelle on ne peut satisfaire qu’en supposant

X = J’:
donc, ete.



QUESTIONS.

558. Ftant données deux figures homographiques dans
un méme plan, soient m, n/, m”, les points du plau qui
coincident avec leurs homologues respectifs (*).

1° Si une conique est circonscrite au triangle m' m” m”,
il n’existe sur cette conique que deux points tels, que
deux droites tournant autour de ces points et se coupant
sur la couique soient toujours homologues dans les deux
figures.
~ 2°Si une conique est inscrite au triangle m ' m”, il
n’existe que deux tangentes a cette conique telles, qu’une
droite roulant sur la conique coupe ces tangentes en
deux points toujours homologues dans les deux figures.

(P. LaFrrTE, ancien capitaine d'artillerie.)

559. On donne un cylindre droit vertical; une hélice
tracée sur ce cylindre; une sphére inscrite dans ce cy-
lindre (*). Une droite horizontale se meut en s’appuyant
sur I’hélice et restant tangente a la sphére inscrite; élu-
dier la surface que la droite engendre (**).  (Dewutr.)

560. Etant donnés un triangle conjugué a une coni-
que et un cercle circonserit au triangle, le produit des
distances du centre de la conique aux coiés du triangle
multiplié par le diamétre du cercle circonscrit est ¢gal au
produit des carrés des demi-axes de la conique.

(*) Par abréviation on pourrait dire des poirts homologues doubles ; de
meéme pour les lignes. Tw.

(**) On rencontre cette surfacce dans certains travaux.
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Un théoréme analogue existe pour les surfaces du se-
cond degré. (Fauze, capitaine d’artillerie.)

o61. Théoréme. Lorsqu'une conique est circonscrite a
un triangle,lasommedes carrés de ses demi-axes principaux
est égale au carré de la tangente menée de son centre au
cercle des neuf points, multiplié par le produit des dis-
tances de cc centre aux cOtés du triangle et divisé par le
produit de ses distances aux droites qui joignent les mi-~
lieux des c¢otés du triangle. (Faure.)

862. Théoréme. Lorsqu’une coniqueestinscrite dans un
triangle, la somme des carrés de ses demi-axes principaux
est égale au carré¢ de la tangente menée deson centre au
cercle qui a les sommets du triangle donné pour points
conjugués. (Faure.)

563. Surles courbes du troisiéme ordre. La courbe du
woisiéme ordre qui passe par les six sommets d'un qua-
drilatére complet et par les picds des hauteurs du trian-
gle formé par ses diagonales, passe par les deux points
situés a 'infini sur un cercle. (Faure.)

564%. La courbe du troisiéme ordre que I'on trace ainsi,
est le licu des foyers des coniques inscrites dans le quadri-
latére; elle rappelle le cercle dans la théorie des courbes
du second ordre. (Faure.)

565. Le lieu des foyers des coniques qui passent par
quatre points est une courbe du sixiéme ordre.

Les Nouvelles Annales, . IV, p. 324, annoncent une
courbe dont le degré peut monter a 64. (Favre.)



SOLUTION DE LA QUESTION 192

(voir t. VIl . 368);

Par M. J.-Cx. DUPAIN,

Professeur agrégé, ancien éléve de ’'Ecole Normale.

Lien des points tels, que la somme de leurs distances
aux deux c6tés d’un angle droit xOy soit égale & une
quantité donnée c.

I.

Je supposerai, pour abréger le langage, quele plan x Oy
soit horizontal. Soient M un point de I'espace (x, y, z) du
lien; MA, MB les distances aux cotés de I'angle droit

"

MA =V + 32, MB =y + 25

(1) v’i‘—}—:z-{-\/)"ﬁ—z“::c.

Cette équation, cn tenant comple des doubles signes
implicitement renfermés dans les radicaux, ct en remar-
(uant que c est toujours positif, représente trois équa-

tions :

(2) MA +~MB =g,
(3) MA—MB=-c,
(4 MB — MA = c.

La premiére seule répond a I'énoncé; tous les points qui
satisfont a4 I’équation (2) ne sont pas extérieurs a deux
cvlindres de section droite circulaire, ayant leurs rayons
égaux a c, ct dontles axes respectifs sont Ox, Oy. En effet,
pour tous ces points il faut que MA ¢, MB <c.
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Les points qui satisfont aux équations (3) et (4) sont
tels, queladifférence deleursdistances aux axes Or,Oyest
égale a c; ils peuvent étre situés a des distances des axes
indéfiniment croissantes.

Ceux qui satisfont en particulier 4 I'équation (3) ne
sont pas intérieurs a un cylindre ayant pour axe Ox et
pour rayon ¢, parce que MA > c.

Ceux enfin qui satisfont 2 I'équation (4) ne sont pas in-
téricurs a un cylindre ayant pour axe Oy et pour rayon c,
parce que MB > c.

Le lieu donné par I'équation (1) comprendra donc une
partic fermée et des nappes infinies.

Nous excluons le cas on ¢ serait nul; I'équation (1) se
réduit A
ry===ur,

qui représente les plans bissecteurs des diédres qui ont Oz
pour aréte.
L’équation (1), débarrassée de ses radicanx, devient

(5) y—oaly*4-a'—22y?— 202+ =4 2%

A la premiére vue on apergoit que les plans coordonnés
sont des plans principaux, que fes axes coordonnds sont
des axes de surface, que Porigine est un centre, et qu’en-
fin la surface est symétrique par rapport aux plans bis-
sccteurs des plans coordonnés verticaux.

L’équation de la surface rapportée a ces plans bissec-
teurs cst
(6) fxryt—ocirt— 20yt ot = [ 2.

II.

Sections de la surface par des plans horizontaux.

Je suppose d'abord z = o, ce gui donne

o . . ga
fra"— a0+ b= 0,
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ou par la décomposition en facteurs

(=) +5) () () -

Le lieu se compose de quatre paralléles aux axes Oa’, Oy,
formant un carré ABCD.

Les c6tés du carré répondent a I'équation (2) et leurs
prolongements a I'équation (3) et a 'équation (4).

. c

Je suppose maintenant z = a et a < 3 la valeurde y’®
peut s’écrire :
c? 203¢?

~+

2 21/ —¢*

Lorsque 22?2 ¢*, y’ a toujours deux valeurs réelles
égales sauf le signe; d’ailleurs ¥ est nul pour ' = o et
infini pour x’ = == Z_. Yobtiens ainsi quatre branches
' 2

hyperbeliques, les cotés étant prolongés : deux, situées
dans les angles A et D du carré, conviennent a 1’équa-
tion (3); les deux autres, dans les angles B et C, 4 I'équa-
tion (4).

Enfin, dans I'intérieur du carré ABCD, se trouve une
courbe fermée ayant deux axes dirigés suivant Ox’, Oy ',
Les quatre demi-axes ont la méme valeur

En considérant 'équation (5) o I'on remplace z par
a, il estfacile de reconnaitre que O x et Oy sout des dirce-
tions d’axes pour la courbe fermée. Les quatre nouveaux
demi-axes de la courbe fermée ont pour longueur

Ve —2ac et ceux des quatre branches hyperboliques

/
V¢t 4 ac,
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Nous avons ainsi une idée assez nette de la section
horizontale. Lorsque z augmente, la courbe fermée se

resserre et les branches hyperboliques s’écartent des
asymptotes.

c , C1en s :
Quand z = > la courbe fermée se réduit a un point,

. R c
et elle disparait quand z surpasse 5

La surface se présen{e donc 4 nous comme une voiite
surbaissée, reposant sur un carré et flanquée de quatre
nappes infinies qui n’ont chacune qu’un point de com-
mun avec elle.

11I.

Sections verticales perpendiculaires a Oy'.

Je remplace dans ’équation (6) y' par a, ce qui
donne '

f3z4 24" (P —2a%) = * (' — 24a?).

Lorsque ¢*>> 2 a?, le plan vertical perpendiculaire ren-
contre la surface fermée, les sections sont des ellipses,

v

17 . . C
an dCS axes esl llorlzon[al et de longueur counstante — 9
2

’ - c . , , 2

I'autre diminuede = a o. Quand @* a dépassé < le plan
2

rencontre deux nappes infinies. et les sections sont des

hyperboles ayant I'axe transverse horizontal et s'ouvrant

de plus en plus.

- On peut répéter identiquement la méme chose sur les
sections verticales perpendiculaires 2 Ox'.

IV.
Secctions wverticales par les plans zOx et zOy.

Je fais d’abord y = o dans I'équation (5), et j'ob-
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tiens
??—c'==*2cz,
qui représente deux paraboles tournées en sens contraire.
c

n pent remarquer que == =c; les foyers son
On pent quer que OH 2OA c; les foy t
a lorigine.

En posant x = o dans I'équation (5), on trouverait
deux autres paraboles identiques aux précédentes, mais
situées dans le plan zOy.

On reconnait aisément que ces quatre paraboles sont

des lignes de pente, parce que leurs plans contiennent les
axes des sections horizontales.

V.
Sections werticales passant par l'axe Oz.

Je prends de nouveaux axes horizontaux OX, OY; si je
pose XOx = =,

z=Xcosa —Ysin«, y—=—Xsina—+ Ycosa,

I'équation (5) devient

(X?cos2a — 2XYsin2a — Y?cos2a )

— 20 (X2 4+ Y?) + ¢ =422

La section ‘de la surface par le plan zOX aura pour

équation
(7) X! cos?2a—2c*X? + ¢ = 4 c*2%
il nous suffira de faire varier a entre 0° et 45° exclusi-

vement. Nous :trouverons commode de. décomposer en
facteurs le premier membre de 'équation (7) :

c? cisin2zx

cos’2a | Xt — ——r — ————

(8) cos’2 « cos'2 &
? ¢?’sin2«

x(x*—

+ —
cos*2a cos?2«

) =42
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Nous aurons également besoin de différentier I'équa-
tion (7):
: dz X (Xo0s'2a — ¢?)
(9) X = Py

Etudions seulement les valeurs positives de z et de X,

Pour
X=o0

z a une valeur maximum ~i puis z diminue, il devient

nul pour

et c*sin2a

= ——— o ———
cos’2a cos*2
la tangente est alors verticale; a partir de ce moment
z devient imaginaire; il est de nouveau nul quand

2

c? csin 2 o
= — —
€cos’2a CcOS?2 «

et la tangente est de nouveau verticale; z augmente
ensuite indéfiniment; on ne voit pas immédiatement les
variations de la tangente, mais pour

Z2==M

elle devient verticale, ce qui suppose une inflexion. Nous
pouvons déja attribuer a la courbe une forme analogue a
une lemniscate, savoir une branche fermée et deux bran-
ches infinies détachées.

Pour déterminer avec précision I'inflexion, il faudrait
différentier deux fois I'équation (7), ce qui donne

2 ] — ? — ? d’z Rlﬁz.
3X?cos’22 c___?.czdxz—t-zc (dX ,

2 .

puis supposer —=- =o. On trouve ainsi une équation
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en X du sixieme degré, qui s’abaisse au trons:éme, etqu’il
serait trop long de discuter.

Le rayon de courbure au sommet. H a pour expres-

sion —}7'—— ou, substitutions faites, 2¢; il est donc indé-
()
~ pendant de «, et par suite le poml. H est un ombilic de la
surface.

. VI.
Plan tangent.

L’équation du plan tangent en un point ayant pour
coordonnées ¢,7,{, est

(' — E)E(zn" — )+ (y —a)n (28— )= 204 (3" —);-

il est paralléle 2 zOx' lelongdes droites indéfinies AD, BC,
et paralléle a zOy’ le long des droites AB, CDj; il est indé-
terminé aux quatre points A, B, C, D. C’est donc par des

pointes que les quatre nappes infinies touchent la surface
fermée.

GENERALISATION D'UN THEOREME DE M. M. ROBERTS ;
Par M. V.-A. LE BESGUE.

Tutorime. Soit ABCD un tétraédre dont les aires des
faces respectivement opposées aux sommets A, B, C, I
sont respectivement a, b, ¢, d. Si sur un plan quelconque
P on abaisse des points A, B, C, D les perpendiculaires
a', b, ¢/, d', positives ou négatives selon qi’elles sont
d'un c6té du plan ou de Uautre, on aura toujours

W =aa' + bb' + ¢’ +dd = 3V. E,
p
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en représentant par .V le volume du tétraédre, par.v le
rayon de la sphére inscrite, et parp la distance du plan P
au centre de la sphére.

Quand le théoréme a été prouvé pour p = o, c'est-a-
dire quand on a montré que la somme aa'+b'+cc'+dd’
est nulle relativement a tous les plans passant par le
centre de la sphére inscrite, on trouve tout de suite pour
un plan a la distance p de ce centre

a(a +p)+ b(0'+p)+c(cd+p

i

)+ d (' +p)
=(a+b+c+d)p=3V.E,

a cause de
3V=(a+b+c+d)r

Pour démontrer le cas de p = 0, on représentera par
a",b",c"les trois arétes passant par D, de sorte quel’aire a
soit comprise entre b” et ¢”. Si la perpendiculaire menée
par D a la face a fait avec &’ I'angle 2, on a

3V =aa" cos a,,
et de méme

3V=1>5bb"cosB,, 3V =1rcc"cosy,.

Maintenant si 'on prend les arvétes a”, 3", ¢” pour axes
p » Ul p
des coordonnées, et que

h=cosa.x—+4 cosB.y + cosy.z,

soit I'équation du plan P, en représentant par £ la
perpendiculaire abaissée de l'origine D sur ce plan, et
pat «, 3, y les angles que cette perpendiculaire fait avec
les trois axes, il en résulte que pour avoir les trois autres
perpendiculaires abaissées sur le plan P des points
A, B, C, il suffitde mener par ces points des plans paral-
leles a P.
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En supposant ces trois perpendiculaires d'un méme
c6té du plan, la perpendiculaire . étant de I'autre cdté,
les trois perpendiculaires de méme signe sont

a”"cose—h, b"cosp—h, <" cosy—r,
et faisons
W= {(a"cosa—h)a-+(b"cosB — k)b
+ (c¢"cosy — h)c— dk,

ou
cos a cos
W = aa’cos a, - + bb” cos B, - P
cos &, cos fi,
cos h
—+ cc” cos vy, - il —(a+btc+d)r.--,
€os 7, r
ou encore
cos « cos cos h
W =3V P v _ 2L
COS cos B, cos 7, r

Or les coordonnées du centre de la sphére sont respec-
tivement

r r r

. I ?
cOos o cosf, " cos vy,
Si ce point est sur le plan

zcosa 4y cos B+ zcosy —h=o,

on a donc
cos a cos cos h
B 7-—-:0, dod W=o.
Cos a, cos B, cos v, r

La démonstration ne change pas pour le triangle;
seulement a, &, c, représentant les cdtés, et la surface
étant S, on obtient

aa” + bb" +ec” = 8. f-;,

Ann. de Mathémat., t. XX. (Février 1861.) 5
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pour p=o0 ona
aa” 4- bb” + cc¥ = o,
pour p=r ona
aa” 4- bb"” + cc” = 28,
c’est 1a le théoréme de M. Michael Roberts ; alors la droite

variable dans le plan du triangle est toujours tangente
au cercle inscrit dans ce triangle.

THEOREME SUR L’INTERSECTION D'UN CERCLE
ET D'UNE CONIQUE.

Trtorime. Par un point fixe dans le plan d'une
conique, on fait passer une corde quelcenque ; sur cette
corde comme diammétre, on décrit une circonférenee qui
coupera la conique en deux points ; la corde qui joint
ces deux points passe aussi par un point fixe.

Démonstration. Placons 'origine des coordonnées au
point fixe, et prenons pour axes des paralléles aux deux
axes principaux.

Soient

Ay»+4+Cx? +Dy +Ex+F —o,

équation de la conique;
(r —pz) (y+pr+n=r'—p 2+ ry—prr=o,

équation de deux droites conjointes, cest-a-dire de denx
droites paralléles a des diamétres égaux, systéme qui
coupe la conique en quatre points situés sur une méme
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circonférence ; soit
YA+ N)+2{C—2p)+y(D+2r) +x(E—rpr)+F=o0,

I’équation d’une conique passant par les quatre points
d’intersection ; A est un multiplicateur arbitraire. Pour
que cetle équation représente un cercle, on doit avoir

C—A
+ 2 =C—p? = .
A C p? A Py

Soient 2/, y' les coordonnées du centre de ce cercle ;
on a
E—\pr . D+4)r

e e —_—
T=Tsmwn 7 A+

ce centre, d’aprés I’énoncé, est sur la droite y —px = o,
donc
—(D+Ar)+p(E—dpr)=o,
pE—D pE —D
A(pt+1) —Cc=a’

r—

Substituant cette valeur de r dans ’équation du second
ordre, on obtient

y(C—A)+pr(C—A)+ pE —D =o,

ou

wpfes E \_ D
Fy+r C-a/~CZa

Cette droite passe donc par le point fixe qui a pour
coordonnées

E D
y Y=

C—A

C. Q. F. D.

Remarque. Cette propriété nous a é1é communiquée
sans démonstration par M. Siacchi, de Milan, et pour le
5.
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cas seulement o le point fixe est situé sur Vaxe focal de

ellipse.

Corollaire. Les deux systémes de cercles sont des fais-
ceaux homographlques.

—pr=o0, y(C—A)+ px ( C—-—A)+pE-—D=o,

sont deux rayons homographiques; éliminant p, on
obtient
22y (C—A)+Ey —Dxz=—o,

équation d’une hyperbole équilatére.

Remarque. Lorsque le point fixe est 4 I'infini, les
deux faisceaux sont chacun formés de rayons para]leles,
ce qui est intuitif.

PROPRIETES QU’ON DEDUIT DE LA TRANSFORMATION
PAR RAYONS VECTEURS (*).

1. La polaire réciproque d’une courbe plane par rap-
port a un cercle directeur est une ligne inverse de la
podaire du centre du cercle.

2. [inverse d’une circonférence est une circonférence
qui devient une droite lorsque le pole est sur la circonfé-
rence.

3. L’inverse d’'une conique ayant pour pole le centre
cst dégale a la podaire de ce méme centre. .

(*) Etant donnée I'équation polaire d’une courbe, on obtient la ligne

£
a
inverse enremplagant p par P a constante,
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4. L’inverse d’'une conique ayant pour pole le foyer
est une conchoide circulaire.

5. L’inverse d’une parabole ayant pour pédle le som-
met est une cissoide.

6. L’inverse d’une strophoide (]ogocychque) est une
strophoide semblable.

7. L’inverse d’'une cassinienne a plusieurs foyers est
une cassinienne de méme nombre de foyers.

8. L’inverse d’une droite est une circonférence pas-
sant par le pole.

9. L’inverse d’une hyperbole équilatére est une lem-
niscate.

10. L’inverse d’une parabole ayant pour pole le foyer
est une cardioide.

11. Trois circonférences passent par le méme point O,
et se coupent en trois autres points, sommets d’un tri-
angle curviligne formé par trois arcs de la circonférence;
les trois circonférences qui, passant par le méme point O,
divisent en parties égales les angles du triangle, passent
encore par un autre point inverse du point O; les trois
circonférences qui passent par le point O, perpendicu-
laires aux c¢6tés du triangle curviligne, se coupent en un
méme point; la somme des trois angles du triangle cur-
viligne est égale a deux angles droits.

12. Si sur trois cordes OA, OB, OC d’une circonfé-

rence, comme diamétres, on décrit trois circonférences,
elles se coupent entrois points qui sont en ligne droite.

13. Si trois circonférences passent par le point de re-
broussementd’une cardioide tangentiellement a la courbe,
les trois intersections de ces circonférences sont en ligne

- droite. ’
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14. Les tangentes 2 une cardioide, menées par les

extrémités d’une corde passant par le point de rebrousse-
ment, se coupent i angle droit.

15. Si sur l'inverse d’une conique l'on prend six
points, et si 'on décrit six circonférences passant cha-
cune par deux points consécutifs et par le pole, les inter-
sections de chaque couple de circonférences opposées sont
sur une méme circonférence.

16. Si dans une lemniscate ordinaire on inscrit un
triangle curviligne formé par des arcs de cercles passant
chacun par le centre de la lemniscate, les trois circonfé-
rences qui passent par les trois sommets perpendiculaires
aux cotés opposés, se coupent en un point qui est sur la
lemniscate.

17. Soient des circonférences passant par le pole d’une
conchoide circulaire, et coupant la courbe chacune en
deux points, qui sont vus de 'origine sur un angle donné,
Venveloppe de ces circonférences est une conchoide circu-
laire de méme pole. :

18. Soient OA, OB, deux arcs de cercles; deux points
A, B, sont fixes, et I'angle AOB est constant; le lieu
des seconds points d'intersection des arcs OA, OB est une
circonférence. ’

19. C,, C,, C; étant trois circonférences, trouver le
centre C d’une quatriéme circonférence qui touche les cir-
conférences données. Soit O un point d’intersection des
couples C; et C;; prenant ce point pour pole et pour
numeérateur de transformation inverse la puissance de O
par rapport a C,, les centres C, et C, se transforment
en droites , et la circonférence C; ne change pas. 1l suffit
done de mener un cercle touchant les deux droites et la



(71)
circonférence C,; le centre C du cercle est le point
cherché.
8i C, et C; ne se coupent pas, on peut augmenter ou
diminuer les trois rayons de la méme longueur, de ma-
niére qu’il y ait intersection, et cela ne change pas la
position du point C (Mannheim).

20. Deux paraboles de méme foyer passant par un
méme point fixe, le lieu du deuxiéme point d’intersection
estun ovale cartésien.

21. Siles trois sommets des trois paraboles confocales
sont sur une cardioide dont le point de rebroussement
est au foyer commun, leurs points d'intersection sont
une quatriéme parabole confocale aux premiéres.

22. Si trois hyperboles équilatéres concentriques tou-
chent la méme droite, leurs points d’intersection seront
sur une lemniscate concentrique aux hyperboles.

23. Le lieu des sommets d’hyperboles équilatéres con-
centriques 4 une cassinienne ordinaire, et la touchant,

est ]a podaire d’une conique par rapport a ce centre.
24. Le lieu des sommets des paraboles confocales et

touchant une conique a centre est une conchoide cir-
culaire.

25. Un systéme d’ovales cartésiens a foyers communs
est coupé orthogonalement par un systéme de paraboles
confocales.

26. Un systéme de cassiniennes ordinaires de mémes
foyers est coupé orthogonalement par un systéme d’hy-
perbales équilatéres passant par les foyers communs.

(La suite prochainement.)
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THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DE RAYONS RECTILIGNES

(voir t. XIX, p. 871);

Par M. E.-E. KUMMER.

CrELLE, t. LVII.

Trapuit par M. E. DEWULF,

Capitaine du Génie.

§ ILlI. — Direction des plus courtes distances et plans
principaux.

Considérons maintenant les directions des plus courtes
distances entre un rayon et tous les rayons infiniment
voisins. Ces directions sont données par les cosinus 2,2, u
de leurs angles avec les trois axes des coordonnées. Rem-
plagons dans les formules (13 ), § I, les différentielles dx,
dy, dz, dE, dn, d¢ pour les quotients différentiels par-
tiels, et par les différentielles des variables indépen-
dantes, nous aurons :

v — nec — &b 4+ (ne/ — gb') ¢
T Veradtrgr
ta—gc—+ (ga’ —Ec )t

VE+2Ft 4G

__Eb—na + (Eb —na')e

(1) A=

VE 281+ o

o

Sil'on prend pour &, 7, { les valeurs données (27), § 1,

_ b

4‘.‘:’
F,-.:.-A—, n= —3 (=

A )

O
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et si 'on remarque que
Wwe—E€b=a't —a¥, w.,c'—-eb'-_—a'ﬁ—ag,
€a — dc=bE—bF, Qa’—,ﬂw’:b'g-——bg,
Jb—aba =c'€——c§, n4L,b’-—1ﬂ,a’=c’§—cg,

on obtiendra

' (C450)—a(F+(e)
AVE+afitge
_Y(E+F)—V(F+ge)
AVE 45+ Gr
(L4 Fr) —c{F+ Qo)
© aVeaFi+ge

=

(2) b

’

Considérons, en particulier, les directions des plus
courtes distances qui correspondent aux points limites,
dt=t, et t =t,, et désignons parz, A, 11, €t s, Aa, fls,
les valeurs de %, A, u correspondantes. Au moyen de I'é-
quation (6), § II, qui donne &+ §t, = —1¢, (5 +§t;),
nous obtenons les expressions suivantes :

la+a't) (F + ¢,
7y = — ’

AV,
. (b+b)(F+Ge)
(3) h=— Av, ’
__ (e+e0)(T+Gu)
P = AV| .

Nous avons posé
: 7 7.
Vi =VC + 28t + Gt

posons de méme

Vo=V + 25+ Gty
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nous aurons, d’aprés les équations (11) et (8), § 11,

AV AV
(4) V‘V,=A(t,--t,), E—é’n =V3’ m:—-v.,
et, par suite,
a4 a't b4 b, — 'ty
(5) % = v ’, A= - S (C‘—l:—ct).

On peut tirer de 14 les valeurs de x,, A, p; en chan-
geant f, en £, ce qui donne —V, au lieu de V, :

_a+a'y

b + by,
v, ’

e+t
Vv, -

\£

(6) %2 9 )2-——“- 2
Le cosinus de I'angle que forment entre elles les plus
courtes distances de deux rayons infiniment voisins aux

points limites, a pour valeur :

%% = M hy P [£2

_ _ (a+a's)ata't)+ b+b'e) (b4 b'ty) +c+-c't)c+c't)
- V.V,

9

on obtient en effectuant

23 (+8)+Gut
\ARA

x|xz+)‘|)\z+f‘~|}/~z:—

D’apreés (6), § I, cette valeur est nulle, donc I’angle est
droit. Nous pouvons donc énoncer ce théoréme:

Les plus courtes distances d'un rayon aux rayons in-
finiment woisins pour lesquels on obtient les points limi-
tes, sont perpendiculaires entre elles.

Nommons plans principaux les plans qui passent par
un rayon et sont perpendiculaires aux plus courtes dis-
tances de ce rayon aux rayons infiniment voisins qui
donnent les poiuts limites. D’aprés le théoréme précé-
dent, ces plans sont rectangulaires. La direction d’unc
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droite perpendiculaire s un rayon sera déterminée quand
on connaitra I'angle qu’elle fait avec un plan passant par
ce rayon. On considére les plans principaux d’un rayon
comme l'origine des angles de toutes les directions per-
pendiculaires a ce rayon.

Soit & I'angle que la direction de la plus courte dis-
tance d’un rayon a un rayon infiniment voisin fait avec
la direction de la plus courte distance en un des points
limites, celui dont I’abscisse est r,, ou, ce qui revient au
méme, I'angle complémentaire de cette direction avec le
second plan principal, on a

7 €oS o == %, % -+ A A =4 p, .

En mettant dans cette formule les valeurs (2) et (6}
de %, 2, Hy %1y Ay Py, ona’
E+Fn+1t(F+gu)
ViWE+2gt+(@n

(8) €08 @ == —

ou bien, en ayant égard a I'équation (6), §1I,

(9) cosw FHGH) (6 —0)
ViV +2Fe+Ge

On tire dela

(v0) sinw = Y Chnd) _—_t.'_)____,
VWE+2Ft+Ge
(11) tang » = Alt—1)

(§+Gu) (n—1)°
el par suite

__ Ay cos:.»+(5+gt.)t,sinw
T Acose+ (F+Gt)sinw

(12)

Au moyen de cette formule, on peut remplacer ¢ par
sa valeur en fonction de I'angle » qui fixe plus nettement
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la position d’un rayon par rapport a un rayon infiniment
voisin. Faisons cette substitution daus I’expression
e+ (f+f)e+gr
T+ 2§t+ G

del'abscisse du point d’un rayon le plus rapproché d’un
rayon infiniment voisin, et remarquons que

. v AV}
(]3) ¢+2§t+(dt _[ﬁ(‘,()sw-f‘(j"'-gt) sinw]"
(14) ' e+ (f+f)t+ge

_ e (f+ ")+ gr*]cos?e 4 (F4-(r) (e~ (F4-£)1,4-g22]sin? o
- [Acosw + (F + (1) sinw | ’

nous obtiendrons

e f4-1")¢ t?

(15) "“—“—[ T(+~)'f2g~']cos’w
o 25("+(Jtl

— te + (+6)e +Tgt§] sin? w.
C+ 26+ G

Si nous avons égard aux formules (12) et (13),§ 11, la
formule précédente devient

(16) r=—r cos’w 4 r,sin’ .

Cette élégante formule, qui donne une relation si sim-
ple entre les plus courtes distances d'un rayon a un rayon
infiniment voisin quelconque et les plus courtes distances
qui correspondent aux deux points limites du rayon, a été
trouvée par Hamilton, dans le supplément de son Mé-
moire : On the theory of systems of rays. Il nomme
virtual foci les pieds de la plus courte distance de deux
rayons infiniment voisins. Il a aussi signalé pour la pre-
miére fois les points limites et les plans principaux.

(La suite prochainement.)
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'NOUVELLES BEMONSTRATIONS
DES THEOREMES DE MM. FAURE ET PAINVIN

( voir t. X1X, p. 290 et 847 );

Par M. Paur SERRET.

1. Soient : une ellipse,
@yt + bz = a* b
un triangle conjugué ABC; et le cercle, circonscrit a ce
triangle, et représenté par I'équation
(1) 2’4y — 222 — 2By + 9’ = o,
ou 7 désigne la longueur de la tangente menée au cercle

par le centre de ’ellipse. Soient, de plus, X, Y les coor-
données du sommet A; et

(2) y=mzr+n
I'équation du coté opposé BC; m et n ayant les valeurs
suivantes :
X a? b?
n — = ———— =
(a) " ayY’ a’Y

Les sommets B et C du triangle étant deux points con -
jugués, la droite (2) doit couper le cercle (1) suivant deux
points conjugués; et 'on a, dés lors, entre les coordon-
nées des points communs au cercle et a la droite, la rela-
tion
(3) aty'y” + b2’ x" = a’ b

D’ailleurs 1'élimination alternative de x, ou de y, entre
les équations (1) et (2), donne les expressions de y'y” et
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22" en fonction de m, n et, par suite, en fonction de

X, Y : et 'on trouve, en substituant ces valeurs dans
P'équation de condition (3),

bz(.’,z__ 61)X2+ a’(-]’—a’) Y?
—a*b* (2aX + 28Y —a?— b)) =o,

(%)

a laquelle il faut joindre la relation
{4) X2+ Y —22X —28Y+ =0,

exprimant que le sommet A du triangle appartient au
cercle.

Or, les équations (3’) et (4) ayant lieu simultanément,
P’équation obtenue en multipliant la seconde par — a*5?*
et I’ajoutant a la premiére, a lieu en méme temps que les
deux autres : on adonc

(8)  (r—a—b) (@Y +5X — @ B)=o,

et comme le sommet A (X, Y) peut étre pris arbitraire-
ment dans le plan de 'ellipse, le second facteur n’est pas
nul; 1'égalité précédente se réduit a

72 —at— b= o,
d’'ou

(6) y=a+ b

2. On peut parvenir, plus simplement encore, au ré-
sultat, par un emploi convenuble d’un théoréme di a
M. Chasles.

Considérons, i cet effet, un triangle conjugué abe, le
cercle circonscrit a ce triangle, et, sur ce cercle, un point
a' quelconque, ou tel, du moins, que sa polaire, relative
a Uellipse, coupe le cercle en deux points réels &' et .
{Cette condition pourra étre remplie, d’une infinité de
maniéres, en prenant le point o’ suffisamment voisin de
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'un des points de rencontre du cercle abc et de I'ellipse.)
Le triangle 'Y/, ainsi défini, sera un triangle conjugué.

En effet, dans la construction d’un pareil triangle domt
un premier sommet a’ est donné, on peut choisir le se-
cond ', arbitrairement, sur la polaire &' ¢/ du premier :
le second sommet b’ peut done, dans le cas actuel, étre
pris sur le cercle abc. D’ailleurs, par le théoréme auquel
nous avons fait allusion, les six sommets de deux trian-
gles conjugués quelconques abc, a'b'c’ appartiennent a
une méme courbe du second degré : et comme, dans le
cas actuel, les cinq premiers sommets a, b, c, a’, b’ appar-
tiennent, par construction, au cercle abc, il en est de
méme du sixiéme.

Cela posé, le triangle abc et le cercle circonscrit de-
meurant fixes, imaginons que le sommet &' glisse sur ce

Fig. 1.

cercle, en restant extérieur a ellipse, et en se rappro-
chant indéfiniment du point « commun au cercle et a I'el-
lipse : sa polaire &'c/ coupera le cercle en deux points
reels ', c’; la corde &' ¢’ se rapprochera indéfiniment de la
tangente ay de lellipse en «, et aussi du point a/. En
méme temps, I'un des points &', ¢, le premier par exem-
ple, se rapproche indéfiniment du point &' : d’ow il résulte
que la limite du cdté a'b’ est la tangente en « du cercle
abc; la limite du point ¢ étant le pole y de cette tangente.

Nous avons donc, par une sorte d’élimination géomé-
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trigue du triangle conjugué primitif abe, cette construc-
tion générale du cercle circonscrit i un pareil triangle :
Mener dans Uellipse une corde quelconque ad, cons-
truire son pdle y; et faire passer par ce péle un cercle
tangent a la corde en Uune de ses extrémités.

Cette construction établie, on trouve aisément la se-
conde trace 3/ du cercle ay sur le diamétre Oy de Pellipse,
et la puissance P* = Oy.0y du centre de l'ellipse par
rapport a ce cercle.

3. Les cercles circonscrits aux tnangles conjucues
coupent orthogonalement le cercle x? +y*=a®+ b
et I'axe radlcal de deux quelconques de ces cercles passe
par le centre de I'ellipse.

4. Chaque point de I'ellipse pouvant étre considéré
comme un triangle conjugué, de dimensions nulles, quel
est le cercle circonscrit correspondant? On trouve que
chacun de ces cercles, tangent extérieurement 4 la courbe,
a pour diamétre le rayon de courbure correspondant de
Iellipse. L’enveloppe de tous les cercles semblables se
compose de I'ellipse proposée et de 'une de ses lignes ré-
ciproques par rapport au centre, pris pour origine des
rayons vecteurs; et la tangente a la ligne de leurs centres
est perpendiculaire au diamétre correspondant de I'el-

lipse (*).

5. On peut déduire, des remarques précédentes, la
construction de I'ellipse, connaissant : un premier point
de la courbe, et la tangente correspondante; un second
point et le cercle de courbure correspondant.

6. Pour passer au théoréme de M. Painvin, considé-
rons un ellipsoide rapporté a trois diamétres conjugués

(*) Belle ohservation dont 1a preuve est a désirer. Tw.
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quelconques OA, OB, OC, ou Oz, Oy, Oz. Ayant coupé
cet ellipsoide par le plan z =y, imaginons un triangle &
conjugué par rapport & la section résultante; et soit, sur
Oz, D le péle du plan z =y : le tétraédre (&, D) sera un
tétraédre conjugué.

Fic. 2.

0 + %
/
K

Notation. A, B, C demi-diamétres conjugués de el-
lipsoide

a, b demi-diamétres conjugués, paralléles a Ox, Oy de
la section z =1y;

r, rayon du cercle circonscrit au triangle &; R, rayon
de la sphére circonscrite au tétraédre (G, D);

7, centre du cercle &; I, centre de la sphére (&, D);
O, centre de Dellipsoide ; IV, centre de la section z = y;

‘ oD =y, oD =-(;—,

C’—'y’ -

—2 . .
T’ Di=r+4a -+ b: .

(4) ?
a4 b*= (A2 B?)

cette derniére équation n’étant autre chose que la traduc-
tion du théoréme de M. Faure.
Si nous joignons maintenant le point I aux trois points
Ann. de Mathémat., t. XX (Mars 1861). 6
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en ligne droite O, IV, D, I(IOUS Zurons la relation connue
OL.DI + DI.OD’ = D'1.0D + OD.OD'.DD’ :
de 14, cn remplacant iﬁ?par R?; D_’I2par sa valeur
D'i 411 = (72 + a* -+ b?) + (R? — 1) =R? 4 a* + b7,

déduite de la considération du triangle I:DY, rectangle
enZ, etde 'emploi de la derniére des relations (A),

—2

OI.DD’' 4+ R?.0D' = (R* + a*+ 4?)OD + OD.OD’.DD".
Enfin par une réduction évidente, cette derniére équation
peut s’écrire

a* + §7) OD +- OD.OD'.DD’

of —Re ==
T DD’

d’ou, par 'emploi des relations (A), et aprés quelques
simplifications,
Ol — R* = A"+ Bt + C*.

7. Chaque point de Dellipsoide peut étre considéré
comme un tétraédre conjugué de dimensions nulles; et
Pou trouve que la sphére circonscrite correspondante est
tangente extérieurement a ’ellipsoide, son diamétre étant
égal a la somme des rayons de courbure principaux de la
surface, au point de contact.

Note du Rédacteur. Nous n’avons jusqu'ici que des
wérifications du beau théoréme Faure. L’ingénieux géo-
métre voudra bien nous donner son procédé d’invention ;
probablement cas particulier de sa méthode générale de
transformation métrique, source inépuisable de pro-
priéiés de l'espace.
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L3

THEOREMES CONCERNANT LES COURBES GEOMETRIQUES
PLANES ;

Par M. E. DE JONQUIERES.

I. La courbe enveloppe des cordes communes a une
courbe fixe du degré m et aux courbes d’un faisceau (*)

du degré n est de la classe -;-m(m-l) (2m—1).

Sila courbe fixe est une conique, la classe de I'enve-
loppe est simplement (27n—1). On en conclut aisément
que:

1 . . (.
II. Par on {n+3)—p points donnés, on peut décrire

2(2n—1)" courbes du degré n tangentes a p coniques
données.

Par exemple, il y a 7776 coniques qui touchent cing
coniques ; dix billions de courbes du troisiéme ordre qui
touchent neuf coniques, etc. M. Bischoff a donné dans le
Bulletin, t. V, p. 17, une formule plus générale qui
s’applique & des courbes tangentes quelconques, mais qui
parait en défaut dans certains cas.

III. Une transversale tourne dans un plan autour d'un
point fixe S, et rencontre, a chaque instant, en m points,
une courbe géométrique du degré m tracée dans ce plan.

(*) On sait que des courbes du degré n forment un faisceau, quand
elles ont les mémes n* points d’intersection, ce qui a lieu si elles passent

S
par —n (n+3)— 1 points communs.

6.
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Si I'on méne les tangentes et les normales a 1a C,, en ces
points d’intersection, les tangentes se coupent deux & deux
sur une courbe 2, et les normales se coupent aussi deux
a deux sur une seconde courbe X'

.“ 1° Le degré de la courbe Z est é m(m—1) (2m—3);

cette courbe passe par chacun des (m—2) pointsdela C,,
autres que le point de contact, qui sont situés sur cha-
cune des m (m—1) tangentes qu’on peut mener du point S
a cette C,,.

Chacune des tangentes de C,, en ses points d'inflexion
et de rebroussement est une tangente multiple de Z, d'un
ordre de multiplicité égal a (m —1).

Si m= 2, la courbe Z est simplement la droite polaire

du point S.
2° Ledegré de la courbe 2 estém(m—x) (2m—1);

si 'on méne par le point S des paralléles aux m asymp-
totes de la C,,, et ensuite des normales & cette courbe
en tous les points ou ces paralléles la rencontrent i dis—
tance finie, on obtiendra d’abord m (m — 1) droites pa-
ralléles aux asymptotes de la courbe Z'.

On démontre en outre que sur la courbe C,, il existe

-;-m(m——l) (2m—3) paires d’éléments infiniment pe-

tits, paralléles deux a deux et situés deux a deux sur des
droites concourantes au point S. Lesnormales en ces points
a la courbe C, sont les directions des autres asymptotes
de Z'; on a en effet

m(m_—()+£m(m —1) (2m——3)=£m(m-l)(2m—‘1).

Les normales 4 C,, en ses points d'inflexion et de rebrous-
sement sont des tangentes i &’ de 'ordre (m—1).
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Sim=2, la courbe ¥’ est du troisiéme ordre, comme je
I'ai démontré dans le tome XVIII, page 261,des Nouvelles
Annales, a P'occasion d’'un probléme dont celui qui pré-
céde est la généralisation.

SOLUTION DE LA QUESTION 548

(voir t. XIX, p. 408 et t. XX, p. 56) ;

Par M. E. DE JONQUIKERES.

Lieu géométrique des foyers de coniques assujetties &
quatre conditions communes.

On peut, en se servant d’'un procédé de démonstration
employé par M. Chasles, dans son Cours a la Sorbonue,
pour le cas ou les coniques ont quatre points communs,
trouver aisément, sans aucun calcul, le degré de la courbe,
lieu des foyers d’une série de coniques assujetties a qua-
tre conditions quelconques. Ce degré est 3 n, n étant le
nombre des coniques qui satisfont aux quatre conditions
proposées et qui touchent une droite donnée ; et la courbe
a deux points multiples imaginaires de U'ordre n situés &
linfini sur un cercle.

Pour le démontrer, supposons d’abord qu’on cherche
le degré de la courbe, lieu des points de rencontre des
tangentes menées aux coniques de la série proposée par
deux points fixes P, P/, donnés dans leur plan commun.

Menons, par le point P, une droite quelconque PL, et
soit 2 le nombre des coniques de la série qui touchent PL.
On pourra, par le point P, mener 2n tangentes a ces
coniques, lesquelles couperont PL en 27 points apparte-
nant a la courbe cherchée.
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. En outre, la droite PP est elle-méme touchée par n
coniques de la série, auxquelles on peut mener n autres
tangentes par le point P. Ces n 1angentes coupent la tan-
gente PP’ au point P lui-méme, qui par conséquent est
un point n“?¢; et de méme pour le point P'.

Ainsi le lieu cherché posséde, sur toute droite PL, issue
du point P, 3 n points, dont 7 se confondent en un seul au
point P. Donc ce lien est du degré 3n.

Si les points P, P’ sont les deux points imaginaires si-
tués & I'infini sur un cercle, deux des sommets du qua-
drilatére circonscrit a chaque conique restent réels; ce
sont les foyers de la conique; ce qui démontre le théo-
réme énoncé ci-dessus.

Autrement. SoientU une conique quelconque,n’appar-
tenant pas a la série proposée, et L une tangente quel-
conque de cette conique. Il existe, dans la série, n coni-
ques qui touchent L, et chacune de ces courbes a trois
autres tangentes communes avec U, lesquelles rencon-
trent L en trois points. Donc la courbe cherchée a 3 n
points sur L, ce qui prouve qu’elle est du degré 3 n.

Si U se réduit a une ellipse infiniment aplatie, c’est-
a-dire 4 un segment terminé, et que ce segment devienne
lui-méme le segment imaginaire intercepté par un cercle
sur la droite située a I'infini, les points de concours des
tangentes communes a U et aux coniques de la série pro-
posée deviennent les foyers de ces courbes; ce qui démon-
tre le théoréme, quant au degré du lieu de ces foyers.

On conclut de la que :

1° Si les coniques passent par quatre mémes points,
n=2, et le lieu des foyers est du sixi¢me ordre, avec deux
points doubles a I'infini sur un cercle.

2° Si les coniques passent par trois mémes points ct tou-
chent une droite (c’est le cas de la question n® 548), n =94,
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etle lieu est du douziéme ordre, ayec deux points quadra-
ples a l'infini sur un cercle. De méme si les coniques
passent par deux points et touchent deux droites. ;

3° Si les coniques sont inscrites dans le méme quadri-
latére, n =1 le lieu est simplement du troisiéme ordre.

4° Si les coniques sont normales & quatre mémes droi-
tes, n=>51; le lieu est de 'ordre 153, avec deux points
multiples imaginaires de 'ordre 51 4 'infini sur un cercle.

5° Si les coniques passent par trois points et touchent
une courbe donnée d’ordre m, ona n=2m(m—+1); le
lieu des foyers est donc de 'ordre 6m (m +1).

6° Si les coniques passent par deux mémes points et
ont un double contact avec une courbe de degré m, le lieu
des foyers est de 'ordre 3m (m—1) (m*+3m—38), et
ainsi de suite.

EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. LE PRINCE G. GAGARINN.

Odessa, le -;—; juillet, 1860.

Placeriez-vous parmi les questions de votre journal le
probléme suivant :

Des quantités incommensurables entrent dans un
calcul que U'on doit effectuer : avec quel degré & approxi-
mation doit-on prendre chacune delles i pour que le

. . . 1
résultat soit exact & moins de m? .
Note du Rédacteur. — Plusieurs analystes se sont oc-

cupés de cette question. Foir 'ouvrage de M. Vieille,
Théorie générale des approximations, in-8, 1852; ct
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Nouvelles Annales, v. 1, p. 249; t. IV, p. 114, 215.
On peut aussi consulter avec fruit I'ouvrage de M. Mundt
(Bulletin, ¢. 1, p. 14) dont nous espérons entretenir
nos lecteurs. Nous citerons encore une théorie de
M. Guilloud, dont on m’a dit beaucoup de bien, et une
autre récente de M. Bourget, professeur de la Faculié de
Clermont, et dont il sera question au Bulletin.

SUR LA QUESTION 478 ET SON EXTENSION AU TETRAEDRE

(voir t. XIX, p. 283);

Par M. MENTION.

En m’occupant des relations qui existent entre les
rayons des huit cercles tangents a trois autres, et ceux
des seize sphéres qui touchent quatre sphéres données,
J'ai indiqué les relations suivantes concernant le triangle
et le tétraédre :

—2 2 PN —2
(a) 3 (AM.a?) —2 ¥ (AM.BM ab cosa, b) =16T.MO,
M étant un point quelconque du plan d’un triangle ABC,

a, b, ¢ ses cdtés, T sa surface et O le centre de son cercle
circonscrit.

®) 3 (ame.a)—23 (AM 'BM.AB cos &, B) = 36V. MO,

M étant un point quelconque de I'espace, A, B, C, D les

(*) M. Pigeou (Henri), éléve du lycée de Strasbourg, a envoyé une se-
conde solution des questions 478 et 523.
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quatre faces du tétraédre ABCD, V son volume et O le
centre de sa sphére circonscrite.

Ce ne sont que les relations de Goldbach et de Carnot
transformées.

Le théoréme de M. Salmon, démontré page 283 du
tome XIX de ce recueil, se déduit facilement de ces
relations : on peut méme 1’étendre au tétraédre.

Lemme. Etant donnés un cercle de centre O et une
droite qui lui est extérieure ou tangente, il est toujours
possible de déterminer deux points M, M’ (se confondant
avec le point de contact, quand la droite touche le cer-
cle), tels que

MA = 2 AP.MO.

A un point quelconque de la circonférence, AP sa dis-
tance a la droite.

Ce lemme subsiste pour une sphére et un plan.

Alors «, 3, 7, & désignant les distances des sommets
d’un triangle 4 une droite qui ne coupe point le cercle
circonscrit, on aura :

A_Mz.: 2a2.MO,
BM = 28.MO,
‘ CM = 27.MO;

d’ou, par la substitution dans la formule (A),

~N
Ea’a’— 22 ab cos;,b.«ﬁ: 4T

Ensuite «, 3, v, d désignant les distances des sommets
d’un tétraédre a un plan qui ne coupe point la sphére cir-
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conscriie, ou aura

—_—2

. AM = 22.MO,
BM = 28.MO,
CM’= 29.MO,

DM = 23.MO;

d'ou, par la substitution dans la formule (B),

N\
ZAza'-— 2 ZAB cosA,Baf = gV
On pourrait introduire les arétes dans cette relation, car

N\
16AB.cosA,B
=c* @+ a4+ b4 b — c*—*) + b b+ a’a’? — ¢

—a? b’ — a? bz,

a, d, b, b, c, ¢’ couples d’arétes opposées, a’, b’, ¢’ par-
tant du sommet B, @', &, ¢ du sommet A, a, ¢, b’ du som-
met B, etc.

11 sera facile de conclure du cas précédent le cas ou la
droite et le plan coupent le cercle et la sphére, en prenant
une droite et un plan paralléles et ne les coupant pas.

Note. Le théoréme (p. 63) attribué a M. Roberts est
de M. J. Harcourt (t. XIX, p. 439).
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SOLUTION BE LA QUESTION 555
R (voir t. XIX, p. 484);
Par M. H. DE MILLEVILLE,
Soldat au 42¢ de ligne,

Er M. HENGY,

Maitre répétiteur au lycée de Sens.

Soient 25 la base du triangle isocéle, 2 sa hauteur,
{ la distance & la base du sommet d’une parabole inscrite.
L’équation de cette parabole, en prenant pour axes la
base et la hauteur du triangle, sera

h*x?
y == pn—y’
’aire de cette parabole, bornée par la base, est
: h?od
S.— lz— 12b*(h — 1)

Prenons la dérivée de la fonction S par rapport a /, ainsi
que la dérivée par rapport 4 x et égalons ces dérivées a
zéro, on a ‘
k2 z h? z?
o= !

— 5 ———— =0,
A=)
Eliminons x entre ces deux équations. La premiére

donne

h? 2

wa—p= =l

et, par suile, on tire de la seconde

l:§h,

4

valeur qui correspond au maximum de ’aire.
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Cette aire maximum est

Les coordonnées-des points o la parabole est tangente

Sa=

. I b h
"aux c6tés du triangle sont == Set

Note du Rédacteur. 1l reste a démontrer que le som-
met de la parabole est sur la hauteur.

SOLUTION DE LA QUESTION 281

( voir t. X1I, p. 827);

Par M. COMBESCURE,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

Par un point donné dans un plan, mener dans 'espace
trois droites rectangulaires, de telle sorte qu’en prenant
sur ces droites, a partir du point donné, des longueurs
égales, les projections de ces longueurs sur le plan soient
dans des rapports donnés.

Ces axes ainsi déterminés, tournant autour d’une
droite fixe passant par le point-donné, trouver les projec-
tions de ces axes aprés une rotation donnée.

Soient y, y,, 71 les angles que les droites cherchées OX,
OY, OZ font respectivement avec la normale 0z au plan
de projection yox, dans lequel on a mené a angle droit
les axes ox, oy. Les trois droites étant rectangulaires, on
aura d abord

cos’y - cos?y, 4 €08’ =1,
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et la proportionnalité requise des projections conduira &
siny, = msiny, siny,= nsiny,

m et n étant des nombres donnés et prenant sur les
droites la longueur commune égale a 1. On déduit immé-
diatement de ces trois équations

2

sin?y = ——————
Y m—4nt—4-1

et les deux derniéres équations font connaitre ensuite y
et 7s.

En désignant par ¢, ¢,, ¢ les angles que font des
projections avec ox, les formules connues qui expriment
la perpendicularité de deux directions donnent sur-le-

champ

cos (9, — 9) = — coty, coty,
cos (¢ — ;) = — coty,coty,
cos (9;— ¢, ) = — coty, coty,,

une de ces relations étant la conséquence des deux autres,
puisque la longitude initiale du sysiéme est manifeste-
ment arbitraire. .

Soient actuellement 3, 1,, A, les angles qu’un axe fixe
OI fait avec les trois droites dans la position qu’on vient
de déterminer; I" €t P sa colatitude et sa longitude rela-
tivement au plan yox. Si I'on considére le triangle sphé-
rique X1z dont les cotés sont A, T, y et les angles opposés
¢— P, £, 0, on en déduit

sin0— -siny sin (¢ — d>)
¢ sin)

Or quand on fait tourner le systéme autour de Ol d'un
angle donné w, I'angle 6 devient 6 &= w, suivant le sens
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de la rotation, tandis que 2 et I" restent invariables. On a
donc aprés la rotation un nouveau triangle sphérique
dans lequel on connait deux cétés A, T et I'angle compris
6+ w, et d’oi I'on peut déduire par suite les nouvelles
valeurs y', ¢’ — P de 7 et ¢ — P, ce qui détermine com-
plétement la grandeur et la direction de la projection
de OX aprés la rotation. Il serait parfaitement inutile,
surtout au point de vue de 'application, d’exprimer y’ et
¢’ en fonction des données immédiates. On ferait un

calcul analogue pour les deux autres projections (*).

THEOREME FONDAMENTAL DE DESARGUES;
Par M. POUDRA.

Soient une conique a centre o, et une droite D dans le
plan de la conique; p est le pole de D relativement a la
conique; par p on méne une transversale quelconque T
rencontrant la droite D en t; sur cette transversale on
prend deux points fixes f;, f; harmoniquement conjugués
aux points p et t, et deux points wariables c,, ¢, liés
harmoniquement aux points fixes f;, f;; par ¢; on méne
une tangente a la conique; soit m le point de contact : les
droites mc, ,mc, coupent la droite D en un couple variable
de points formant une involution sur cette droite. Le dia-
métre delaconique passant parle milieude f; f; rencontre
la droite D en un point s, qui est le centre de cette invo-
lution ; soit d la distance de ce centre & un point double

(*) Ce probléme est relatil a la perspective Farish (William ) on isome-
trical perspective ( Trans. Cambr. Soc., t, I, 1822). Né en 1759, mort en
1837. Tm.
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' de I'involution ; par la droite D, menez un plan quelcon-
que P, et dans ce plan élevez en s une perpendiculaire st
égale a la distance d; concevons un cone, ayant powr
sommet le point ¢ et pour base la conique donnée; me-
nons un plan paralléle 4 P, il coupera le cone suivant
une conique dont les deux foyers sont sur les .droites
tfi, tfs.

C’est de cette propriété que Desargues déduit toutes
les propriétés focales et diamétrales des coniques.

Note du Rédacteur. Les couples de points ¢,, c; sont
aussi en involution sur la transversale T, et le milieu de
f1,f2 est le centre de cette involution. Les points p et ¢
sont deux points conjugués dans cette involution. Le péle
de la transversale T est le point de la droite D conjuguée
au point ¢, dans P'involution sur cette droite.

SOLUTION DE LA QUESTION 543

(voir t. XIX, p. 404);

Par M. Lowis CREMONA.

Professeur de géométrie supérieure a 'université de Bologne (*).
g pe i

On sait que la polaire réciproque d’un cercle, par rap-
port i un autre cercle, est une conique qui a un foyer au
centre du cercle directeur. D’on il suit que la polaire ré-
ciprogue d’une conique donnée est un cercle, senlement

si le cercle directeur a son centre dans un foyer de la co-
nique donnée.

- .

(*) Chaire établie par M. Farini, et trois autres a Turin, Pavie et Naples.
Cette derniére-par Garibaldi. . Tu.
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On a un théoréme analogue dans l'espace. La polaire
réciproque d’une surface de révolution du second ordre
donnée, par rapport 4 une sphére, est une surface du
second ordre, qui a un point focal au centre de la sphére
directrice. D’ou il suit que la polaire réciproque d'une
surface du second ordre donnée n’est une surface de révo-
lution qu’a condition que le centre de la sphére direc-
trice soit un point focal de la surface donnée. C'est-a-
dire :

Les conigues focales ou excentrigues d'une surface
du second ordre sont le lieu du centre dune sphére par
rapport & laquelle la polaire réciproque de la surface
donnée est une surface de révolution.

SOLUTION DE LA QUESTION 527

(voir t. XIX, p. 235);

Par MM. J. MENTION zr TRONSENS,

Eléve du lycée de Douai,

Er M. E.-M. H'™.

Les points de rencontre des hauteurs des triangles,
inscrits et circonscrits au systéme de deux circonfé-
rences, sont situés sur une circonférence.

On a démontré (*) que la distance du centre du cercle
des neuf points au centre du cercle inscrit est égale a

R . . .
P R, r étant les rayons des cercles circonscrit et

(*) Voir Nouvelles Annales, t. V, p. 4o4. .
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{nscrit. Ainsi le centre du cercle des neuf points dé-
crit une circonférence. Or il est au milieu de la droite
joignant le centre du cercle circonscrit au point de ren-~
contre des hauteurs; donc celui-ci décrira une circonfé-
rence de rayon R —ar....

Le centre de gravité décrit également une circonfé-
rence.

SOLUTION DE LA QUESTION 5514

(voir t. XIX, p. 404);

Par M. Stanistas KAMINSKY.

1. Lemme. La'somme de deux carrés n’est jamais de
la forme 4n 3.

2. Lemme. Un nombre pair de facteurs de la forme
4n ~+ 3 donne un produit de la forme 47 + 1.

Un nombre impair de facteurs de la forme 4n + 3
donne ¥ produit de méme forme.

3. Lemme. Lasomme de deux carrés impairs est dela
forme 4n + 2.

Tatorime. L'équation
(1) x4yt = pz*,

p étant un nombre de la forme 4n + 3 est impossible
en nombres rationnels,

Démonstration. Soilent

deux nombres fractionnaires irréductibles ; on devra
Ann. de Mathémai., t. XX. (Mars 1865.) 7



avoir
(2) mqt + nP = pq*i.

1l y a trois cas.

1" cas. ¢ et  impairs; alors ¢*2* est de la forme
4n + 1 (lemme 2), donc pg*Z* cst de la forme 47 + 3;
par conséquent Péquation (2) est impossible (lemme 1).

2° cAs. ¢ pair et I impair; n*l* = pg*l* —m*¢*;
équation impossible, car g étant pair, n est impair; donc
n*l* est impair.

3¢ cAs. ¢ pair et I pair; faisons

g=2"q, =2 e s>r;
/; et g, sont impairs; done

2”m’!i" 4 2323 = por+s qlz &
ou

m:q': + 2?7 (=) p1l'? = or+2s qlz 117;

équation impossible, car m*¢'* est impair.

Autre démonstration d’aprés Legendre.
Si '
p==st, onpose sz=72' .
et Péquation (1) conserve la méme forme; donc on
peut admettre que p ne renferme pas de diviseur carré.

Soit donc

P = %% %yyee U}
les « sont des nombres premiers.

Legendre démontre (Théorie des nombres, 2°éd., p. 31)
que I'équation (1) n’est possible qu’autant qu'’il existe un
nombre entier A qui satisfasse a I’équation

3 1= pu;
u étant un nombre entier, on devra donc avoir simulta-
nément les équations

WV b==a Uy = a s == QU3 o.. == Apllp;
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les u étant des nombres entiers; or, pour que I'équation
N4 1= u

soit possible, il faut que I'on ait
m, —_1
(—-—l) 2 = av,
"y nombre entier (Théorie des nombres, 2° édit., p. 170).
Or p étant de la forme 4a + 3, il faut qu'#l y ait un

nombre impair de « de cette forme (lemme 2) et-au
moins un.

Soit donc
a=4lbn—+3;
on devra avoir
(—r1)y"* —1 =09, ou —2=amv;

équation impossible ; donc, etc.

MATHEMATICAL MONTHLY.

(voir BULLETIN, t. V, p. 3).

Déeembre 1860, vol. LI, p. 65.

Les cinq questions suivantes sonl proposées aux Eléves.
Les solutions seront tecues jusqu’au 1°* février 1861 et
les prix seront décernés et annoncés au mois de mars 1861.

1. Sur la diagonale AC du carré ABCD, on prend
AE = %AC; démontrer que le quadrilatére BADE est
équivalent au carré de AE.

2. Deux roues dentées engrénent, cn tournant F'une
sur I'autre; la premiére roue a m dents, désignées par
@y, Ay - ., 4,3 la seconde roue a n dents, désignées par.

7-
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By, bs,..., b,5 m ct n sont premiers entre eux. Supposons
que la dent a, touche la dent 4, ; lorsque ce contact aura
lieu une seconde fois, toutes les autres dents se seront
touchées. ’

3. Eliminant o entre les deux équations
xcos (9 + o) + ysin (¢ + «) = asin2y,
ycos(g+ a)+ xsin(g+ a) =2acos2g,

démontrer quel'on a

2

(rsina — ycosa)® + () sina—+zcosa)

2

:(20)3.

wle

4. x, y, z étant les trois cdtés d'un triangle, si l'on
a la relation :
xd+ y* + 28 =3 m?,

) . . I
m étant constant, ’aire maximum est Zm’.
5. Soit donné un systéme d'ellipses par I'équation
* *=1o0naectdh d iables 1ié 1
ax® + by’ =1 onaetd sont des variables liées par la
relation a — b = c¢; ¢ est une constante donnée. Démon-
trer que la trajectoire donnée par I'équation

cr?

z=Ce¢
coupe chaque ellipse en un point (x, y) sous un angle
x
dont la tangente est 5

Remarque. Nous n’avons pas recu les numéros de no-
vembre 1859 4 novembre 1860 inclusivement (*).

(*) On n’insérera pas les solutions des questions 1 et 2.
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NOTE SUR LES SECTIONS. TORIQUES;

Par M. A. CORNU (*),
Fléve a Sainte-Barbe (classe de M. Gerono).

On peut mener au tore une infinité de plans tangents
qui coupent la surface : toutes ces sections, remarqugbles
par la variété de leur forme, jouissent d’'une propriété
commune dont voici I'énoncé :

La section du tore par un plan tangent est la podaire
d une conique, le péle étant sur laxe non focal.

L’équation du tore ayant I'axe des z pour axe de révo-
lution et le centre du cercle méridien sur 'axe des x es
(1) (Vo ry' —d) + 2= r.

11 s’agit d’obienir la forme la plus simple de I'équation
de la section.

La surface étant de révolution, il suffit de considérer
une série de plans tangents suivant un méridien. Prenons
le méridien qui est dans le plan des zy. :

Ce plan coupe le tore suivant deux cercles égaux dont
T'axe des y est la ligne des centres. 1l est facile de voir

que tout plan tangent au tore suivant l'un de c%

(*) Admis le 8¢ a I'Ecole Polytechnique , au concours de 1860,
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est paralléle & Paxe des x et que sa trace sur le plan
des zy est une droite tangente & la circonférence.
Cette tangente, et par comséquent e plan tangent, a
pour équation

(y —d)=mz—r \m* 41

(si I'on désigne par m la tangente trigonométrique de
Pangle que fait la droite avec I'axe des z).

En éliminant z entre cette équation et celle du tore, on
obtient pour la projection de la section sur le plan zy

(2) [fﬁ:‘f—d]’+[f*d+'m]’=ﬂ.

m

Dans cette projection les dimensions de la figure sont
inégalement altérées; les x se projettent en vraie gran-
deur, les y sont multipliés par le cosinus de I'angle que
forme le plan de la courbe avecle plan des xy; cet angle
est évidemment le complément de l'angle dont la tan-
gente est m : pour obtenir la section en vraie grandeur, il
suffirait de changer y en y >< sin arctang m, c’est-a-dire

ny > ymi4-1

Mais, avant d’opérer cette substitution, il convient de
transporter I'axe des z parallélement & lui-méme, de ma-
niére qu'il passe par le point de contact; I'équation de la
section sera keaucoup plus simple.

Les coordonnées du point de contact sont

z, = rsinarctangm,

.

r

ri=d—rcosare tangm = d — ——-
\/m’+ 1

: r e
Changeons donc y en { y 4 d — ———==) dans I'équa-
vV 41
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tion (2) ou z n’entre pas, onohtient

2 2 — ) 1
[\/,,,+(.rs/m +1+dymri—r) _d'\
m? 41 i

. [_y Jm'.g. 1+-rm ]?_ﬂ

-+

me’+|
Remplacant maintenant y par —ez—,
plag yp W
—— . 2
\/x2+(n:y+d¢m’+l—r)’__d +[y+rm]’___r1
mt -+ 1 mi41

Développant et élevant au carré on trouve, réductions
faites :

d d
(w424 ﬂ——:—-<x2+y’>+4yf[w- —————]
Vmi 1 Vmi 41
—_ —-4—L = ou.
\/m’q—l
Comme
m =%ang «

(« angle du plan tangent avee le plan des xz), on a

m .
———— = sing,
m? 4+ 1
1
————— = CO0Sa,
m? 41

et par conséquent

(3) (x*4-y?)*+ fdsina.y.(x’ +y* )+ 4y (d’ — drcosa)
—4drz’ cosa =o (*).

(*) Les termes du quatriéme degré forment un carré parfait, ¢’est donc
une podaire de conique. Twm.
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Or, I'équation de la podaire d’une conique

(r +7')

2
=1I,

xz
T 7%

I'origine des coordonnées étant le pole, est

.

(4 y Y42y .y (24 )+ ()= ) —a*x* =o0.
Identifions les deux équations :

y =2dsina,
¥y — =4 d*— fdrcosa,

"a’=/ldrcosa.

Retranchons la seconde du carré de la premiére, il
vient

b*= 4 dcosa(r—dcosa).

On a donc les deux axes de la conique; la distance du
pble y' situé surI'axe b au centre de la courbe est

<
2dsina,

Ainsi toute section torique par un plan tangent est la
podaire d’une conique, le pole étant situé sur I'axe non
focal.

Nous allons voir que la réciproque est aussi générale.

En effet, on a

4d2:a’-— bz_*__y/z’

valeur toujours réelle si @>> &. Divisant y’ par a’, on
trouve
tange 2y’
r &
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Or tang a sera toujours réel, car on a

) I 2 !
Sl == — = ——.._..—y=_—'
d J‘d +.7”

Ilest facile de voir que, pour obtenir toutes les sections,
il suffit de fhire varier « de o a g

D’oui 'on conclutque a* seratoujours positif, mais que *
ne sera positif que quand on aura

,
c05a<2,

c'est-a-dire que la section sera la podaire d’une ellipse
lant que l'inclinaison du plan tangent sur le plan des xz
r
-

Au dela, la section sera la podaire d'une hyperbole.
L’inclinaison limite correspond au cas ou le plan tangent
passe par le centre, comme on peut le voir facilement.

Sans entrer dans la discussion des courbes, qui .d’ail-
leurs est extrémement simple, nous aurons une idée de
leur forme en donnant 4 « différentes valeurs.

a =o. Le plan tangent est paralléle a I'axe.. L'équa-
tion (3) devient '

sera plus grande que arc cos

(z*+ y?)* + 4dy*(d—r) — fdrz* = o,

équation d’une courbe passant par l'origine.

C’est la podaire d’une hyperbole si d>r, car
b=4d(r—d):

le péle est au centre. Le systéme des tangentes a P'origine

est
Z:i“ r .
r d—r
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La courbe devient une femniscate de Bernoulli pour
d=2r,
I'hyperbole est équilatére; car
{@*=4dr=28r,
} b*= fdr = —8r.
Si d<r, la section scra toujours une podaire d’ellipse.
Supposons que le plan tangent se meuve de maniére

N r
(que « augmente de 0° & arc cos 5

La section scra une podaire d’hyperbole dont 'axe focal
a® varie de 4dr i 4r*, dont I'axe imaginaire b* varie de
4d(r—d) ao.

Le pole d’ailleurs s’éloigne du centre jusqu’a la distance

. r —_—
2(151[!&]’0605(—1 =2 g/(l’ —_r2,

uand le plan passe par le centre, ’hyperbole podaire
pian passc p yp p

de la scction s’est réduite a ses deux sommets, la podaire
devient un systéme de deux circonférences; en effet, 1'é-
quation est le produit des deux facteurs

x4y 42y \/zl’—— r* — 2rr = o,

P4t 2y V' — 1 4 20z = 0.
Elles sont symétriquement placées par rapport a l'axc
des & passant par P'origine; les coordonnées des centres

sont
==X,

Y, = — V/lt' —r

le rayon cst done

\/‘\.’1' — = d.
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C'est la section découverte par M. Yvon Villarceau.
Si le plan tangent continue a se mouvoir jusqu’a ce que

T . . .
o= 3» les sections sont des podaires d’ellipses dont I'axe

focal a® varie de 4r* 4 0; dont P'axe 5* varie de o i r*,
puis revient a o.

La distance du pole au centre de D'ellipse augmente et
converge vers 2d.

T . ., e . .
Pour a ==, Pellipse se réduit a un point, la section

devient un systéme de deux cercles qui coincident : en
effet, 'équation est un carré parfait :

(224 '+ 2drP=o,

cercle tangent a I'axe des x a l'origine et dont le rayon
estd.

Jamais la section n’est une podaire de cercle dont le
pole est en dehors du centre, c’est-a-direqu’on n’obtient
jamais de conchoide de cercle ni d’épicycloide; car a®
ne peut pas devenir égal a 5%, excepté pour a= b = o.

Il y a cependant une section curieuse guand le plan
est tangent a 'extrémité de I'ombilic du tore lorsque
4 <r; la courbe de section présente alors un point de
rebroussement de premiére espéce. C'est une podaire
d’ellipse dont le pole est au sommet du petit axe.
C’est la podaire elliptique correspondante a la podaire
circulaire nommée conchoide de cercle ou limacon de
Pascal.

HRemarque. Toutes ces courbes ont pour diamétre cur-
viligne, divisant en partics égales les cordes passant par
Porigine, un cercle dont le rayon est dsin « : en effet,
transformons les coordonnées rectilignes en coordonnées
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polaires, et divisons par p?,
p’+ 4 dpsinasine + 4| & — drcosa]sin?w — 4 dr cosz cos’e = o,

p = —2dsinasine = .

C. Q. F. D.

SOMMATION DE SERIES INFINIES;
D’aeris M. SCHLOMILCH.

)

( Zeitschrift, 5¢ année, page 133, mars 1860.)

—

1. Soit

x x x
f(x):;—f"?‘l—_z—f—gl—‘z—k....

f(x) est une fonction inconnue, mais qui a une valeur
connue pour x = o, valeur qui n’est pas nulle, comme

semble I'indiquer le développement que la décomposition
suivante met en évidence

1 1 I
S (=) ;::.z‘(——l‘_”-f- 2—|-Lz+ 3—-——42—}-. . )
Posant

xr = O’
on obtient

Slo)=o0.w,

expression indéterminée; on la détermine ainsi.
On a

x iz  —=z
(ap)+ T g P (2p)
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donc
- 2
()
1 . T x x x
=/ ) s am s T st
d’ou
2% 1 1 I I
f(x)=;7:;(7:z—2.—+,+3.+,—4m+ )
x
Faisons
z=o,
on trouve
1 ¢ 1 I I
= |-—— -t z—7+... ) =1
(o) logz(t' 23 4+ )
Ainsi, dans le cas actuel,
0.0 =1.
2.
X LI
. sin—-x Sin - x
__sinxz 2 3 .
vE) =t

il s’agit de trouver la valeur de ¢ (o).

Si x désigne un arc du premier quadrant, on a I'inéga-
lité

z>sinx>x—-—%x’.

Remplacant les sinus par les arcs, on a

-

x X x
?(2)<F:+;|—“+3|—_*_:+...,

i x x x o1 [ 1
qz>:—;+;ﬁ;+3—‘—+,+—€x I_‘:E+2"_+;+' »
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Posant

r = o,

ces deux séries s’approchent de I'unité.
Donc

x z x

S T e T s T

série convergente pour toute valeur positive de x;

i I
ome [ ]

Faisant
Z = 0,
ona
¢ (0) =o0.00 valeur indéterminée,

X x X

¢(z)— ?(21‘):(1—-1‘2)—(I+2x]’+(lr3?);

x

(e T
222+ 3x° + 22 + 523
(1+x)?(1+22) (1+3xP(1+ 4 2)°

donc

5 O
g (0) > 0,644934.

Ainsi x décroissant, ¢ () augmente.

done ¢
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QUESTIONS.

566. Soit D" tangg la dérivée d’ordre n de tangg, on a
I'équation symbolique

D" tangp = (D' +-D* ),
c’est-a-dire
DD 4 (n—l)D"—’ D _|_(n_ll) (: _ 2) D" D¢
ou
D°= tangq.
Lorsque n =1, le dernier terme doit étre pris = 1; alors
D'tango = tang’¢ 1.

567. Quelle est la probabilité que I'angle aigu formé
par deux grands cercles tracés au hasard sur une sphére
sera compris entre m degrés et n degrés?

568. Construire, sans admettre aucun postulatum re-
latif aux paralléles, un trapéze tel, que les milieux des
deux cotés et les milieux des diagonales soient sur une
méme droite paralléle aux bases, et que chaque diago-
nale fasse avec cette droite et la plus petite base des
angles alternes-internes égaux entre eux.

(Lioxner, professeur. )

569. ABD est un triangle rectangle en B; sur AB
comme diamétre une circonférence décrite rencontre AD
en E; si AE=BD, alors AE est égal au quadrant de la
cxrconfereuce 4 un milliéme du rayon prés.

(A. S. HerscreL.)

570. Deux ellipses homofocales sont I'une inscrite a



( 112)
un triangle et I'autre circonscrite au méme triangle; on
a la relation suivante entre les demi grands axes et 'ex-
centricité

ab 4«‘(2’ +6a‘(t’c‘ —_ 4a’a’c"+ a‘c¢t = o.

(MexTiON.)
, 5.
y+z=1,
on a
2
Z =6 log y logz.

On prend pour p tous les nombres entiers positifs de 1
a o . Faisant

y=z=—
ona
227_'.—;;=%-—lég(2)’-
(Evrer.)
572.

loga — 4 (— 1 1 1
g2 = 1.2.3+5.6.’7+9.10.n+13.14.15+"')'

(EvLer.)
B573. Soit la fraction continue
— 1
\/n =a - 1
b+
I
2¢ + .
b+ \n
Faisons
1
a - 7= M, a-+ .= N,
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on a oot~
MN = n.

374. Dans le pentaédre ABCA'B'C’, ABC, A'B'C
sont deux faces triangulaires paralléles ; les faces ABA'B,
ACA’C’ sont deux faces quadrilatéres planes; la cin-
quiéme face BCB'C’ est un paraboloide décrit par la
droite B'C se mouvant sur les directrices BB’, CC' paral-
lélement aux plans ABC, A’B'C’. On a:

Volume du pentaédre égale

%hsinBAC [AB (AC +%A’C’> + AR (A’C’-l—-;—AC)];

h = distance des faces ABC, A’B'C. (Mascaeront.)
575. Soient

I? J,z z!
ztEta=0
lr + my 4+~ nz—o,

les équations d’une ellipse dans I'espace; les axes prin-
cipaux de cette ellipse sont les racines de I’équation

2 a? mzbz n?c?
z’—-a’+z’— pt i —a=

(SeoLEy Tavror.)

PROPRIETES SEGMENTAIRES DE L'HYPERBOLE
rapportée a ses asymplotes ou 2 des axes paralleles aux asymptotes.

Rappelons quelques définitions et quelques principes
déja énoncés.

Ann. de Mathémat, . t. XX (Mars 1861.) 8
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1. Podints-racines. Ce sont des points situés sur une

droite et dont les distances & un point fixe, aussi sur

cette droite, représentent les racines d'une équation , ou

peuvent les représenter. Les points-racines multiples cor-
respondent 4 des racines égales.

2. Segment, intervalle entre deux points-racines.

3. Points analytiques conjugués, points-racines ima-
ginaires correspondant & des racines imaginaires conju-
guées; le segment compris entre deux points analytigues
est réel.

4. Produit segmentaire, un produit de segments ou
chaque racine ne se présente qu’une fois.

Chaque segment renfermant deux racines, il s’ensuit
que dans un produit segmentaire il y a deux fois autant
de racines que de segments.

8. Rapport segmentaire : c’cst le rapport entre deux
produits segmentaires renfermant chacun les mémes ra-
cines différemment combinées.

Le nombre des segments dans chaque produit donne le
quantiéme du rapport; ainsi il y a des rapports doubles,
triples, ete.

Lorsqu’'un point-racine est a Iinfini, il y a dans les
deux termes du rapport un segment infini, quon peut
supprimer; le quantiéme s’abaisse d’une unité; le rapport
double devient simple, etc.

6. Rapport fasciculaire : si d’'un point fixe on méne
des droites a tous les points-racines qui entrent dans un
rapport segmentaire, on obtient autant de triangles qu’il
y a de segments; triangles de méme hauteur; remplacant
donc les segments pris pour bases par les aires de ces
triangles et les aires par le produit des deux autres cotés
et par le sinus de I'angle qu’ils comprennent, le rapport
segmentaire scra remplacé par un rapport entre des sinus
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égal au rapport segmentaire. Le rapport entre les sinus est
un rapport fasciculaire.

7. Corollaire. Les rapports segmentaires sont projec-
tifs. Soient ay, ay, as, . . . , un systéme de points-racines,
qu’on les projette sur un plan en by, by, bs,...;unrap-
port segmentaire formé avec les a est égal au rapport seg-
mentaire analogue formé avec les &.

Les rapports fasciculaires sont aussi projectifs.

Ces deux principes sont d’une extréme fécondité et
permettent de transporter des propriétés segmentaires
d’une figure dans la figure projetée, ou, comme s’exprime
Newton dans son Ombre, par exemple, du cercle dans les
trois autres coniques, etc.

8. Systéme réciproque des points-racines : lorsque les
racines peuvent se partager en couples tels, que dans cha-
que couple le produit de deux racines soit constant, le
systéme des points-racines est dit réciproque.

Desargues, qui le premier a considéré ce systéme, I'a
surnommé en involution, parce qu'en effet une moitié
renferme I'autre moitié.

9. Soit
Xy —axy=d;
alors
1 1 d

’
X, &€, Ly Ly

de 14 on conclut : si dans un produit segmentaire on rem-
place chaque racine par sa réciproque, ce second produit
est égal au premier divisé par le produit des racines; les
deux produits sont de mémes signes si le quantiéme est
pair, et de signes opposés si le quantiéme est impair.

10. Corollaire. Si dans un rapport segmentairé on
8.
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remplace chaque racine par sa réciproque, ce second rap-
port est égal au premier. '
Les applications au systéme de points-racines en invo-
lution sont intuitives.

11. Soient une hype’rbole de centre O et rapportée a
ses asymptotes, OP I'abscisse et PM l'ordonnée d’un
point M de I'hyperbole; portons PM sur I'axe des ab-
scisses de O en Py, le produit OP,. OP est constant; con-
séquemment les couples de points P, P, forment un sys-
téme en involution; au centre O correspond un point situé
a l'infini soit a droite, soit a gauche; les deux nappes
donnent le méme systéme en involution; carxy=—ux —y
et le centre appartient a la fois aux deux systémes et les
sépare ; aux sommets les abscisses sont égales aux ordon-
nées; alors le point P coincide avec P, ; ce sont les deux
points doubles situés a égale distance du centre, la dis-
tance d'un point double au centre se nomme la moyenne
(géométrique) de I'involution.

12. Soient a, x, y, b quatre points-racincs; a ct &
sont fixes et x et y sont variables ; supposons que le rap-
port segmentairve double soit égal a la constante c; on
aura

(r —2)(b—a)=c(z—a)(b—y);
posons
a—b

c

= p;
on aura

zy —y(a+p)+z(p—b)+ab=o,

qui représente une hyperbole rapportée a des axes paral-
“léles aux asymptotes et vice versd, une telle hyperbole
représente un couple de points variables formant avec
deux points fixes un rapport segmentaire double, con- -
stant, I'abscisse du centre est @ + p et 'ordonnée & — p.
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Si I'on rapporte cette hyperbole a ses asymptotes, on
obtient
zy =(b—p)(a+p)

les points sontdistribués sur le second axe des x comme sur
le premier, mais on voit qu'ils sont en involution relative-
ment au centre. Donc, lorsqu'un couple de points waria-
blesformeunrapportsegmentaire doubleloujoursleméme,
avec deux points fixes, ces points forment un systéme en
involution, et réciproquement tout systéme en involution
peut éwe produit par un tel systéme de quatre points.

13. Un systéme de points en involution est projectif,
car il peut étre engendré par des rapports segmentaires
constants qui soient projectifs (§ 7).

Les points doubles restent tels en projection, mais non le
centre d'involution; car le.centre de 1a perspective d’une
conique n’est pas la perspective du centre; mais ayant les
deux points doubles, le milieu de leur intervalle donne
le centre d'involution. D’aprés ce principe on transporte
les propriétés involutives d’une figure dans sa perspective.

Dans un systéme en involution tous les cercles décrits
sur l'intervalle des deux points conjugués, comme dia-
métre, ont méme axe radical, et il passe par le cenure
d’involution.

14. Soit
Ay*+4+Bay +C2*+Dy+ Exz+F=o

'équation d'une conique; le coefficicnt B variant seul,
toutes les coniques passent par les mémes quatre points
fixes situés sur les axes. Une paralléle a I'axe des x
coupe ces coniques en un systéme de couples en involution;
ar y étant constant, le produit des abscisses dans chaque
Ay» +Dy+F

C

couple est ; par conséquent, le produit est
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constant. Lorsque la transversale rencontre les deux axes,
passant par les points fixes, on peut mettre la figure en per-
spective de telle sorie que la transversale devienne paral-
l¢le a T'un des axes ; donc le théoréme subsiste pour une
transversale quelconque (§ 13).

Ce théoréme est de Desargues; il a démontré le pre-
mier que les six points d'intersection des cotés et des dia-
gonales d’un quadrilatére, ou bien des cotés d’un quadri-
latére et d’une conique circonscrite, par une transver-
sale, sont en involution. Sturm a généralisé le théoréme.

15. Un rapport segmentaire de quantiéme quelconque
étant donné, si deux racines seulement sont inconnues,
elles représentent les coordonnées d’une hyperbole, rap-
portée a ses asymptotes.

16. Le rapport segmentaire binaire égal 4 1 se ren-
contre dans les accords musicaux : aussi les Grecs ont-ils
donné le nom d’harmonique a ce rapport. D’aprés des
considérations algébriques de position, M. Chasles donne
ce nom au rapport égal a — 1, et nomme anharmonique
tout rapport qui n’est pas égal 4 — 1. Cette derniere
expression est adoptée en France, en Angleterre, en
Italie, mais pasen Allemagne.

DEMONSTRATION SIMPLE

d’un théoréme de Newton sur les coniques inserites  un quadrilatére ;

Par M. VANNSON.

Le lieu des centres des coniques inscrites & un quadri-
latére est une ligne droite joignant les milicux des trois
diagonales. La démonstration de M. Briot est fondée sur
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les polaires réciproques que beaucoup d’éléves ne possé-
dent pas. Celle-ci est directc et me parait courte.

Je prends pour axes deux diagonales AOA’, BOB' du
quadrilatére. Soient a, @' les abscisses des sommets A, A’
b, b’ les ordonnées de B et B’. Soient COC’, DOD' les
points de contact d’'une des courbes, les quatre droites
partant de O forment un faiscean harmonique ( Nouvelles
Annales, 1858, p. 221). Si donc je représentc OC par
I'équation

Yy =mx,

la droitc DD’ aura pour équation

¥y =—mzx.

Ccla posé, les coordonnées de C serant

___ab __ mab
~ml)-{-rna’ J—b—-{—ma’

celles du point D sont

ab’ — mal’

)’A:b

XTy= ,_ma,

b —ma
je joins par une droite le point A au milicu de CD : ceue
droite qui contient le centre aura, réduction faite, pour
équation

y _ m(b+1?')

£—a b —b——aam’

celle qui joint A’ au milieu de C'D’ s’en déduit en chan-
geant a en a', b en b’ et réciproquement, cc qui donne

Ly m(b+ &)

x—a  b—b —2am’
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éliminant m, il vient - 0
. -4 -+ 1 ud =1,
;(b—b—b’) ;-(a—}-a’)

c’est-a-dire une ligne droite.

REMARQUE SUR LA QUESTION 412

(volr t. XVI, p. 420);

Par M. TARDY,

Directeur des études a ’'Ecole de 1a Matrine a Génes.

Les formules dont on demande la démonstration dans
la question proposée par M. Michael Roberts ne sont
autre chose que les coefficients du troisiéme et quatriéme
terme de I'équation aux carrés des différences des racines
de I'équation

(a,b,¢,...)(x, 1)*=0o.

Ces coefficients ont été calculés d’'une maniére nouvelle
par M. Brioschi dans un important Mémoire dans le t. VI
des Annali de M. Tortolini.

Je saisis cette occasion pour faire une déclaration.

Dans la solution de la question 141 publiée dans le
t. XIII des Nouvelles Annales, j’avais fait, en passant,
Pobservation qu'un énoncé de Fourier n’était pas exact.
Depuis j’ai connu que cette méprise échappée au célébre
géométre avait été signalée par M. Mainardi dans un
Mémoire sur la théorie des équations, imprimé a Pavie
en 1833 (Ricerche sulla doturina delle equazion:) et
par M. Stern dans le t. IX du Journal de Crelle. Je dois

cette derniére indication & mon illustre ami M. Betti,
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M. Mainardi donne aussi dans son Mémoire un procédé
pour calculer les coefficients de I’équation aux carrés des
différences.

SOLUTION DE LA QUESTION 483

{volr t. XIX, p. 11 (¥)];

Par M. Lioxn AUTIE,
Eléve du lycée Louis-le-Grand.

Nous conservons la méme figure.
Notations.
AO=r, OD=x, DC=y, AB=ua;

Cone ABD::-;-}-na’ (r+x);
Cone tronqué ABCD:%‘n(r-F z)(a* + ay + y*);

Segment sphérique ACD —= % m(r+x)[3y 4+ (r+ =),
Vol. mixtiligne ABC = vol. ABCD — vol. ACD

. :%w(r-k z)[2a* 4+ 2ay — y* — (r + x)?]

=§wa‘(r+x)+ér(r+r)[2ay—y’~ (r+2z)).

La tangente de I'angle que la tangente en C fait avec
I'axe des x, donne cette égalité

I ax

="

y r(r+x)
Substituant, on a

Vol. mixtiligne ABC = vol. ABD.

ay =r(r+z).

(*} La solution donnée en cet endroit est fautive.
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La solution de la question 484 est une conséquence
immédiate de celle-ci. '

SOLUTION BE LA QUESTION 545

(volr t. XIX, p. 361);
Par M. J. DE VIRIEU,

Répétiteur a Lyon (institution Poncin ).

1. x, y désignant des inconnues; a, b, ¢, d des quan-
lités connues liées entre elles par les relations

(1) atb=¢, a—b=d,

le systéme

(A) ar —by=ax*—y*, bzr+ay=4fxy

a les quatre solutions suivantes
xzékm+@ua—3m+zwy_mu_@¢Zm

x:él(o-{»— d)(2¢* — 3dc + 2d?) + cd(c — d) \/3_11,

x:i@+d”&+wL

© = o;
ou i=y—1.

y =glle—d)(2¢ +3de +20%) + ed(c + d) Y3.1),

T:é[(c-— d)(2¢ + 3dc + 2(}’) —ecd{c+d) ;f?ﬁ],

v gle—d) (e,

¥y = 0,
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2. En supposant d’abord qu’aucune des quantités a, b
ne soit nulle, la valeur qui annule 4y — & ne peut faire
partie d’une solution du systéme A; ce dernier est donc
équivalent au suivant :

ay
L TT et g
br—20

ke L la—b(y—b)]
gy L+ (b — )l [a— (47 — 8]

(4y

ou bien
ay
fr="¢
y(4y—0)[aa—b(4y — b))
=y'la+(br—0b)lla—4y — b)),
ce qui donne la solution y =0, x=o0. 1l reste a résoudre
le systéme

(4r—0b)[a— b4y —=b)l=r[a+(by — b)lla—(4y — b)),

xz =

ay
by — 8’

qu’on remplace par le suivant

xXT =

__z+b _az+b
R e Sl

ct enfin, en posant z = u b, par

28— 3b2 4 3a’z—a’b =o,

w4 3(a*—b)u+2b(a>— b’)=o0,
(e + 2b),

J"Z
' _au+2b
\ .1:__Z w4 b

(B)
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3. On a identiquement
w4 3(a®—b)u+2b(a>— b?)
= (u+ b) (u*— bu+ 3a’— 26) — a’b;

donc, pour les valeurs de u racines de I’équation du troi-
siéme degré du systéme (B),

1 wW—bu+3a>—2b
w6 a'b ’
u+2b (u4-25) (0 —bu+ 3a’— 257
w4+b at*b
_[w+3(@— b)) u+2b(a>— b))+ [bi>— b*u+ § ba* — 2b)
- a*b

w— bu—+fa’— 257
al

Le systéme (B) est donc remplacé par le suivant
w+3(a—b*)u+ 2b(at — b?)=o,

(©) y:%(u.;.zb),

X = -

4

4. On sait que les racines de

a

v (u’—[)u+4n’——2b”)

B4+ 3prt-29=o0

sc déduisent de la formule

= 1N P+ N =g =N+

en remplacant successivement a par chacune des racines
cubiques de I'unité positive. L'application de cette for-
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maule 3 la derniére équation en u donne

u=a\—b@— )+ Y+ b (@ b) + (@ — b}
-hﬁv— b (@ — b)) — Y+ b (@ = b'F + (a?— b?)

=ay(a—0b)(a— b))+« J(—a—b)(a—b)

=V{@=¥)[ay{a— ) —a*y{a+b)];
ou enfin, en tenant compte des relations (I),
u=uad?c —a’dc.

5. Substituant dans I’équation (C) cette valeur de «,
on a

y=qz (68 — a’de?) + ad?c — d?),
|

1 ' olded+ad?ct + 2d3 A4 di - adbc + a*
I—4 4 d? ?
o1
I
y :Z(cﬂ—-a’dc" + ad’c — d’),
1
r=-

i (e + w?de’ +adc+d?).

Posant tour a tour

—1+V3i7 —1— 3
b ] o == l,
2 2
on a les trois premiéres solutions du n° 1.

Les formules de ce numéro subsistent encore quand

une des quantités a, b est nulle ou que toutes deux le
sont : ces formules sont donc générales.
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE EN 1860

(voir t. XIX, p. 328 et 436) ;

Par M. DESGRANGES.

Question généralisée. Un cone de révolution est coupé
par un plan. Si par tous les points de l'intersection on
méne des droites qui rencontrent 'axe du cone sous un
angle constant, chacune de ces droites perce la surface du
cbne en un second point.

Quelle est la courbe formée par ces seconds points?

Solution analytique. Soient
(1) yi+z=(az—r)
I’équation du cone;
(2) z=nmx

Péquation du plan sécant, et k la cotangente de I'angle
constant. L’équation de la surface formée par toutes les
droites est

(3) (22 +y*) (2 — kamz+ krp =[(az—r) mx — k (z* +y*)}.
Les deux intersections de cette surface avec le cone (1)
ont pour équations :

1° y+a2=(az—rp et z—=mxz,

c’est 'intersection donnée;
2kr

2° e =(az—r)? ¢t z=—mx— )
ri+ ( ) 1 — ha

c’est 'interscction cherchée,
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La courbe cherchée est done semblable 4 intersection
donnée. Les plans des deux courbes sont perpendiculaires
i unc section principale du céne, ils sont également in-
clinés sur 'axe du céne, mais en sens contraire.

C. Q. F. T.

Tout céne de révolution qui a méme sommet que le
cone primitif coupe la surface (3) suivant deux coniques
semblables entre elles et de méme espéce que I'intersec-
tion donnée. ‘

Si dans 'équation (3) on fait k = a, on aura I'équa-
tion de la surface formée par les normales. '
Si a devient zéro, le cone donné devient un cylindre.

On a alors une surface que tous les cylindres de révo-
lution concentrique a I'axe des z coupent suivant deux
ellipses égales, etc.

Cette surface est identique a celle qui a pour direc-
trices : 1° la base d'un cylindre de révolution; 2° une
des arétes de ce cylindre et dont la génératrice fait un
angle constant avec cette aréte.

Elle peut encore étre engendrée par une droite qui
tourne autour d’une autre qu’elle rencontre sous un angle
constant, le point d’intersection marchant sur la droite
fixe de quantités proportionnelles au sinus de I'angle que
décrit le plan des deux droites.

Quand on a en méme temps a = o0, k=o, tous les
plans des ellipses suivant lesquelles la surface est coupée
par les cylindres de révolution concentriques aux z se
coupent suivant une méme ligne, toutes les ellipses ont
leur petit axe sur cette ligne et ont leurs centres en un
méme point de cette ligne.

Nota. Pour le cas oule plan sécant est vertical, I'é-
quation (3) ne donne qu’un cas particulier.



(128)

Mais si P'on prend les équations
Y+ 2= (az—r),
z=P,
P’équation de la surface est
z'(az — r) = (2 + y*) [kax — P (ka —1)]".

On voit bien que tout cone de révolution ayant méme
axe et méme sommet que le céne donné coupe la surface
suivant deux hyperboles dont les plans sont verticaux et
perpendiculaires a une section principale du cone donné.

Remarques générales.

Si 'on fait tourner le plan des xz autour de I'axe des
z, toute droite du plan qui rencontre I’axe des z décrira
un cone de révolution. Mais si I'intersection de la droite
avec ’axe, au lieu de rester fixe, se meut sur I'axe de
telle sorte que sa distance z’ 4 1'origine varie en méme
temps que I'angle B du plan mobile avec le plan des xz,
en un mot que l'on ait

(¢ représentant une fonction quelconque) pour
7 —tangB et £=o,

on a, comme on sait, le paraboloide gauche isocéle.

Il est clair que pour chaque espéce de fonction ¢ on
aura une espéce particuliére de surfaces dont I'équation
est de la forme

i+ (;) = kya+y,

k étant, comme on I’a supposé, la cotangente de 'angle
que la génératrice fait avec les z.
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La surface représentée par |'équation (3) est une de ces.
espéces de surfaces. On a dans ce cas

g (14 %a) cosB
T 1+ amcosB

On peut supposer que k, aun lieu d’étre constant, varie
avec B. On a alors un genre de surfaces représentées par
I'équation générale

r(B)=+[p)

Cette derniére équation représente toutes les surfaces
gauches qui peuvent étre coupées par un plan suivant une
droite qui rencontre toutes les génératrices (rectilignes,
bien entendu).

Ainsi, pour prendre un cas simple, I'équation
y!
ot
z— Né: —_——— t_._X vzt !

Vo

est I'équation d’un hyperboloide a une nappe;
i—NL=o0
2

I'équation d’un paraboloide gauche isocéle, etc.

Ann. de Mathém., t. XX. (Avril 1861.) 9
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|3

RELATIONS ENTRE LES DIAMETRES CONJUGUES D'UNE
SURFACE BU SECOND ORDRE;

Par M. PAINVIN,

Professeur au lycée de Douai.

1. Lemme. Pour que la fonction
A Xf -+ A, X; —+ A x;
+ 24X X+ 24, X, X, + 24, X, X,

se réduise a la somme de deux carrés, il faut et il suffit
que

A, Ap A13
Ay An Ay | =o.
A3| An'z A33

2. Prenons une surface du second degré rapportée a
son centre

(l) ‘ an-l’:‘*"“nl':‘*'asz-rg

? 428X, Ty + 201, X, Ty + 2dy3. T, T, = k;

désignons par S le premier membre de cette équation, et
par

a, == 08 (Z; 0x;), 2, = €08 (z;0x,), a;=cos (x, ox,)

les angles que font entre eux les axes ox, , ox, , 0x;.
Soit maintenant

, ) { b|1f7+b:2_7:+b33.7;
2
{ +2bn)’|]’z+2b|n_}’|,}’3+2b13]z.73=h,

la forme que prend I'équation (1) lorsquion rapporte la
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surface 3 de nouveaux axes 0y1, 0y, 0y3; désignons par
T le premier membre de cette équation, et par

Bi=cos(y.0r;), 8= cdvs(y, oy1)y V Bs = cos (¥, oy,)

les angles que font entre eux les nouveaux axes.

Considérons en outre les deux fonctions

— 2 2 2
M=zxi+4+z]+ 2} +20, 2, 2, + 20y 7, T3 + 2, z, 73,

N=yli+ryi+ri+28 7 0+2Byry+ 2B 5.0,

qui représentent: la premiére, la distance d’un point a
I'origine dans le systéme des axes primitifs;la seconde, la
distance du méme point 4 la méme origine dans le nou-
veau systéme d’axes.

Quand on passe du systéme primitif au systéme nou-
veau, la fonction S se change en T et la fonction M en
N; par suite, la fonction S+ 2AM se change en T+ AN,
quelle que soit I'indéterminée A. Donc, si, pour une cer-
taine valeur de 2, la fonction S + A M devient la somme
de deux carrés, pour cette méme valeur de2, la founction
T + AN deviendra aussi la somme de deux carrés. Par
conséquent, si I'on exprime que les deux fonctions
S+ AM, T + AN se réduisent & la somme de deux carrés,
les deux équations en 1 ainsi obtenues, c’est-a-dire

a,—+r  an+rx, a4 A,
ay—+day Ap-+)  ap+le|=o,
Ay Aty @y ha, @z

biu—+) bl2+)\ﬁ3 [)|3+1ﬁz

b1|+)»§:x b+ bn+)~ﬁ| =o
b, + 8. by +128, by +

devront avoir les mémes racines en 1, étre identiques.
9.
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U @y @ Clest le carré du volume du paralléli-
pipéde construit suivant les trois
axes oz, 0x,, ox; avec des longueurs
@ a1 égales a Punite.

G Gy A3

A= | ay an ay

Qs Ay Gy
B dA+dA' dA+2 a'A+2 a'A_'_2 dA
= e e — — —_ Qg —— —
da,, day, day, X da,, : da,, % da,, ’

C=a,(1—al)+an(1 —al)+ a;(1 — a?)
-+ 24y, (al ay— as) =+ 2“13(“1 as—“'z) +2a, (9‘203_“1)§

les quantités A, B, C, A sont des quantités connues et
constantes qui ne dépendent que des coefficients de 1'é-
quation primitive et des angles des anciens axes.

En exprimant que les deux équations ci-dessus ont les
mémes racines, on arrive aux trois relations fondamentales
suivantes entre les coefficients de I’équation primitive et
ceux de I'équation transformée :

A
(I) @:K'V,
de de de de de
I — e —— - —
) T 35+ a, 2P T2k g
de B
R S

(D) bu(r —B) + ba(1—B3) + bas (1 — BY)
-+ 2612(?1 Ba— ps)"" 26, (ﬁl Bs — B:)

-+ sza(ﬁz ‘33"‘ ﬁ.) z(—;'v.

Dans ces relations, je désigne par © et V les expressions

«
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suivantes :

b b by
0 = bn bn bzz
bsc b:n bss N
1 By B.| Cest le carré du volume du paralléli-
V=18 1 B pipéde construit suivant les axes oy,
0y., oy; avec des longueurs égales A
B. B 1 I’ unité.

4. Premikre AppLIcATION. Siles trois nouveaux axes
sont trois diamétres conjugués, on devra avoir

bo—=b,;=by=o,
et I’équation (2) prendra la forme
by, ryi+ bzz)': -+ baay: =h.

Or, si I'on désigne par a,, a;, a, les longueurs des trois
diamétres conjugués, on aura

-

(3) ¢ bp=

-

-

s> 8= &>

S
S
l

©w »

\

Dans cette hypothése particuliére les relations (I), (II),
(III) devienuent

A
(1 bis) bubnba =75V,

B
(11 bis) bus bss + bus bu + by o= 34V,

(WL bis) by, (1— B1) + b (1— BE) + b (1 — B1) = L.
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Or, en iptroduisant les valeurs (3) et en remarquant
que Va?!a}a} estle carré du volume du parallélipipéde
construit suivant les trois axes oyy, 0ys, 0ys, avec des
longueurs respectivement égales aux longueurs des demi-
diamétres, la relation (I &is) donne

Akl

Va}al al == — = constante = a* b c?,
A

a, b, c désignant les trois demi-axes de la surface.
La relation (II bis) donne

L, BalaiaiV Bk
a?—f—a,.—}-a;:-};‘ ! ;,1 3 :—A——:a’+[1’+c’.

La relation ( III 4is) conduit a

ayai(1—B})+ ajal (1— B;)+aja; (1— §3)
C 2
:—Vafaﬁui:—&— =a? b+ a’* i+ b2ct.
3

D’ou 'on conclut ces trois théorémes :

1° Le volume du parallélipipéde construit sur trois
diamétres conjugués quelconques est constant.

2° La somme des carrés de trois diamétres conjugués
quelconques est constante.

3° La somme des carrés des surfaces des trois parallé-
logrammes construits avec trois diamétres conjugués
quelconques est constante.

5. Seconpe appricaTioN. Si les trois nouveaux axes
sont rectangulaires, on a

et
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Une seule des relations ci-dessus, la relation (1), ne
" dépend que des quantités b, , by, bys; elle donne alors

C
bll -+ b?z —+ b:u:K

ou
+i+l___(l ‘
al " al AR’

A=

c’est-a-dire la somme des carrés des inverses de trois
diamétres rectangulaires quelconques est constante.

SOLUTION DE LA QUESTION 5517

(voir t. XIX, p. 464);

Par M. J. DE VIRIEU,

Répétiteur a Lyon ( institution Poncin).
Enoncé :

x Z

x I .
+ ...+—=m pour limx=o.
.z:’—(»—l"+.z"+2" .z"+3’+ +2 P

1. 1l nous semble que, dans 'hypothése dont il s aglt,
la limite de la série proposée est zéro (*).

Posons
x x x
‘P(‘”’n):m‘{'m—i—...—*—m’
f b e mp—
(.z‘,n)__za-’_l’ PP
d’on ’

o (z,n) =;zf(x,n‘).

(*) Jai copié cette équation, saps examen, dans je ne sais quel journal
allemand. Twu.
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Pour des valeurs quelconques finies de x et de n, on a
. 1 1 1
f(a‘,n)<-;-;+;+. . .+;'—1',

cette derniére somme, quand le nombre de ses termes
augmente, tend constamment vers une limite finie, savoir
1 . .

g™ (Euler, Introductio in analysin, vol.1, p. 131):

f(.z',n)<?1r’, ?(z,n)<é1r"x, pour z>o0,

r représentant un nombre absolu aussi petit qu'on vou-
dra, mais non nul, alors pour

o<x<§;r,

on aura
g(x,n) <1

quel que soit 7.

2. On peut donc trouver un nombre absolu, non nul,
tel, que, pour toute valeur positive de x inférieure a ce
nombre, la somme d’un nombre quelconque de termes de
la série proposée soit inférieure & un nombre absolu
donné, quelque petit que soit ce dernier; la limite est
donc zéro.

3. On peut arriver au méme résultat sans avoir recours
a la limite d’une autre série.

x élant positif et non nul, chaque terme de la série
proposée est plus petit que le précédent; donc, n étant
un entier fixe,

x xr X T nx

x*+‘x’+x’+2'+.t’+‘3’+'“+z’+n"<x’+l’
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v NP | .
r étant un nombre absolu, non nul, inférieur a — et aussi
2

petit qu'on voudra, I'inégalité

nx
_.,_._<r
x'4-1

est remplacée par les suivantes :

rz* —nx+r_>o,
n\? nt— 4 r?
(=2 =258

/

(r.r——- ”_“__’;_—i’_’) (rx— ”_?_‘/_’%—:—E) >o,

. j———e
n—\n*— 4r? n—~ynrt—4r?
-——-——-4 y T >___V 4 ’

7l 2r ar
donc
ar x E nx
0<x<n+\/nz+4,2.z"—'—l’+u.+.t"'+ll2<.z"——}—_l-<r.

4. Quel que soit le nombre de termes consécutifs de la
série proposée que I'on veut ajouter, il existe un nombre
tel, que, pour toute valeur positive de x inférieure a ce
nombre, la somme dont il s’agit soit plus petite qu'un
nombre absolu donné, non nul, quetque petit que soit ce
dernier ; la limite ne peut donc étre que zéro.

- Note. MM. Pirain et Kessler, éléves du lycée Saint-
Louis, emploient cette considération.
Soit la courbe donnée par I'équation

a

y:a:_‘_zz’

Iaire de cette courbe est

z
fydf = arc tang — - constante.
a
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Sil'on suppose qu’a 'origine ot x = o 'aire est nulle,
alors la constante est aussi nulle; mais on ne peut plus
. o .
supposer ensuite a = 0, arc tang — est une expression in-

_ déterminée.

QUESTIONS.

576. Soient C le centre, F, F' les foyers et P un point
quelconque d'une ellipse de Cassini. Qu’on décrive un
cercle passant par F', F’ et P, etsupposons que la normale
a la courbe au point P rencontre ce cercle dans un second
point N; alors on aura cette relation

CP < PN = constante. (STrEBOR. )

5717. Dan; un polyédre, la différence entre la double
somme des angles diédres et la somme des angles solides
est égale a autant de fois quatre angles droits qu’il y a
de faces moins deux.

878. Les quatre cercles inscrits dans un triangle sphé-
rique sont touchés par un méme cercle.  (Harr.)

La tangente du rayon sphérique de ce dernier cercle
est la moitié de la tangente du rayon sphérique du cercle
circonscrit au triangle. (SaLmon.)

579. Etant donnée une courbe quelconque sur la
sphére, d’un point fixe C pris sur la sphére menons a la
courbe le rayon vecteur sphérique CO; prenons sur ce
rayon un point O’ tel, qu’on ait

", ’
sin —

2

a — %

sin —
2
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quantité constante. Le lieu des points O’ forme une se-
conde courbe telle, qu'on aura: aire de la courbe CO’
est a I'aire de la courbe CO comme a*:1. (Vannson.)

580. Résoudre les équations
w—3A% w4 3A (1 — ) — A (1 — 39°+29°) =0,
w— (2A24+C?) u'+ (242 C’o+ A'c” )u*— A’C'mw =0,
c=1—19% o' =m1—9"
=14 297y — P — ="
(Lame.)

381. En calculant la valeur algébrique du déterminant

n.n—1 n.n—1.n—2
n . — . —_— ©. .. ntt—?
1.2 1.2.3

nn—1 nrn—Ii.n—2 _n.n—1.n—2.n—3
— — - L% t... " ".n

1.2 1.2.3 1.2.3.4
.

n.n—1
et n . ——t. ... e.n— T 2
1.2

les puissances impaires de ¢ disparaissent, et, en posant
t*= u, l'équation A =o est 'équation aux carrés des
différences des raciues de I'équation ' .

z"—1=o0.
(MrcaaeL Roserys.)

582. Soit V un des foyers d’une hyperbole équilatére
quelconque tangente a une ellipse donnée et concentrique
avec elle. En supposant que le point de contact de ces
deux courbes varie, le rectangle FV.F'V_ F, F/ étant
les foyers de V'ellipse, conservera une valeur constante.

(StrEBOR.)
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583. Etant données, dans un plan, deux courbes géo-
métriques, 'une de degré m et I'autre de la classe nj si
une tangente roule sur celle-ci et que par les points ou
elle rencontre la courbe C,,, on méne a cette courbe des
tangentes et des normales :

1° Les tangentes se coupent deux a deux sur une
courbe de degré émn (m—1) (2am—3); )

2° Les normales se coupent deux a deux sur une
courbe de degré imn (m—1)(2m—1).

(E. pe JonqQuikres.)

584. Une conique étant inscrite dans un triangle,
soient respectivement a, 3, y les rayons de courbure de
la conique aux points ou elle touche:les cotés a, b, ¢ du

triangle, on a
b c a b c
=) Tt a)
g 7>( B

(- 52
aa p.x 73 A

S désignant I’aire du triangle. ( Capitaine Faure.)

I

585. Trois coniques étant données dans un méme
plan, il y a vingt points d’ou elles sont vues sous le
méme angle ou sous des angles supplémentaires.

: (Capitaine Faure.)

586. Géométrie descriptive. Etant données deux droi-
tes A et B dans I'espace, construire une troisiéme droite
qui fasse avec A un angle donné « et avec B un angle 5.

(DEscrancEs.)

587. Quelle est la surface engendrée par une droite
qui glisse sur deux autres A et B de telle sorte que dans
chacune de ses positions 'angle qu'elle fait avec A est
égal a 'angle qu’elle fait avec B. (DescrANGES. )
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B88. Soient T, T’ les points de contact des deux tan-
gentes menécs a une ellipse d’'un point quelconque O, et
soient F, F' les foyers de la courbe. Désignons par d, d’
les deux demi-diamétres paralléles a OT, OT, et posons

0)=¢ OT'=¢, FO=,p, FO=p.

Alors on aura
'+ dd' = pp'.
(STrEBOR.)

589. Un polygone d’un nombre pair de cétés étant
inscrit dans une conique, si I’on méne par son centre des
paralléles a chaque c6té du polygone, de maniére a for-
mer un parallélogramme en chacun de ses sommets, la
somme des inverses des parallélogrammes de rang pair
est égale a la somme des inverses des parallélogrammes de
rang impair. (Capitaine Faure.)

590. Si l'on prend les polaires des points milieux des
cOtés d’un triangle relativement a une conique quelcon-
que inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un
triangle qui a une surface constante.

(Capitaine Faure.)

591. Deux tétraédres de volume V et V' étant polaires
réciproques relativement a une surface du second degré
dont les demi-axes principaux sont a, b, c¢; si 'on dé-
signe par V,, V;, Vg, V, les volumes des quatre tétraé-
dres que I'on obtient en joignant le centre de la surface
aux sommets de V, on a la relation

6

(abc)’_v, V,V,V,V,
— —

Lorsque V=V’, on a le théoréme de M. Painvin (Nou-
velles Annales, 1. XIX, p. 294).



‘ ((142)
Il existe une relation analogue entre les volumes de
deux tétraédres corrélatifs. (Capitaine Faure.)

NOTE SUR LA SOLUTION DU PROBLEME ,
PROPOSE POUR L’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE

(voir p. 18);

Par M. HOUSEL.

A la page 21, il faut ajouter :

Lorsque * < 8p*, A et B sont imaginaires, d’aprés
U’équation (2), cependant la droite AB et le lieu cherché
sont réels.

L’expression que donne I'auteur pour le coefficient an-
gulaire de la tangente est inexacte, car I’équation du lieu
étant

r(2p+3z)+2p(p+xf=o,

on a
dy
2y o (2p+32)+ 3y +4p(p+x)=o.
Pour
L==—p,
dy . , ., . C ).
—= ot indéterminé, car y est nul; mais pour ce point1'é-
quation de la courbe montre que
y?
— = 2
(p+ =)

Donc, si I'on divise par p + x I'équation dérivée, il reste
a cette limite

dy
=+
=k y2,
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comme I'a indiqué M. E. Barbier (p. 22); ce n’est done
pas un point d’inflexion, mais un point double.
Outre cela la parabole asymptote a pour équation

9r’+2p(3z+p)=o,
et il existe une parebo]e diamétre représentée par

3r’+4p(z+p)=o.

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS DU TROISIEME DEGRE
AU MOYEN DES TABLES TRIGONOMETRIQUES;
Par A. DEMONGEOT,

Eléve du lycée de Besancon.

La résolution de l’équa{ion du troisiéme degré privée
de second terme peut dans tous les cas se ramener a la
trisection de I'angle, pourvu qu'on admette les angles
imaginaires de la forme x + 7y.

Je laisse de €01é le cas bien connu ou les trois racines
sont réelles.

II* cas oa I'on a p < o et deux racines imaginaires.
— L’équation est, en rendant explicite le signe de p,

() u* — pu + q = o,

et celle qui donne le cosinus du tiers d’un arc en fonction
du cosinus de cet arc, est

(2) z”—éz—————cos(x+i‘7)—o

En posant dans la premiére équation

u—=>\z
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afin d’introduire une nouvelle indéterminée qui rende 1'i-
dentification possible, il vient

(3) z“—%z-c—%_:o.
Cette équation sera identique avec, I'équation (2) si
I’on prend
Vid
= i
2 \/3
et
) q9
c0s (r +iy) = — —=
P
2]

ou (voir la Trigonométrie de M. Serret, 2° édition,
p. 212)

(e” 4+ e 7Y cosx —i(wW —e7)sine = —=-

On voit que le terme en sinx doit étre nul, condition
qui sera satisfaite si x = o. Alors I'équation précédente
se réduit a
—4q
P3
2°

7

&+ e =

qui donne, en posant (voir la Résolution trigonomé-
trigue de Uéquation du deuxiéme degré)

s
sin2g=— 2\ EZ,
7V 27
o —tangy, 7' = cotg.

L’angle ¢ est réel, comme il est facile de s’en assurer,
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et les racines de I'équation proposée sont :

W=2 \/-g-cos%,

P amei
u"=2 '—cos A

- 3 3 2

u"’:z\/ﬁ cosﬁéﬂ‘—r-

Développant et posant

|

w

tangy = :/tangqa,

il vient, aprés les réductions,

=2 L coséc2y,

3
= Fcoséczxp i t
=— 3 —iy/pcot2d,
" ___ ; . PR
u _—\/§ coséc2 P +i \/p cotad.

III® cas. p > o.— Les équations (1), (2), (3) sont alors,
rendant toujours explicite le signe de p,

(1) w4 pu + g =o,
(2) zs—%z—cos(lz:lr—):o,
(3) z‘+£z+%=o,

et 'on identifiera les deux derniéres en prenant

1::21'\/’—;

Ann de Mathémat., t. XX. (Bv#il 1861.) 10
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et
c08 (2 4 iy) = —I—
S
0/
27
ou
(74 e7) cosx — i (eF —e7) sinz — ——ﬁ
P3
27

On voit que le terme en cosx doit étre nul, condition

. . T , . ’ o, , LY
remplie si x = S alors I’équation précédente se réduit a

ey —e T = 9

’

pS

ﬁ

qui donne, en posant

-2 /E
tangzq:.... 7 27,

¢ — tangg, €77 = — coty,

N

I'angle 2¢ est toujours réel puisqu'on suppose p > o, et
les racines de I’équation proposée sont

i 2it /P oos (T 2
u_zl\/2c05<6+3),
v —ain/Poos (5547
u_zz\/3cos(6+3>,
u”’—_—zi\/%cos(%r+%)-

Développant les seconds membres et posant comme pré-
cédemment

tangy = :/tangcp,
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il vient, aprés les réductions,
= \/ cotay + i p cosécay,
" __ p N . .
= gwtzq;——-z Vp cosécay,

W=—2 \/1:7; cot2y. (Poir t. XVII, p. 386.)

]

SUR LES COEFFICIENTS BINOMIAUX

(voir p. 8);
Par M. Ance LE TAUNEAC.

Cette question est intéressante, mais elle n’a pas éié
complétement résolue. En effet, si 'on emploie les for-
mules

S o (/) (= =)
1 —_ 9

o4
(r+s/~—1)"‘—(r—s/—1

S,:

(formules que je n’ai pas vériﬁées) (*), ou se trouve, pour
ainsi dire, ramené au point de départ. Du reste, il est
facile de les transformer en d’autres qui ne présentent
pas le méme inconvénient.

On a, identiquement, '

1+ V= ._f( d—\/—')

=2 <00514—r+\/-:l sin%>,

(*) Elles sont évidentes dés qu’on connait $, +S, et S, —S,. Tw.
10.
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1— /=1 = ﬁ(m%—-VZsini—);

et, par suite,

(I+J:l')m=2

.l

(cos’LZ—r+ V—1sin 241),

(1-——“3)’": 27 (cos”;—’-r— ..._,sin.'.';_">.
On déduit, de ces valeurs :

m
——1 mm
S,=2"42? cos—)

4

m
——t mn
S;—=2"*—2? cos—

4 b

m
-1 ., mv
S,.=—=2m"*4 22 sin —,

4

-t ., mw
S;—am?'— 2?2 sin —-

4

Soit, par exemple, m =15. On aura
S,=2"" 4 2¢= 8256,
S,—2'* — 2¢= 8128,
S, = a"*— 28— 8128,

S,= 2"+ 2°=28256;
ce qui est exact.

Paris, 8 janvier 1861.
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(voirt. XIX, p. 481);

PROJECTION HOMALOGRAPHIQUE [ BABINET (*)]

1. Soit une ellipse ayant pour équation

2
r+ '-::; = 1; axes rectangulaires ;
I'aire élémentaire est égale a bdx 1 — x*.
Soit une seconde ellipse *

2 ‘t,
J’+b—,,

=1,

I'aire élémentaire est b'dxy1 — x*.
Si & — b est un infiniment petit du premier ordre, la
différence entre les deux aires élémentaires sera égale a

db.dxy1—2x*; infiniment petit du second ordre, aire
d’un quadrilatére mixtiligne formé par deux arcs d’el-
lipsé et deux droites, infiniment petits du premier ordre.
L’aire du croissant renfermé entre les deux demi-ellipses

’ b} T 2.2 .
est égale 4 — db, quantité constante si db est constant;

'aire du quadrilatére divisée par I’aire du croissant est
9 ——
—dx i —
k.3

ou, en posant x = sin ¢, égale a

2cos’pde
®

(1)

(*) Babinet (Jacques), né a Lusignan ( Vienne) le 5 mars 1794.
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2. Soit une sphére de rayon 1 ; menons deux méridiens

. . .. . n
infiniment voisins et renfermant une aire -4—, ou n est
n

infiniment grand ; concevons deux paralléles aux latitudes
Aet A +d); Vaire du quadrilatére formé par deux arcs de
grands cercles et deux de petits cercles, quatre cotés infini-

. . EX - N
ment petits, sera égale & — cos X dA. Ainsi cette aire di-
n
M ’ L Yy . -
visée par I’aire du fuseau élémentaire, donne pour quotient

coshd
2 -
(2) 2

3. Etablissons I'équation (1) =(2) ou
mcoshdh =4 cosl9de=12d¢(1 + cos2¢);
intégrant, on obtient
(3) msin) =29 + 2sin29;

on syppose que A et ¢ s'annulent simultanément ; ainsi la
constante est nulle.

4. Pour fixer les idées, prenons n = 1000, et conce-
vons 1000 méridiens divisant la sphére en 1000 fuseaux
égaux ; divisons encore, pour fixer les idées, le quadrant
en 180 parties égales chacun de 30’ et menons des paral-
leles par les points de division : les latitudes de ces paral-
leles sont les valeurs des A, Phémisphére sera divisé en
180000 petits carreaux sphériques. Prenons pour repré-
senter I'aire de la sphére une ellipse de centre O, de grand
axe AOA’=2, et de petit axe BOB', divisons BOB' en
1000 parties égales et faisons passer par les points de
division des cllipses; on aura 1000 croissants d’aires
égales ; par conséquent chacun de ces croissants elliptiques
peut représenter un fuseau sphérique. A partir du centre O
portons sur le grand axe des abscisses x qui satisfassent a
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I’équation (3) et menons par les points de division des pa-
ralléles 4 BOB'; on formera des carreaux elliptiques; et -
d’aprés 'équation (3), l'aire de chacun de ces carrednx
sera 4 I'aire du croissant qui le renferme comme le carrean
sphérique correspondant & l'aire du fuseau sphérique;
chaque carreau elliptique, c’est-3-dire chaque aire élémen-
taire de I'ellipse représente sensiblement une aire élémen-
taire de la sphére. Au lieu d'une ellipse ABA'B' on peut
prendre une circonférence de méme aire que ’hémisphére
et par conséquent de rayon égal a 2.

On Voit que ce systéme peut servir a représenter sur
un plan une surface de révolution quelconque; il con-
serve les rapports des aires, mais altére considérable-
ment les angles, surtout en s’approchant des poles, car
alors les paralléles coupent les ellipses méridiennes sous
des angles de plus en plus aigus. Aussi, pour représenter
les régions polaires, la projection Lorgna est alors pré-
férable; elle conscrve aussi les rapports des aires, et 1'al-
tération des distances diminue en s’approchant des poles.

M. Ernest Bourdin (*), membre de la Société de Géo-
graphie, a eu la généreuse idée, bien rare aujourd’hui,

*éditer tout un atlas d’aprés ce systéme ; voici le titre :

Atlas universel de Géographie physique et politique
a lusage des cours supérieurs et des gens du monde ;
systéme homalographique de M. Babinet.

En tout 23 cartes qui renferment les données géomé-
triques, physiques, politiques des diverses contrées de la
terre. On doit espérer que cet atlas sera adopté dans
toutes les institutions d’enseignement primaires et se-
condaires.

M. Jules Bourdin, fils de I’éditeur, attaché aujourd’hui

(*) Rue de Seine, 51.
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comme ingénieur civil a I'entreprise de I'isthme de Suez,
a {ia]cﬁlé les tables des sinus et des cosinus de x, corres-
pondant aux valeurs des latitudes A, par intervalles de
30/, depuis o° jusqu'a go°; tables approuvées par
M. Babinet. Les cartes sont dessinées avec le soin et le
golit qu’on peut attendre de M. Vuillemin, géographe.
Ces cartes homalographiques sont exclusivement propres
a représenter avec exactitude les phénoménes physiques,
tels que la direction des principaux vents et la représen-
tation graphique des faits de statistique.

Note étymologique. opriog, semblable, pareil; avo-
maAog, qui n’est pas semblable, irrégulier; en francais,
anomal et non anormal, orthographe vicieuse générale-
ment répandue, dont voici I'origine : norma est un mot
latin désignant une équerre; d’ou normal, ce qui est fait
d’équerre, avec justesse : on en a formé anormal, expres-
sion hybride; il faudrait dire innormal, par analogie
avec innocent; les Allemands disent trés-correctement
abnormal.

ACADEMIE DES SCIENCES DE BRUXELLES (1860).

(Concours jusqu'au 20 septembre 1862.)

1” Généraliser le théoréme de Sturm en I’étendant a
un systéme de deux équations & deux inconnues (prix :
1500 fr.).

2° Trouver 'intégrale de I'équation des lignes de cour-
bure a la surface, lieu géoméirique des pointsdont lasomme
des deux distances a deux droites qui se coupent, est con-
stante (prix : 1500 fr.). (Voir Nouvelles Annales, p. 57.)

3° Déterminer, a 'aide d’expériences nouvelles, si une
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quantité donnée de travail mécanique peut déveldpper
constamment la méme quantité de chaleur, et réciproque-
ment si une méme quantité de chaleur est suscepuhle de
produire la méme quantité de travail mécanique (prix:
1000 fr.).

4° On demande si le principe de Joule (*) est applicable
aux effets de la poudre dans les bouches a feu. Dans la
négative ou dans l'affirmative, déterminer les conditions
des mouvements des gaz produits par la déflagration de la
poudre dans les bouches a feu et, subsidiairement, dans
d’autres circonstances (prix : 10oo fr.).

DEMONSTRATION DU THEOREME I

(voir t. XIX, p. 438 & %40),
Par M. T.-T. WILKINSON, F. R. A. S.

Tatorime. Dans un triangle, les lignes qui joignent
Ades pieds des hauteurs sont respectivement perpendicu-
laires aux rayons quijoignent les sommets avec le centre
du cercle circonscrit.

Démonstration. Soient ABC le triangle, O le centre du
cercle circonscrit, A’, B’y C/, les pieds des hauteurs cor-
respondant aux sommets A, B, C. Prolongeons AA’, BB/,
CC' jusqu’a leur rencontre respective avec la circonfé-
rence circonscrite en /, i, k. Menons /k, ki, il et OA.

Les triangles rectangles ABB', ACC/, donnent

angle C'CR = angle C'BB’;

(*) James Prescott, brasseur, né 2 Manchester en 1818, On the Mccha-
nical equivalent of heat { Phil. Tr., 1850).
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d’ou
angle ACi — angle AB .
Donc
arc Ai = arc A#;

et OA est perpendiculaire a ik et 4 C'B’. De méme pour
les autres. C. Q. F. D.

RECTIFICATIONS DIVERSES;
Par M. DUPAIN,

Professeur a Nimes.

Tome IX, page 418. Il me semble que, contrairement
a I'énoncé, deux téiraédres trirectangles peuvent avoir
un angle diédre égal sans étre semblables.

Tome XVIII, page 224, ligne 11, lisez : cercle de neuf’
points au lien de cercle de six points. Voir sur ce cercle

les Annales, 1. 1, p. 196.

Tome XIX, page 187. Le théoréme énoncé en bas de
la page fait partie de la solution de la question 436,
t. XVII, p. 186. '

Tome X1X, page 382. La question V se trouve déja
résolue t. XVII, p. 353.

Tome XIX, page 381, question III. La réponse
directe a été omise : Les progressions dont le premier
terme est égal a la moitié de la raison.

Méme réponse quand on compare la somme des n pre-
miers termes et la somme des kn suivants.
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NOTE SUR CERTAINS DEVELOPPEMENTS
ET SOLUTION DES QUESTIONS 461, 468 ET 479;
Par M. A. VACHETTE,

Professeur de Mathématiques.

1 . 1
1. Valeurdeay, = x™ +x—lnenjonctton dea=x+-etdem.
X
L’abaissement des équations réciproques de degré pair
donne lieu & une équation de devré sous-double en posam
x —|— ~ =a, et remplagant x* + S T e .r"'—l—
par les valeurs qui en résultent. On ala relauon oenerale
(l)a‘"‘—+——l—— .z‘"'—'—+--L- ‘x+i — -z”'_’—l-——
’ L xmt x ™2
ou
Adn = Qp—y A — Ap__,.
Je calcule directement plusieurs termes, en commen-

1
cant par a, = x° + S =2

a, = 2.

a, = a.

a, — a? — 2.

a, = a*— 3a.

a, at — fa* 4 2.

a, a* — 5a® + Ha.

a, a‘ — 6a* + ga® — 2.

a;, = a' — qa* + 14a® — 1a.

a, a* — 8a® + 20a* — 16a* + 2.

a, Y —ga’ + 27a° — 30a® + 9a.

a, " yoa® + 35a° — 5oa' + 25a* — 2.
@,

= a" — 112" 4+ 44a’ — 774* +55a° — 11a.

Pour un indice pair, si m = 4p, le dernier terme cst
~+ 23 et si m = 4p + 2, le dernier terme est — 2. Pour
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-un indice impair, si m = 4p + 1, le dernier terme est
-+ ma; et sim = 4p + 3, le dernier terme est — ma.
Le nombre des termes augmente d’une unité, d'un indice
pair a l'indice pair suivant, et surpasse d'une unité la
moitié de l'indice. Pour un indice pair, le développe-
ment ne contient que les puissances paires de a; et pour
un indice impair, il ne contient que les puissances im-
paires. La valeur absolue d’un terme de a,, est la somme
des valeurs absolues du terme de a,,_, situé dans la méme
colonne verticale, et du terme de a,_, situé dans la
colonne a gauche. Les termes ont alternativement le
signe + et le signe —.

Soit T, la valeur absolue du coefficient d’'un terme de

*

a,, qui en a k avant lui, on aura

ap=a"—T, a"*+Tpa—T,a+...
T 2 3
HT pp @t Ty an—t 4 ...
k-1 k
Le premier terme d’une série verticale est toujours 2,
et s'il en a k avant lui, l'indice de la ligne horizontale
est 2k; on aura donc toujours T, = 2.
; 3
Supposous un indice m > 2k, la loi de formation d’un
terme donne
[ T =Tn—y + Tm—s
k k k—1
Tm—1=Tm—o+ Tn_3
* ) F—

(2)

Tak -1 = Tag + Tak —
& % k—1

Tatr =2 ou Tox__,
* A —1
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et en ajoutant

(3) TQ= Thm—a+ Tm—3 + + Tk +Tok— g

k k—1 k—1 k=2 k-1
m—2a
= XT 5
2k —a k—1

la somme z s'étendant depuis p = m — 2 jusqu'a

p=2k——2.
On a

-
ol3
I

excepté pour To = 2.
o

Pour Tﬂ, la formule (2) donne
1

T =Tm— "I‘Tm—q::Tm-l"‘"'_';

1 ! o 3

il faut toujours augmenter d’une unité le terme précédent

de la méme colonne. A partirde m = 3, T3 = 3; on aura
I
donc

Tm=m.
1

Pour T,,,, la formule (3) donne
2

Tm = ZT =2+4+3+...4+m—2)=" (m—3)
2 . 1 . 1.2
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Pour T,., on aura
3

m-—2 m—?2 ( 3)
T,g,,: §T§=§P pg

:;[(m-—z)(m—{i)—{—(m—-3)(1)1——6)-&— ...+5.2+4.l]a

2Tp=1(1+3)+2(24+3)+...+(m—5)(m—5+3)

w3

=142 ...+ (m—5) + 3[1+2+3+...+ (m—5)];

or

n(rn+1)(2n+1)

S,=1*4-2’+ ... 4+ n'= 6

et pour n=m—5

_(m=5)(m—4){2m—9g),
S, = 6 ’

par suite

2Th m—5)(m—4)(2m—q)  3(m—5)(m—4)
:_(n=S)(m—f)lam—g) | 3(n=5)!

- 2

=2m(m——4)(m——5)y
6

T, m(m—4)(m—5)

3 1.2.3
On peut dés lors soupgonner que

Tzzm(m——lr—l)(m-——k——z) oo (m—2k+1)

k 1.2.3...4

qui se réduit a 2 pour m =2k, et a m pour m=2k-1.
Pour justifier cette forme du terme général de a,,, on
la suppose applicable aux développements a, as ... @,y ;
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si on peut 'appliquer a a,, étant vérifiée jusqu’a a, elle
sera générale. Or d’aprés (2)

T, (m—1)(m—k—2)(m—k—3)... (m—2k)

1.2.3. . ..k

>~ 3

(m—2)(m—k—2)(m—k—3) ..(m—2k+1)
1.2.3....(A—1)
_(m—k—2)(m—k=3). ..(m—2k+1)
- 1.2.3...(k—1)

v [(m— l)l\zm-—zk)

+m—2]

_m(m—k—1)(m—k—2)...(m—2k+1)
- 1.2.3. .k

et la formule (1) devient

m(m——3)a“_‘_m(m —4) (m—5)

a™t4...
1 2 1 2.3

4) a,,.=a"'-—?a"‘“"+
. m(m—k—1)m—k—2)...(m—2k+1)

=+
1.2.3 ...k

M 2 e
a -+

le terme général ayant le signe + ou le signe —, selon
que k est pair ou impair.

1. Trouver deuxr nombres dont on a la somme a et
la somme des m**™* puissances a,. .
On a,’x et y étant ces deux nombres I'identité
2t yr= (2 ) (2 4y ) — ay (&)
que nous pouvons écrire au moyen des indices etde p=xy,
(5) A= Ap @ — Pgm_,

avec a, =a et @, = 2. Cette formule ne différe de la for-
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mule (1) du paragraphe précédent qu’en ce que le terme
négatif est multiplié par p
Le calcul direct donne une analogie parfaite

a,=2,
a—a,
ay=a*—2p,
a,=a*— 3 pa,

a,= a' — 4 pa* + 2p*,

les coefficients numériques suivent évidemment la méme
loi de formation, et
Tpn=Tn_i + Tas ,
k k k—1

coefficients de p* et p*~* dans «a,,_, et a,,_,, sera coefficient
de p* dans a,, d’aprés la loi (5). On aura donc, les exposants
de p allant en augmentant d'une unité 4 chaque terme de-
puis p° jusqu’au dernier terme ot p a un exposant égal a
la moitié de m,

an= a"—?pa"‘"—i— m__(lm : 3)[””"."‘
— —5
Q] —HE =
+m(m-—l——|)(m-—-k—z)...(m—zk«l-l) P
= 1.2.3... 4k pra g

Comme a et a,, sont connus, on aura le produit p par
une équation de degré sous-double. Avec la somme a et le
produit p des nombres x ety, x et y seront les deux ra-
cinesde {*—al+ p=o.

III. Conséquences de la formule (6).

1° Quand m est un nombre premier autre que 2, le
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(2 y ) — (2 47™)
mzy (z+y)

étant entiers. Comme m est un nombre premier autre

que 2, il est impair et le dernier terme du développement

(6)est =mp 2 a.
On déduit de la formule (6)

nombre est un nombre entier, 2 ety

am™ — ap
ap

— m—a__m (m —_3) m—5 m(m_4)(m_5) 2 am=7 ___
=ma 2 Pt 1.2.3 ra o

m(m—*k—1)(m—k—2)...(m—a2k<41) , bt
+ 1.2.3 ...k pa =

m—3

+=mp 2

Chaque coefficient contient /z au numérateur, et le dé-
nominateur 1.2.3 ... k ne le contient pas, puisque m
est premier, et que chacun des nombres 1, 2, 3,..., kest

. a” — ap . .
plus petit que m. Donc ———est entier, et ce quotient
map

a pour expression

am—a_m_spam—5+(’"—4) (m —5) 2qm—1__ .
2 2.3
—k—1) (m—k—2) ... (m—2k—41
+(m k—1 gm—2k— ——
- 2.3... k pa S
m—3
+=p 2

Si m est premier, tous les coefficients sont entiers;
m—3

" celuide p 2 ,qui se réduita 1, est

(m+x )(m—!—l )(m—l—l ) <m+1 m—1
— —_2 3 . _.__.___*_l)
2 2 ) 2 2 2 )

2.3.4-

2
Ann. de Mathémat., t. XX. (Mai 1861.) 11
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La plus grande valeur du dernier facteur k d’un déno-
m —

.

minateur est

Si m n’est pas premier, il contiendra certains facteurs
premiers, k par exemple; ce facteur k ne peut étre égal

.m—1
a

s car

m— 1 2m '
ou =2 -
2 m— 1 m— 1

devrait étre un nombre entier, ce qui nécessite m — 1 =2
ou m = 3, nombre premier. Alors le nombre

(m—k—1) (m—k—2) ... (m—2k+1)
2.3...k

ne peut pas‘étre entier; posons

m=(q+1)k,
d’out
m—k = qk,

et le nombre devient

(gh—1) (gh—2) (g6—3) ... (gh—Fk +1)
2.3.4 ... k

9’

ou k ne divise aucun des nombres gk —1, gk—2,
gk—3, ..., gk — (k— 1), égaux chacun & une diffé-
rence entre un multiple de k et un non-multiple de £.

2° Si m est premier, égal & 2n + 1, on peut écrire

(-7—'+)’) a1 ——(.z"""" +y2n+|)
.Z‘—f—y

=(-Z’-+-)') m___ (x”‘—x”'—'y—{—x"'“’y’—- . _I‘},zn—-t +)'2")
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an(2n—1

=2n| "'y + A Sl I

1.2
+1 — 1
a2n(2rn —1)...(2n — 2p)
1.2.3 ... (2p+1)
St
2n{2n—1)...(2n—2p—+1)
1.2.3 ... (2p+2)

Izn—?p—l f’F+l

ey R S
-1

+2n|zy®!
-+ I

Le deuxiéme membre, comme on I'a vu plus haut, est
divisible par xy et par 27 + 1; comme 27+ 1 est indé-
pendant de x et de y, chaque coeflicient est divisible par
2n + 1, et les deux nombres

an(2rn—1)...(2n—2p) 2n(an—1)...(2n—2p—1)
1.2.3... (2p+1) b 1.2.3 ... (2p+2)

sontdivisibles par le nombre premier 2+ 1, p étant plus
petit que 7.

Ce dernier théoréme peut résulter de la générali-
sation du principe de la preuve par g : si les nombres
a,d,a", ..., divisés par d, donnent les restes r, v/, 1, ...,
la différence ad'a”... —rr'r”... est divisible par d. En
effet

2n, 2R—1, 2R —2, ..., 2R—2p, 271 —2p — 1
divisés par 27 4+ 1, donnent les restes

—IL —2, —3, ..., —(2p+1) —(2P+2)-

Prenons tous les facteurs, excepté le dernier, le produit
' II.
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" des restes correspondants, en nombre impair, a le signe
—, et en vertu du lemme

2n(2n—1)(2rn—2)...(2r—2p)+1.2.3 ... (2p+1)

est divisible par 27 + 1; divisant cette somme par
1.2.3 ... (2p + 1), on n'enléve pas le facteur 27 + 1,
qui est premier avec ce produit et il en résulte

an(2n—1) ... (2n—2p)
1.2.3 ... (2p+1)

-+ 1

divisible par 27 + 1.

Si on prend tous les facteurs, le produit a le signe + ;
alors on aura

an(zn—1)(2n—2)...(2r —2p—1)—1.2.3...(2p-+1) (2p+2)
divisible par 21 + 1, et il en est de méme de

an(2n—1)...(2n—2p—1)
1.2.3...(2p+ 2)

Si une seule des divisions précédentes n’a pas lieu,
quand p est plus petit que r, 2n -+ 1 n’est pas un nombre
premier ; car, premier ou non, il divise toujours

an(2n—1)... (2rn—2p) + 1.2.3...(2p+1)
ct
2n(2r—1) ... (2n—2p —1) —1.2.3 ... (2p+2);

il faut alors que le facteur 27 + 1 ou au moins un de
ses diviseurs ait été enlevé dans la division respective de
chaque somme par 1.2.3 ... (2p + 1) pour la premiére,
etpar 1.2.3 ... (2p + 2) pour la seconde; donc 272+ 1
admettant un diviseur plus_petit que lui, n’est pas un
nombre premier.
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IV. Valeur des différences Ay = a® — ayy Ay = a" — a,
et conséquences qui en résultent pour Ay, et A gy
le nombre n pouvant étre nul.

On trouve aisément
A,—=a*—a,=5a(a*—1),
A =a —a,=1a(a*—1).

Généralement

Ay est divisible par a? — 1,

A, est divisible par (a®* — 1)

Nous commencons par établir une relation entre A,
etA,, en nous servant des six relations suivantes, déduites
de la formule (1) qu’on ajoute, en les multipliant par les
facteurs respectifs placés vis-a-vis, afin d’éliminer plus
rapidement : :

Anyps= Apis— Amis, 15

Apis = Ay — Amy3y G

—_— - 2 .
Apis—= Qi3 — Ay, G — 15

Ay = A2 —Adpy,, a(@—1)—a=a’— 2a;

A2 = QA — Qs a(@*—2a)—(@*—1)=a'—3a*+1;

Ap1 = Q0p—Adp_,,

a(a*— 3@+ 1)—(a*—2a) = a*—fa*+-3a.

pyo=(a*—4a' + 3a>—a*+ 3a*—1) an

(9) —a(a* —4a>+ 3)aa_,
7 = aba,—(5a'—6a*+1)ap—a (@' — ha*+ 3)ap_,
( Oy = a®ap— (a*— !){.(5a’—1)a,,+ a(a*—3)an_, z.

Retranchant les deux membres de a™+¢,

Anys=a’An+(a* —1)[(ba*—1)an+ a(a®— 3) an_ ].
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Si m est de la forme 6n 4 5, la divisibilité par a* —1
de A,,; est ramenée a celle de A, ou de A, _; ..., ou
enfin de A;; ainsi A, est divisible par «® — 1.

Quand m est de la forme 6 + 7, la parenthése

P,=(5a*—1)an+a (a’—?n)}z,,,_.

=(a’—1) (an + aap—)+ 2a (2aan— an_.)

est divisible par @* — 1. 1l suffit de .prouver qlie la
deuxiéme partie de P,,, que 2aa,, — a,,_, estdivisible par

a* — 1. Appliquons la formule (7)

ap = aap_¢— (a*— 1) Pp,

Ap_y = a%ap_ — (@*— 1) Ppy,
L J

et par suite

20ap— Ap_, = a%(2aapc— Ap_3) — (a* — 1) (2a Pp_g— Ppy).

La divisibilité par a* — 1 de P, ou de 2aa, — a,._, est
ramenée a celle de 2aa,,_s—a,,_:,oude 2aa,,_;s—a,_,3,
..., ou enfin de 2aa; — a;, ou méme de

2a0a,— ay=2a*—2=2(a’—1).
On peut écrire dans ce cas
Ao = a*Ap—+(a®*—1)2Q

et la divisibilité de A, s par (a* — 1)* est ramenée a celle
de A,oudeA, ¢, ..., oucnfin de A;; ainsi Ag, - sera
divisible par (a*—1)*.

Cette divisibilité a éié établie par Cauchy (voir le
Journal de Liouville) , sur les remarques qu’avait faites
M. Lamé pour Aj; et A;, mais en s’appuyant sur des consi-
dérations toutes différentes.

Si m est de la forme 62 + 5, la divisibilité de A,, par
@®* — 1 donne A,, = o pour a® = 1; il en résulte 'iden-
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tité suivante, en divisant tous les termes par m, dans la
relation (4)

m—3 = (m—4)(m—35)
+ 2.3

o=1— —
_ (m—5)(m—6)(m—1)
2.3.4
(®) , (n—6)(m—7) (n—8)(m—g) _
2.3.4.5 ’
(m—bk—1)m—k—2)...(m—2k—+1)__
+ 1.2.3 ... & A

le dernier terme étant == 1. Quand m est premier, cha-
que terme du second membre est entier. Cette identité
(8) existe aussi pour les nombres entiers m de la forme
6n+ 7.

Si m est de la forme 6 2 + 7, on sait que 2aa,, — @n_4
est divisible par a®— 1; cette expression ne cbntient
que des puissances paires de a, et doit devenir nulle pour
a® = 1. Or on peut écrire

2000 — Qp_; = 24" — 2a™ - 2aa,— ap_,
= 2a"+' —a,_,— 2alA,.

Comme A, = o pour a*= 1, il faut que pour cette

hypothése

2a™*' —a,_,=o,
ce qui donne, pour cette forme de m, l'identité

0o=—2—1 +T——l-——l—(m—[)ﬂ—2_—4 +(m—1) (m——i)(’;—ﬁ)
(m—6)(m—1q)(m—8)
2.3.4

(m—hk—2)(m—k—3)...(m—2k)__
2.3...4 =+

— (m—1) -+ .

== (m—1)
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le dernier terme étant égal a == 2. On aura done

o (m— ) m—4) + (m — 1) (m — 5)(m — 6)
2

0=
) 2.3
(9) — (m— )= (”;374) (m=8) ...
m—1)m—k—2)(m—k—3)...(m—2k
slet o9t

Ces identités (8) et (g)sont exclusives; I'identité (8) ne
convient qu'aux nombres entiers des deux formes 6 + 5
et6n + 7ou 6n =1, n prenant toutes les valeurs en-
tiéres & partir de 1; l'identité (9) ne convient qu’aux
nombres entiers de la forme 67 + 1.

. m-—13
V. Conséquences de la formule (3) T, = E T , .
k 2k —2 k=1

Si on y remplace m par m + 2, ‘et k par k+ 1,
on aura

m
Tm+2 —
k+1 _Z TP,
ok %
ou bien
m(m—k—1x)(m—~h—2)...(m—2k-41)
1.2.3.. .k
(m—1)(m—k—2)...(m—2k)
1.2...4
+(m——2)(m——k—-—3)...(m—- 2k—l)+
1.2, . .4

2k (k—1)(k—2)...1
1.2 3...4
mA42)(m—ky(m—k—1)...(m—2k+1)
1.2.3...(k+1)

_

7
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et supprimant le dénominateur 1.2.3... %
m(m—k—1)(m—k—2)...(m—2k+1)
+ (m—1)(m —k—2)...(m— 2k)
+(m—2)(m—k—3)...(m—2k—1)4...
+ 2k(k—1){(k—2)...1

‘+ —— (m+2)(m—= k) (m—k—1)...(m—2k41).

Ce résultat peut s'obtenir directement. Cherchons la
somme

1.2.3...(d—1).2k+2.3.4.. . k(2k+1)
+3.4.5.. (]f+l)-(2"+2)+...
+(m—2k+1)(m—2k+2)...(m—k—1).m

Je décompose chaque dernier facteur en deux parties,

dont la premiére est k, on aura la somme des deux lignes
suivantes

1.2.3...(hA—1).k+2.3.4...k( A'-+—l)
+3.4.5. .. (k+1)(h4+2)+..
+ (m—2k+1)(m—2k+2)...(m—k—1)(m—k)
+ A i 1.2.3(A—1)+2.3.4.. k+3.4.5...(k4+1)+...
+(m—2k+1)(m—2k—+2)..(m—k—1) 2
La premiére est la somme depuis k jusqu’a m — k, des
produits de k& nombres entiers consécutifs; elle est égale

au quotient par k + 1 du dernier de ces produits multi-

plié par le nombre entier consécutif de son dernier fac-
teur, c’est-a-dire a

/r_l'_l(m—zlf-}-l)(m-—zk+2 (m —k—1)(m—Fk)(m —k~+1).

On le vérifie pour 2, 3, 4,..., termes, et on démontre
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la généralité de proche en proche, par la méthode bien
connue

123, (A— 1)k +2.3. 4.k (A+1)=2.3...(k—1) k. (k+ 2)
I
1

5

:2.3‘...(/r—x)ﬁ-(k+1)(l-+ 2) .

o~

ajoutant le troisiéme terme

I
A1

=3.4.5...(h+1) (A +2) <A--2H "")

2.3.. . h(A+1)(k+2)

+3.4.. . (F+1)(k+2)

1

=3.4.5...(k+1) (h+2) (k+3) 77—

?

et ainsi de suite.

La seconde ligne est le produit par k de la somme de-
puis k—1 jusqu’'a m — k—1, des produits de A —1
nombres entiers consécutifs; elle sera ]

A .

-Z(m —ok—41)(m—2k+12)...(m—k—1)(m—k).
La somme cherchée est donc
Z_—_l—:l—(m———zlr—i—x)(m-—zk—&-z)...(m——k——l)(m-——l‘)(m—/r—l—l)

+(m—2k—+1).. . (m—k—1)(m—k)
' —
:(III—-21\'+I)(III—2/!‘+2)...(III—-—A’—-I)(m—-k)<Tﬁ'+l)

m—+-2 (m—2k+1)(m—2k+2)...(m—k—1)(m—£i),

A1

ce qu'il fallait vérifier.

Le lemme qui nous a servi a cette vérification donne
un théoréme sur les arrangements; A, _; étant le nom-

k
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bre des arrangements de m — k lettres prises k a &, on
aura

2 1
Ar+ A+ Ao+ A= k—_’_lAm—ls—t-n -
* 3 3 & k41

et, si 'on pose m —k =n,

Ap+ Ak +Appo+ . o+ A= 1 Appye
- - _— - 41 —
k k k k k=1

VI. Question 461. Limite de la série

I 1 1

+ 2.3...(n+1)+ 3.4.5...(n+ 2)+

ag.2.3...n

La différence entre le premier et le dernier facteur de
chaque dénominateur est n —1; si 'on multiplie et di-
vise chaque terme par n — 1, on aura
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1

3.4.5...(n+ 2)

— ! ( n-4 2 _ 3 )
n—1\3.4.5...(n+2) 3.4.5...(n+2)

e (3.4.5_.1_(,,_{_1)'“4.5.6. .1.(n+ z))’

.....................................

(1+m)(2+m)...(rn+m)"

1 /

n-+m . 14+ m . )
T r—1 k(l—i—m)(z-{-m)...(n—{—m) (14 m)(2+m)...(n+m)
1 1 1

e ((l+m)(2+m)...(n+m—1)—(2+m)...(n+m)>;

si 'on ajoute

Sp=

1 1 1 .
n—i (1.2.3. co(rn—1) T (2+m)(3+m).. .(n+m))’
sil’on passe a la limite, pour m =

1

§= (n—1).1.2.3...(n—1)

Avec la notation des arrangements, on a la formule in-
diquée par M. Vannson :

1 1 I 1

e — = —— .

A, Anil Ap o (n—1)Ap_,
n n

n n—1
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VII. Pérification directe de l'identité binomiale
et solution de la question 468.
Je veux parler de I’identité

m m(m—1) mim—i)(m —2)
o=1——+ _— +.s
1 1.2 1.2.3

la méthode est analogue a celle du § V.

—_—1

2

m m(m—1) _m(m—i1) m—1 _m—1 (m
1 12 1.2 1 1 ( )

= (m—l)(m—2),

1.2

m m(m—l)_m(m—l)(m——z)_(m—l)(m—z)
1 1.2 1.2.3 - 1.2

m(m—l)(m—z)z_(m—l)(n.:-—z)(m—3)

1.2.3 1.2.3

Si S, est la somme des termes jusques et y compris

_m(m—1)...(m—n—+1)
-+ 1.2...n ?

on trouve

(m—1)(m—2)...(m—n-+1)(m—n)
1.2...(rn—1)n ?

S, ==

car elle est vraie encore pour

m(m—1)(m—2)...(m—n)
r.2.3...(r+1)

=i(m—l)(m—z)...(m——n)(m—n-—-x). '
1.2...n(r+1)
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Quand m est un nombre entier, le dernier terme a pour
valeur
m(m—1)...(m—m-+1)
b

1 2.../m B

Sm=$(m — 1) (m— 2).1...2(m“—’-nm +1)(m — m) —o,

a cause du facteur m—m. ,
On vérifie absolument de la méme maniére

mP  mP(mP — yP) . mP(mP—1P)(mP— 2p)

0=1f— —
1P 12, 2P 12,20, 3P

T

- quand p est un nombre entier ainsi que m.

Le principal objet de cette Note était 1’établissement
de la formule (4) et de la formule (6) ; le formule (6) est
précisément le sujet de la question 479. Jai é1é assez
surpris de voir indiquée une formule que j'avais trouvée
depuis longtemps déja, et c’est ce qui m’a décidé i publier
ce petit travail. Loin de moi néanmoins I'idée de vouloir
disputer 2 M. Stern la priorité d’une formule, assez
curieuse, sans aucun doute, que nous avons trouvée
séparément.

SOLUTION DES QUESTIONS 531 ET 532

(volr t. XIX, p. 247);

Par M. DELLACH,

Professeur au lycée d’Amiens.

531. Soient B I'aire d’un polygone régulier circonscrit,
B’ celle du polygone régulier d'un nombre double de
cotés : l'aire du cercle .est comprise entre B’ et

’ 1 ’
B— 1 (B—B).
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532. Soient A et B les aires de deux polygones régu-
liers, 'un inscrit, 'autre circonscrit : 'aire du cercle est

comprise entre A et A 4 % (B—A) (*).

Question 531.

Soient AB le demi-cdté du polygone régulier de 7 cdtés,
AC pour 271 cotés, AD pour 4n cidtés : on obtient ces
longueurs en divisant 'angle AOB en deux parties égales
et AOC en deux parties égales. Si B, B/, B”, B”, etc.,
sont les aires des polygones réguliers de n, 2n, 4n, etc.,
cOtés, on a

B—=2r.0AB, B'=4n.0AC, B"=—8n.0AD.

Donc
B—B _ BCE
B—8 " CDF
Soit CG la bissectrice de I'angle BCE ; elle sera paral-
lele 4 DE. On a

CBE _BE _CE+CB _ AB
CEG  EG~  CE  AC
D’un autre coté
CEG _CE _ AC

CDF ﬁ.’ ADI
Donc
CBE __B—B _ AB.AC
CDF B'—DB’ Xf)’
Or
AC >2AD, AB>>4AD,
d’ou

AB.AC>8AD;

(*) C’est une propriété dif(érente de celle de Huyghens. Tm.
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B—PB
g4

de sorte que

et
BB < 7 (B—B),

BII_BIII<_41_-(B__B’),

2

Si I'on désigne par S I'aire du cercle, on a
S =B —(B' — B") — (B" —B") —....

Remplagant chaque différence par sa limite supérieure,
on obtient

S>B'——%(B——B’).
Cc. Q. F. D.

Question 532.

Soient A, A’, A", etc., les aires des polygones réguliers
inscrits de n, 2n, 4n, etc., cOtés; on a

S=A-+(A—A)+ (A—A)+....

On démontrera aisément que

A=A 2 (B—A),

A”——A’<é (B —A’).
Or on sait que

B — A< % (B—A) (probléme de Catalan).

Donc

WoN I mn), At LA,
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Si dans la valeur de S on remplace les différences par
ces limites supérieures, on obtient

2

S<A+3

(B——A).

C. Q. F. b.

APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir t. XVIII, p. 420);
Par M. PAINVIN,

Docteur és <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>