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SUR LA VAI.EIJH DE LA SOMME
— + b -+ - + -+ ﬁ,
a,b,. ., létant les termes d’une progression arithmétique croissante ;
Par M. LEBESGUE.

Maintenant que les dérivées sont introduites dans les
cours de mathématiques, et que par suite les aires para-
boliques et hyperboliques se déterminent en passant d une
dérivée a la fonction primitive, peut-étre conviendrait-il,
a T'article des sérics, de déduire la régle de convergence
ctde divergcnce de la série

+ + — 4 4”. .. a I'infini

de la considération dc I'aire d’un segment compris entre la
. I .
courbe d’équation y = = I'axe des x et deux ordonnées.

Tout en obtenant la régle de convergence et de diver-
gence, qui reste la méme quand 1, 2, 3,..., sont rem-
placés par a, a+0J, a+ 20,..., I'on aurait la valeur
approchée d’un nombre limité de termes consécutifs.

Pour y = - (coordonnées rectangulaires), 'aire est
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pour y =;;laue est
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Si maintenant on fait /=a-+ (n—1)J, etquel’onnomme
Y13 Y5y ¥srerrs ¥n les coordonnées équidistantes qui répon-
dent aux abscisses ry=a, xy—=a-+J, xy=a + 20
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x,= a + (n—1)d, I'aire du polygone formé en joignant
les points de la courbe qui correspondent aux abscisses
Lyy Ty« .y X, s€ra

3 1 \
Syi+ry+. oyl =S8y 5l

Cette aire se compose, 1° de I'aire hyperbolique déter-
minée plus haut; 2° d'une somme de segments formés par
les cordes qui unissent les sommets consécutivement deux

a . . . I

a deux, somme toujours bien plus petite que 5 (y1—2n)s
ce qui se voit immédiatement sur la figure. On aura, en re-
présentant par S cette somme de segments, 1° pour m =1
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2° quel que soit m
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Pour m =1, I et log/ devenant infinis, la série

1 1 l vt/ 1
=ttt r=slmtm

11 e g .
4t prolongée indéfiniment, est divergente.

1 ! devient l=m
(”2—1)3.1”‘" evien s(i—m)’

c’est-a-dire infini aussi bien que /, il y a encore divergence.

Pour m <1, le terme —

1 . .
Pourm >1, = tend vers zéro, et il vy a convergence

quand / tend vers linfini.

Cette démonstration ,,qui est bien connue, pourrait
étre introduite dans les Eléments. i je la donne ici, c’est
pour avoir occasion de faire remarquer qu’il y a un vice de
rédaction i la page 465 des Nouvelles Annales, 1858.
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La formule & cmployer est celle d’Euler :
| S " +| —C + log 1 A B
l+;+§ cen ;;— +0§,Il+;'—4—n’+6?—- “ey
ou C=o0,577,...; A, B, C... étant les nombres de Ber-
noulli.
La formule exposée plus haut donne
r+l+1+...+i=o,5+logn+i+s.
2 3 n 2n
En négligeant S, la valeur 0,5+ log n +2—In différe

peu de celle d’Euler.

Comme on a aussi

1 1 1
l+;+...+;:0,5+loga+2——‘;+s.,
d’ou
1

I 1
I+ =4+ =o0,5+loga — — +S;;
2 2a

a—1

il en résulte

1 1 '
__*_.,,_+__—___———l()ga~+—10gn—+——I +S—S5S,
a 2 2a 2n

et

1 1 I
I =i —=1 4= +.. +
2 n 2 a—1

1 I
——1 — —_
+2a oga+logrz+2”+(s S\).
Pour a = a0 on aurait, en négligeant S — 8§, ,
- +-=o0,5 1 !
x+-2-+... ;—0, 77«1+ %”“‘2—”’

qui différe a peine de celle d’Euler. Mais cette derniére a
Pavantage d’étre un cas particulier d’'une importante for-
mule générale, qui introduit dans le calcul des séries les

nombres de Bernoulli (Calcul différentiel, chap. V).




