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APPLICATION DE 1A NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACGES
DU SECOND ORDRE

(voir p. 33);

Par M. PAINVIN,

Docteur és Sciences.

N II. — Conditions pour qu’un point soit intérieur & une
surface du second ordre.
37. Je dirai qu’un point est intéricur a une surface
du second ordre lorsque de ce point on ne peut mener
aucune tangente a la surface (*).

(*) Ainsi dans hyperboloide a une nappe, il n'existe pas de points in-
térieurs. Twm.
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« . 4 % ’ .
Soient =, =, = les coordonnées d'un point fixe, ct
A Ay oy

(1)

:m..r, ~+m,x, + my x; + m, x; = o0,

X 4+ n,xy 4+ n;x; + R, ;=0

les équations d'une droite quelconque ; on exprimera que
cette droite passe par le point douné, en écrivant les équa-
tions
(2)

gm[a,—i—m,a_.+m3a3+ mio;==0,

nyay = Ny &y -+ Ny ey ;0 =0,

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que si
une droite était tangente, le déterminant V est nul, et
réciproquement (n° 35).

- . . %y ay &, . ,

Nous exprimerons donc gue le point —, —, — est /nté-

oy oy o
rieur, en écrivanti les conditions pour qu'il n’y ait aucune
valeur des m,, n, qui puisse annuler le déterminant

Ay Ay Qo Ay myny

a, a4, a, a, m; n

ay @y Ay Qg My 7y

(3) V=
Ay gy Qg Qg Ry
m, my; m,; m; O O
n, ny ny n; (o} o
ou
a,=a.,,

et en ayant égard toutefois aux relations (2).

Désignons par ¢ le premier membre de I'équation de
la surface, par X,, X;, X;, X, ses demi-dérivées par
rapport aux variables x,, x,, a5, x,; puis, parg,, A,,
A,. Ay, A, ces mémes expressions dans lesquelles on aura
remplacé x, , &y, Xy, X, respectivement para, , oy, a5, a4 3



on aura les identités

(4) Ay =ay % + a3 o, + ay o + ay; %

o =, Ay + @y Ay a3 Ay + oy AL

Ai=a, o + apo,+ aza; + ay oy
=, %t @y %y Ay Xy - Qg
A, = ay &) = @y %y = Ay 3 4 @y

=y &) + Ay %y Az 03 - Ap 045

= t+ Ay ay + Ay - A3 a5
A, = 2y + Qg ay —+ Qg5 23 4+ agq

= A ey Ay e - Ay Ay 25

38. Maintenant multiplions la quatriéme ligne du dé-
terminant V par a,, et ajoutons-y les trois premiéres
multipliées respectivement par a,, o, a3, il viendra, en
ayant égard aux relations (2) et'(4),

ay,

m,

”,

n

n,

m,

m,

nr,,
o

o0

(]

n,
n,
7
o
o

o

Puis multiplions la quatriéme colonne de ce dernier dé-
terminant par z, et ajoutons-y les trois premiéres respec-
tivement multipliées par a,, 24, a;, on obticndra défini-

tivement
ay,
a;,
a3y
(6) %2V =
A,
m,
n,

a
a,,
Ay
A,

m,

n,

Ay
Ay
(%)
A,
m,

2

A,
A,
A,

Do
o

m,
m,
msy

o

nl
n,
ni‘

o
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En développant le second membre de P'identité (6)
aprés avoit posé

2

Y= n, M, — n,m,,
(7) }y.,:rlﬂm-——n.mu
Yr=n,m —n m,
a, a, a,. A,
a, a a A
(8) R =
a, a, a, A
A, A, A Yo
«n bhounvera
; d R d‘R 4R
V= i’ Vi
da,, da da, da,, da, da
) d*R d'R
9) =y — —— )
w9 da,, du day, da, '
d*R
—2 o ¥
da da,,” tJ

On voit, d’aptés les équations (7), que si I'on peut
déterminer pour yy,, ¥., ys des valeurs qui ne soient
pas nulles toutes tiois et qui annulent le second membie
de Véquation (9), il en résultera toujours pouwr les m,,
n, une infinité de valeurs qui rendront la droite (1) tan-
gente a la suiface.

39. Avant de discuter Péquation (9), je vais indiquer
plusieurs relations d'identité, dont la vérification est fa-
cile, et qui peuvent s’obtenir immédiatement en appli -
quant aux dérivées partielles du déterminant R la foi-
mule générale déja citée

d*p dP  dP dP dP

(10 P = — -
) da, da, da,, du,, da,  da
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et en ayant égard a l'identité
d*p d*P
(11) =—
da, da, da, da,

(Brioschi, Théorie des Déterminants, p. 10).
Ces relations sont les suivantes :

dR _ 4R d'R d*R \*
o day,  day, da,, da, da,, day da, )’
dR _ d’R_ d'R d*R \?
¥ da,,  dayda, day,day, dayda,, )’
dR _ &R d'R AR \*
! o da,,~ da, da, da, da, da,, da,,
(12) |
dR _ d'R  d'R d*R d'R
" day, — da,, da,, day, da,,  day, da,, day, da,,’

(ZR__ d'R d*R d*R d*R
L4 da,, - da, da,, day, da,, da,, da,, da:;.x (lal‘l,

| dR d*R d*R + d*R d*R
\ cPoa'—al.;_ da,, da,;, da,, da,, da,, da,, da,, Ja,_,'

PREMIERE HYPOTHESE. -

est différent dec zéro.
diy; Ay,

40. L’équation (g) pourra s’écrire de la maniére sui-
vante, en formant le carré par rapport a la variable y,,

v dA*R d*R d*R d*R \*
%« V—r-— =Y} + —_— ¥
day, day, da;, day, day; da,, day; da,
d*R d*R a*R \"] ,
+ da,, da,, da,, da,, da,, da,, s

d*R d?*R d’R d*R
— 2
da,, day; da,, da,, + da,, da,; day da,, | A

ou
d*R d*R d*R

Y = — g ——————
' da., day, T da, da.gy' da,, da,;

J3s



(54) ,
ct si I'on a égard aux relations (12), elle prendra la forme
définitive

d*R
2V —m
“ da,, da,

(13)

' dR dR, dR
— 2 bl 2 o a2},
=Y+ (da”f: 20t o y;)

22

Nous distinguerons alors plusieurs cas.

dR
41. PrEMIER cAs.
da,

est dfﬁ’&‘rent de zéro.

11 viendra, en formant le carré par rapport a 3,

dR dR (dR )’
d:R dR da,, da,, da
= Y2 + 9y 5— da, Yz -+ 9o 2 J;R = _7';,

da,,

-2
<4

—_—
da,, da,

aprés avoir posé

dR . _dR dR
da,, ' da,, & " da;, Ts:

Enfin, si'on a égard a I'identité

('4) R d*R __dB. dR <dR 2
da,, das, - day, day, day,
I’équation précédente s’écrira
d*R
d*R dR da,, da,,
2V —— =Y! v —— Y2 —_—T .
<l5) U da,, da., v da,, : P dR T

da,,

Or, pour que le second membre de cette équation ne
. ; . .
puisse pas s’annuler, il faut et il suffit que tous les
termes soient posilifs, puisque le premier est essentielle-
ment positif. En effet, il ne pourrait alors devenir nul
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(ue pour y, =y = Y3 =0, Cce qu’on ne saurait admet-
tre, car, dans ce cas, les équations (1) et (2) seraient in-
compatibles; et 'on sait qu’il passe toujours une droite
par un point donné.

Donc, pour que le point soit intérieur orsque

R, o et aR 5 0
da,, da,, < dug, <™
il faut et il suffit qu'on ait:
dR
19 P >o0;
d*R

20, R—m+ 0.
? da,, da,,

42. Seconp cas. est nud.

day,
L’équation (13) donne alors
d*R dR dR '
ry Dy Tt ;
* da,, da,, Yit+n (dan'y3 2 da., ¥s )’;)

ou, en ordonnant par rapport a y;,

dR \?*
.o d°R dR (d . )
'\l()) azv—_‘_:Yf—f"%—(;:Y:—% Ay 2
2

¢ da,da, d. drR 7T
Ici
dR . dR _ dR
da,, 2 = ga—“.h—m)'z-

On voit que le second membre de I'équation (16),con-

. . L. dR

tiendra toujours un terme négatif,, tant que — ne sera
Ay

pas nul, et, par suite, il sera toujours possible de I'an-

nuler.
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dR _
da,, 03

. dR
la relation (14) nous montre que R et — sont nuls en
23

méme temps, puisqu’on a supposé _dR différent de
ps, puisq PP da, da,
zéro. L’équation (16) se réduit alors a

AR . dR _,
_Yl+q)od—a;Yz.

(17) v

i Vee—e——
‘" da., da;,

. L . dR
Le point sera intérieur si, da,, Wétant pas nul, le pro-
. dR cep dR e ss
duit ¢, 7o ot positif si Zar, Ctait nul, on pourrait évi-
demment annuler le second membre de I'équation (17).
Donc, pour que le point soit intérieur lorsque

d*R
dada, <°
et
dR

fwmng )

da,,

il faut et il suffit qu'on ait:

1°. R=o,
dR

o

20°, ?odan>°‘

S E HYPOTHESE 4R est nul et _ R
ECONDE HYPOTHESE. ——
¢ day, das,, da,, day,

est différent de zéro.

43. L’équation (g9) donne, en formant le carré par



(57)
rapport a ys.
.« @R
3 —_—
' da,, dag,

d*R\? . d*R d*R da*R >2J .
- (da33 da,, I da,, day, da, da,, da,. da,, s

4R d'R 4R AR
= 2| da day, dapda,, " day, day, day, day, |77

on

=1

12 d*? d*R
(18) Y, <R R .

= du,, day, S day, dany‘ - da,, da., Jad

et, en ayant égard aux relations (12),

d*R
da, da,,

(18) s
-y dR 2dR +rIR 2)
=Tt da:znyl da,, F1 s dau‘y;

’

PR
25V

.y . . . dR

Or, de la premiére des identités (12), il résulte que g, T
33

est négalif; par conséquent, le second membre de I'équa-

tion (18) renfermera toujours un carré précédé du signe
moins; et, par suite, cc second membre pourra toujours

, dR
s’annuler tant que —— me sera pas nul.
da,,

Soit donc
dR
da,
d'ou il suit (n°®12)
d*R
da,, da,,

= o0,

et réciproquement ; 'équation (18) devient

d*R dR dR
2}V ——— = Y? — Y —2—-—
s da,, da,, D 4 (da.,y‘ 21[(1., Iy )

’
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ou bien encore

dR \-
d*R dR (d_a")
2y e — V2 il A AN/ 2
(19) a; v da.. da., ! +?° da,, Yz Po dR I
da,,

On voit que le second membre de cette derniére équa-
. . . .. dR
tion contiendra toujours un erme négatif tant que —
da,,
ne sera pas nul, et dés lors on pourra I'annuler.
Soit

dR

— = 0;

da,, ’
celte hypothést' jointe a

dR

— =0

da,, ’

ct introduite dans la formule

. d*R __IIR dR dR \?
(20) da, day,  da,, da, da’_.J)
donne

{21) R = o;

et I'équation (19) se réduit a

d*R dR
2V —Y? 4
(22) * da,, da., ! o da,,

Y:,

dR
Le pomt scra intérieur si, — o ’étant pas nul, le pro-
dR
duit qa(, est positif; si — da
demment aunuler le second membre de I'équation (22).
Donc, pour que le point soit intérieur lorsque

était nul, on pourrait évi-

d-R \ d*R
— O ) ——
day, da ¢t da, da < o



il fauy et il sutfit que :

. dR i
v day, -
2°, R =—o,

dR
3e. Po (-[tl_|: =0
TROISIEME HYPOTHESE.

d*R d*R d*R o .
L2 =0, —— —o0, ———— différent de zéro.
da,, day, ' da,, day, ’  da, da., ﬁ

43. L’équation (9) donne, en ordonnant par rapport
a Ys3o
Ly R
2‘ ——
da,, da,,

AR\ &R\
3 S —Y? e (& 2
(23) Y (da”dan) ’i (da“dan) r:

, R &R, AR 4R )
s da,, da,, dny, da,, du,y, da; da,, da, K

aprés avoir posé

d*R d’R d*R

Y = Y — _ .
' da,, da,,]x da,, da,, I da,, da,, I

Or les relations (12) conduisent a

dR d?R \?
o m - da,, da,, ’
dR d*R \?
o da, \da, da,) "’
ce qul montre u 4R t 4R t négatif;
: 0 (UC @y — €L Ly —- 7 .
] jue ¢, Ta et 4 da sont negatiis
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On voit, d’un autre cdté, qu’il sera toujours possible
d’annuler le second membre de I'équation (23).
Ainsi, dans cette derniére hypothése, le point ne sau-
rait étre intérieur.

Résumeé.

22
A4 SiZ —’ 22, %, sont les coordonnées d’un point, et si
Ay oy

les quanmes Ay, Ay, Ay, Ay, 9, et R sont définies par
les équations (4) et (8),

Pour que ce point soit intérieur, il faut et il suffit
que :

1°. Si (_l_< 0, on ait (en méme temps)

Ja

dR
Po da“ > 0,
d*R
R——+— .
’ da,, dai}d > °
.. dR . .
e, si &% — o, il faut qu’on ait
da,,
d’abord R=o,
dR d*R
— ji ———— >
o da,, >0, i day, day, < s
puis ou
dR . d'R

\ %d”n>0’ . daz'zd”;:

Lorsque ¢, est nul, le point est sur la surface; dans
toutes les autres circonstances, le point sera extérieur.

La suite prochainement.



