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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 417
(voir t. XVII, p. 31);
Par M. J. MURENT, pe CLERMONT. .
Licencié és Sciences.

A quelles conditions doivent satisfaire les c6tés et les
angles d’un parallélogramme pour qu’d soit possible
d’inscrire un carré dans ce parallélogramme ?

Fic. 1.

I. Soit un carré MNPQ inscrit dans un parallélo-
gramme OADB. Les triangles MAQ et NBP sont égaux,
car le c6té MQ = NP et les angles sont égaux chacun &
chacun, comme ayant les cotés paralléles; donc les li-
gnes MA et BP sont égales et paralléles; par suite, les

29.
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lignes MP, AB se coupent en leurs milieux, et il en est de
méme des lignes NQ et AB.

Ainsi, les diagonales du carré et celles du parallélo-
gramme se coupent en un mémc point C. On sait aussi
que les diagonales du carré sont égales et perpendiculaires
entre elles.

Cela posé, menons CK et CH paralléles 2 OA et OB,
puis abaissons sur OA les perpendiculaires CF, BL et
NG; cetie derniére rencontrant CK au point I. Les trian-
gles rectangles CMF, CNI sont égaux, car les hypoté-

*nuses CM et CN sont égales comme demi-diagonales d’un
carré, et les angles MCF, NCI, ayant méme complement
ICM, sont égaux. On a donc .

CF = CI =FG,

ct la figure CIGF est un carré. On trouvera la méme pro-
priéLé en abaissant des points C, A, M, des perpendicu-
laires sur OB.

De 1a résulte cette construction simple du carré inscrit
dans un parallélogramme donné OADB : Par le point de
rencontre C des diagonales du parallélogramme, abaissez
la perpendiculaire *CF sur un des cétés OA; portez la
longueur CF en FG sur ce coté, et parle point G élevez
sur OA une perpendiculaire qui rencontre 'autre c6té
OB en un point N. Menant ensuite par ce point N
la ligne NCQ, et par le point C la perpendiculaire
MCP; joignant enfin deux a deux les points M, N, P,
Q ou ces deux lignes rencontrent les cdtés du parallélo-
gramme; la figure MNPQ ainsi formée sera un carré
inscrit. '

En effet, si'on méne a OA la paralléle CI et la per-
perpendiculaire CF, les triangles rectangles CNI, CMF
sont égaux, car les cotés CI, CF sont égaux par construc-
tion, et les angles NCI, MCF ayant méme complément,



(1453)
sont égaux. Donc CN = CM, et l'on prouvera facilement
que la figure MNPQ est un carré.

II. Désignons par 6 I'angle AOB (fig. 1), que nous
supposerons toujours un des angles aigus du paralléle-
gramme; posons

.

OA=2a et OB=125b;
d’ou résulte

CK=OH=HA =4, CH=06,

et abaissons BL perpendiculaire sur OA. Pour qu’il soit
possible d’inscrire un carré dans le parallélogramme
OADB, il faut et il suffit que les points M et N déter-
minés par la construction précédente tombent sur les
cdtés OA et OB, et non pas sur leurs prolongements.

Or, d’aprés cette construction, pour que le point N se
trouve entre O et B, il faut qu’en portant FC en FG, le
point G tombe entre O et L : ce qui exige quel’on aitala
fois

CF>FL et CF<FO.

Mais commeé on a

CF=CHsin0=1bsin6, FL =FA =HA—HF=a— écosd,
FO=OH + HF —= a + cos§,

ces inégalités deviennent

bsing™>a—bcosd et bsinf<a-+ bcosh,

ou enfin
(1) a < b(sin6 + cosb),
{2) @ > b(sin 6 — cos 8).

Comme le sommet M pourrait étre déterminé par une
construction identique a celle qui a donné le point N, les
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conditions pour que le point M se trouve entre O et A,
seront
b<a(sinh + cosb), b>a(sind—cosh),

et pourront s’écrire sous la forme

b
sin 6 + cos 6 .

b

sin § — cos @

(3) a>
(4) a<

Je dis maintenant que les quatre conditions (1), (2),
(3), (4) se réduisent a deux. En effet,
1°. Silon a
6 << 45° dod cos6>sin0,
les inégalités (2) et (4), mises sous la forme
a-+b(cosd —sinb)>o0, b+ a(cosd —sing)>o,
sont toujours satisfaites, el il ne reste que les condi-
tions (1) et (3).
2°, Sil'on a
8>>45°, d'ou siné > cos9,
la relation évidente
sin? 6 — cos* 8 <1
donne, en divisant par sin 6 + cos 8,

I
sin 6 — cos 6 _—
< sin @ - cos g’
et, par suite, I'inégalité (3) entraine I'inégalité (2). De
méme la relation
1

sin 0 +C059<m

montre que I'inégalité (1) entraine I'inégalité (4).
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Donc enfin toutes les conditions demandées sont ren-
fermées dans les deux relations

(1) aZ b (sin 0+ cosb),
(3) Y —
sin 6 - cos 6

Ces deux derniéres inégalités sont d’ailleurs compatibles ,
car I'angle 6 étant aigu, on a

sin@>>o0, cosh>o0, sinf-4 cosh>1,

et, par suite,
]

b(Sin9+C059)>m'

Nous allons maintenant interpréter ces résultats.

Fig. 2.

0 L A Iy z

II. Supposons d’abord que 'angle BOx et I'un des
c6tés OB = 2 b du parallélogramme soient donnés ( fig. 2).
Les relations (1) et (3) indiqueront les limites entre les-
quelles devra étre compris 'autre coété 2a, pour qu'il
existe un carré inscrit.

Afin de construire ces limites, abaissons BL perpen-
diculaire sur Ox et portons BL en LA'; OA’serala lon-
gueur maximum du cdté 24, car on aura

OA’=OL + LA’=OL + BL = 25 (cos 8 +-sin§).

Menant ensuite par le point B la droite BA”, de ma-
P P



( 456)
niére que I'angle OBA” = 45°, la longueur OA” sera la
limite inférieure du.cdté 2a; car en abaissant A”S per-
pendiculaire sur OB, on aura

SB = SA”,
et, par suite,
2b =08 + SB =08 + SA”= 0A” (cos 6 + sinb),
d’on
oar=_2b .
cos 6 -+ sin @

Onobtient ainsideux parallélogrammes-limites BOA'DY,
BOA”D’. La construction d'un sommet du carré inscrit
montre que, dans chacun de ces parallélogrammes-li-
mites, le carré inscrit est le carré ayant pour diagonale la
plus petite diagonale du parallélogramme.

En prenant pour le sommet A un point quelconque
situé entre A” et A’, on déterminera une infinité de pa-
rallélogrammes dans lesquels on pourra inscrire un carré.

Dans le cas particulier ou § = 9o°, les conditions (1)
et (3) donnent a=2b, c’est-a-dire que le parallélogramme
doit étre un carré. La construction d’'un sommet du carré
inscrit montre qu'on peut prendre pour ce sommet un
point quelconque du ¢4té du carré donné, et 'on trouve
ainsi cette propriété connue : Que dans un carré donné,
on peut inscrire une infinité de carrés.

Si I'on a 6=45°, les conditions (1) et (3) se réduisent &

a<by2, aZ—;-b\/;.

Les parallélogrammes-limites sont doubles I'un de I'autre ,
et chacun d’eux est double du carré inscrit.

IV. Supposons donnés les deux cotés 24 et 25, Les re-
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lations (1) et (3), écrites sous la forme

. b
> sm9+c050§;,

sin § 4+ cos 6=

(SN

se réduisent a une seule
a
T°

(58) sin6+cosezb

en supposant @ > b. Mais comme on sait que le maxi-

mum de sin § + cos 8 est \/2 , on a aussi

*
(6) sin§ + cos § < /2.

Les relations (5) et (6) donnent les limites entre les-
quelles doit étre compris I'angle 6 pour que I'inscription
du carré soit possible ; et ces relations ne seront compa-
tibles que si I'on a

%é\/g on albya.

Ainsi, la construction du carré inscrit exige d’abord
que les cotés donnés satisfassent aux relations

bSa by

Fic. 3.

En supposant ces premiéres conditions remplies , cons-
truisons les limites de6. Pour cela, soitOA =2a ( fig. 3),
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V'égalité
sin6 + cos6 = 2 donne 6=/45°=A0V;

c’est une des limites de 6. Menons ensuite par le point A
la ligne indéfinie A y telle, que I'angle OAy = 45°, et du
point O comme centre, avec 24 pour rayon, décrivons
un arc de cercle. Puisque I'on a

a<lb 2, dod b>-\7—_ ou 2b>0V,
2

cet arc coupera nécessairement laeligne Ay en deux
points B’, B, et les angles

AOB'=1¢', AOB"=1¢",

qui comprennent entre eux la premiére limite AOV, se-
ront les valeurs de 6 satisfaisant a I'équation

. a
sme+cose-—_--5-

En effet, en abaissant B’ L/ perpendiculaire sur OA,
ona

B'L'=TL'A,
et, par suite,

2a=0A=OL'+L'A=OL'4+ BL'=2b (cos8' +sin §'),
d’ou
cos 8/ -+ sin 9’:-‘-1--
b
On verra de méme que

. o, a
cosO”—l—snne':z-

11 résulte encore de la relation &< a, que les deux an~
gles 6/, 6” seront aigus.
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Ainsi, les deux co6tés 2a et 2b étant donnés et satis-
faisant aux conditions

bZalby2,

on pourra donner a I'angle 6 formé par ces cotés toutes
les valeurs comprises entre les limites AOB’, AOB", aux-
quelles correspondent les parallélogrammes B’OAD’,
B”OAD". En prenant pour le sommet B un point quel-
conque de 'arc B'B”, compris entre B’ et B”, on déter-
minera toujours un parallélogramme dans lequel il sera
possible d’inscrire un carré.

Dans le cas ou a = b, les limites de 6 sont données par
les relations

sinf 4 cos821 et sinb -+ cosbS\2;

et comme ces relations ont lieu pour toute valeur de 8
comprise entre o et go degrés, on en conclut qu'il est tou-
jours possible d’inscrire un carré dans un losange, quels
que soient les angles de ce losange.
Sil'on a
a=1by2,
les conditions (5) et (6) deviennent
sinh +cos6=y2 et sind+ cos6 Sz,
ce qui exige que l'on ait
sinh +4-cos 6 =2, dou 6= 45°.

Il n’y a, dans ce cas, qu'un seul parallélogramme dans
lequel on puisse inscrire un carré.

Ces derniéres propriétés résultent aussi de la construc-
tion indiquée sur la fig. 3, quand on y suppose successi-
vement

2b=0A e 26=0V.




