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CGOVARIANTS

(voir p. 304 ).

On est prié de relire ce qui concerne les invariants

(p- 253).

17. Soit
U= (an ay Gy, a!) (x’y)s.
Posons
r=at4+ Bt r=aldpi¢;
on obtient
U, = (Aos A, A, A,) (E’ c)s;

A,:(an,A,,A.,A,) (“ua:)ss A,:(Ao,A.,A,,A;)([i|,B,)’;
. dA, | dA,
3A|~ﬁ|2¢—'+ﬁ,‘ﬂ—;’
dA, dA,

3A,=a|t—1E+a,[—1-p—’.
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Posons
1
¢ = [a,a,-—af , ;(a,a,—-a.a,), (a @y — a:)] (z,7),

(Plz[AoAg-—AT, ’;-(AoAs—AtAz), (A.A,-——A:)] (E’ C)’§

les bindmes doivent étre considérés comme des monomes.
Remplagant dans ¢, x et y par leurs valeurs en £ et?,
ct dans ¢, les A par leurs valeurs en @, on trouve

9= (an Br— “zpl)’?i

@ est dit un covariant de U.
Dans les invariants, on n’a que les coefficients a de U,
tandis que dans les covariants, on a aussi les variables x, y.

18. Généralisation. Soit U une fonction a deux va-
riables; tranformons-la linéairement comme dans le pa-
ragraphe précédent; soienta, b, c, d, ... les coeflicients
deU, et A,B, C,D,... les coeflicients de la fonction
transformée U, ; ces coefficients sont des fonctions de ¢,
byeyd,...etdeay, By, s, Bs.

Faisons sur U une opération dérivative ; par exemple,

d*U d*U d*U \?
:?,

dz* dy*  \dzdy

et d’'une maniére analogue,

d*U,d*U, d*U, z_ )
de de  \didg) —

¢ estcomposéde a,b,c,d,... etdex, y;

¢4 est composé de A, B, C, D,... etde{,¢.

Si remplacant dans ¢, x ety par ses valeursen £, ¢, et
dansg,, A,B,C, D... parses valeursena, b,c, d.. .
oy, otay 3y, 31, On obtient

9= (@ fr— o B:)P g,
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ou p est un entier positif alors ¢ est un covariant de U,
Il y a encore d’autres opérations dérivatives qui don-
nent des covariants. La démonstration exige qu’on sache
ce que deviennent par transformation les quotients diffé-
rentiels de U, c’est 'objet de 'article suivant.

Transformation linéaire des quotients différentiels (*).

19. Soit le quantic binaire U et le transformé Uy, au

moyen de
r=a X + ﬁn Y,

y=auX+BY;
d’ou I'on déduit
() X =Bz —Buy,
(B ¥ =— sz +ay;

dX dX
(“‘?‘!)7;:‘3“ (a.ﬁz)?}- =— B,

dY dY
(efs) ==, (a 3=)71;:“u

donc

dU _dU,dX dU,dY

@ dX dz TAY a0

dU _dU, dX  dU Y

dy — dX dy ' dY dy’

dU dU —dU
(“‘p’)—@:a‘jd—lf-i-p‘ (7}£—>’
du du —dU
—(a;ﬁ:)g;:a:d—y."—i-ﬁ: (———dx ,>‘
T . .. I dU
Ainsi, a I'exception du diviseur constant wh) @

(*) Quotient différentiel, usité chez les Allemands et adopte par M. Du-
hamel, est préferablc a coefficient différentiel, qui est seulement relatif au
théoréme de Taylor.
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dU . , .
et — I sont transformés respectivement par le méme

rocédé que x et y, on remplace x par dUet r 4U
P q j£) P par oy J par — —=
Sil’on a donc

U=f(z, y), U=sF(X,Y),
on a aussi

,pdU  dU\ __ _/dU, du,\
(B2 (50 *7;>~f<u’ﬁ)’

le second membre est donc un covariant de U (18); n in-
dique le degré de f.
11 faut faire attention que x? 7 ne donne pas

- () (5.

d*U
(—1F 7 dys’

mais

ou n estledegré de Uet p + g =n.

20. Exemples. 1°. )

U=az’+2bay+ey’, U =AX’+2BXY + 2CY?;
d’ou
(@) (a p,)=(a;7’,— 2b;§;7+c£)=%%:—(%+cd%,
U e1 U, sont sous-entendus. Exécutant, on trouve

(e B) (ac — b*) = AC — B,

ou ac — b est un invariant, parce que les variables ont

disparu. Mais si n est supérieure a 2, la formule opéra-
toire donne un covariant.

Ann. de Mathém., t. XVII1 (Décembre 1859.) 29



{ 450 )
Ainsi, faisant n =3 et appliquant la formule opératoire

a b d? -+ d? U
a L_IJ-’-’ -—2 _dz: d)’ cd]:
(U n’est pas un facteur, mais A écrire aprés les d*), et

posons
U=azx*+ 3ba'y + 3cxy’ + dy’,

on trouve pour covariant, aprés avoir divisé par 6,

2(ac — &)z + (ad — be)y;
on a encore .
2(bd — ¢*) y + (ad — bc) .

Cette formule opératoire est maintenant connue sous le
nom de Hessien, d’aprés le célébre disciple de Jacobi,
Otto Hesse. Mais si I'on applique & cette fonction U la
formule opératoire

d! 3 dl 3 d3 dd’
‘T et yar T

b

les variables disparaissent, et I'invariant s’anéantit iden-
tiquement, de sorte qu'il n'y a pas d’'invariant, et la
méme chose a lieu pour toute fonction de degré impair,
lorsqu’on y applique une formule opératoire déduite de
cette fonction elle-méme. Nous laissons au lecteur le soin
d’en chercher la démonstration. Cela n’a pas lieu pour les
fonctions de degré pair, qui donnent toujours un invariant.
a°,
U= (a, b,c,d,e)(x,r),

on en déduit la formule opératoire

d‘ dl d‘ dl dl
(“3}- Tt gt "EE-> i
appliquant cette formule 4 U, on trouve I'invariant

ae — fbd + 3¢%;
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done
dl dl 4 dl d 3 dl
Zdy tVawdyazap T \T@ay)’
appliqué a U, donne l'invariant
ae — fbd + 3¢%;

et en appliquant cette méme formule opératoire a un
degré supérieur, on trouve un covariant.




