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REMARQUES SUR QUELQUES SERIES;
Psr M. LE BESGUE.

1. Sans étre nouvelles, les remarques suivantes peu-
vent étre utiles; il suffira donc de les exposer briévement.
Le terme général du développement de la puissance

(a+b+c+...)"
est en posant

a+Bi4+y+...=m e 1.2.3...a=T1a;

MM e,
Mo . Of.Ty...

. . Im .
sait que le coeficient ————— exprime le¢
On q Tampng... oprime

nombre des permutations des facteurs d’un produit on il
y a o facteurs égaux entre eux, puis {3 autres aussi égaux
entre eux, et ainsi de suite, le nombre total des facteurs
étant m.

2. 1l suitdela que les développements (1+1)™, (1—1)™
ot les termes également distants des extrémes sont égaux
en valeur absolue, conduisent aux relations suivantes :
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2™ 2 + 2 +
Nom ™ N2m  Mi.q(2m—i1)
(3)
+ 2 L
N(m—1).0(m-+1) Om.Im
‘ 0= —2 2
T m(2m) Nr1.N(am—1)
(4) , :
[+ e
. H2.N(2m—2) Om.lm'

relations qui vont servir pour établir quelques formules
importantes.

3. Si I'on pose

u? wt w 0 w

(5).-r=l-—--rT-2-+i—/i——..., yzﬁ?"ﬁ‘é*‘ﬁ_’

on en déduira
(6) L4 yr=1.

Les formules (1), (2), (3) et (4) montrent de suite que
le coeflicient de chaque puissance de u dans x*—+ y* est
égal a zéro.

Les formules (5) sont donc le sinus et le cosinus d’'un
certain arc de cercle. Or comme

dr—=— y.de, dy==z.,du,
il en résulte
dz? 4= dy* = (2* + y?) du?,
ou bien
ds =du,

d’oi u = s en prenant convenablement I'origine des arcs
et le sens dans lequel on doit les compter.
L’expression
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donne encore

e= [ 2 _,
\/1——)”

qu'il faudra prendre entre les limites y=o0 et y po-
sitif < 1.

%. SiT'on eiit posé

u’ ul

(’7) .‘L',.~l+n—'2+n—-4+..., yl:u+——?)+u—5+...,
on eiit trouvé
(8) i —yi=1

Xy et y, sont ce quon nomme sinus et cosinus hyper-
boliques, mais ici u n’est pas un arc de la courbe.

Ona
de, = y,du, dy, = x du;

__dz,

T

du

et
dzx,

Vo, —1
5. Les sinus ct cosinus hyperboliques s’expriment ai-

sément par des exponentielles.
Si I’on considére 'expression

U=

F(a)=1+ v | w -+ u?

=+ mtnt

en formant le produit F (uz).I (v) et groupant les termes
de méme degré

ut v u + +v‘_(u+o)‘
mi o min(i—r T TTmi T mi
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on aura la relation
{9) F(u) F(v)=F (e +0),
qui conduit de suite a

F(u)?—_:F(zu)..., F(u)’": F(m") :

grar(2)

[F()]"=F (7u)-

et, par suite,

¢t encore

1! faut bien remarquer que la fonction a** satisfait a la
relation (9). D’aprés cela, si I'on pose

1 1
ab=1 4 -4 —+ + .=,
1 1.2 1.2.3
qui conduit a
loge
= ]
loga

quelle que soit la base du systéme de logarithme, on aura

2 (B B

=1 oSt

le sorte qu’en posant
f—=u,
on trouvera

a“:l+(l—-——-—0ga u) (loga u)2
log e log e

1 .2
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¢t pour a=e¢e,

123 u? w?
=1 4 — 4 — +
1 1.2 1.2 3

Or soit
el== 2y 4 ¥,
L I =x,— ¥,
il vient
z.et =z} —yl=1 et z=e";
de la encore
e¥ 4 e~ e¥ — o—u
BETTT =
expressions des sinus et cosinus hyperboliques.
Comme
=z, 4 \zi—1,
il en résulte
u—_"l(.zr,+ \/x':——l‘)
et
dr
du = T__‘__.-'
Vai—1

comme on P'a déji vu.

6. L’expression du développement de a*,

(iee) (e
¥ )I'e
bl + 5

1.2

y=—a*=1-+

“+..

N

conduit a la dérivée de I'exponentielle; d’oti I'on peut
tirer, par le théoréme des fonctions inverses, la dérivée
de la fonction logarithmique. Cette marche, suivie par
d’anciens auteurs, qui ont peut-étre un peu négligé la
rigueur, est plus directe que celle qui consiste a traiter
d’abord la fonction logarithmique, puisque dans l'qrdre
naturel on passe des exponentielles aux logarithmes, et

non des logarithmes aux exponentielles (¥).

(*) Voir t. X1V, p. 151. Tw.



