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NOTE SUR LES FOYERS DES COURBES PLANES.

1. Soient
tang e> = a -f- bi,

tang if* = a — bi;

on a

tang (y -*-+)= 'lmJ^_bi •== réelle.

Lorsque a = o, tang (y -f- <p) = o.



( 4oo )
si

alors
tang(ep—^)=zbi.

2.

i

i -+- tang2 cp = o = ——• ;
D T cos2^

d'où
COS (f = GO

et, de même,
sin ^ z= 00 .

3.
r = *'»

x

deux droites imaginaires identiques et satisfaisant pour-
tant à la condition de la perpendicularité aa' -\- i = o,

= ( sin \p + i cos 41 ) ( cos ̂  -f-1 sin ty ) = i = tang «p ;

donc la droite imaginaire qui a pour équation y = xi,
fait avec une droite quelconque un angle dont la tangente
est constamment égale à i\ résultat purement analytique :
on suppose les axes rectangulaires.

4. Étant donnée une courbe plane Cn, si parmi les
n (n — i) tangentes qu'on peut mener d'un point x\yf

situé dans le plan de la courbe, il s'en trouve au moins
deux faisant avec Taxe des a:, et par conséquent avec une
droite quelconque, des angles dont les tangentes sont ± i\
ce point est un foyer de la courbe C,t.



C'est la définition qu'on doit à M. Plücker (Nouvelles
Annales, t. XI, p. 433; t. XII, p. 2^5).

5. L'équation d'une courbe est satisfaite par une infi-
nité de valeurs imaginaires des coordonnées \ c'est dans
ce sens qu'on dit qu'une courbe passe par une infinité de
points imaginaires, et de même une courbe a une infinité
de tangentes imaginaires 9 et sur chaque tangente ima-
ginaire on peut trouver un point réel, mais un seul, car
deux donneraient une tangente réelle. À toute tangente
imaginaire correspond un point imaginaire sur la polaire
réciproque, et, vice versa, à tout point imaginaire de la
polaire réciproque correspond une tangente imaginaire
de la courbe donnée. La recherche d'un foyer se ramène
donc à trouver sur la polaire réciproque un point ima-
ginaire dont la polaire, par rapport à la conique direc-
trice , soit de la forme x-h iy = cj •> et si nous parvenons
à déterminer un point réel sur cette tangente imaginaire,
ce point réel est un foyer 5 conformément à la définition
Plücker, on suppose les axes rectangulaires, afin que i
soit la tangente de la droite avec l'axe des x.

6. Soit donc
U = o

l'équation d'une courbe de degré n et de classe p, axes
rectangulaires, et coordonnées trilitères x^y, z.

Prenons pour conique directrice le cercle imaginaire

et soit
« = o v

la polaire réciproque de U; elle sera de degré p et de
classe n.

Prenons sur cette ligne le point a:', y', z'; la polaire
de ce point, relativement au cercle, a pour équation

x x' -f- y yf 4- z zr = o.
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Faisons

l'équation
KSSO

devient une équation en z de degré p. Soit xt 4-y*i une
racine de cette équation où Xx et j^! sont des quantités
réelles 5 la polaire réciproque passe donc par le point ima-
ginaire x\ y\ Xi+ ifx ,et la polaire de ce point est

ara'-Hy/-+- 2(0?, -f- fyt) — °>

droite imaginaire tangente à la courbe U = o , et dont le
coefficient angulaire est L

L'équation de cette polaire, ayant égard aux valeurs
#' ,ƒ' , est satisfaite en prenant

cette droite imaginaire passe donc par le point réel xt,
ƒ*!, 1; ce point est donc un foyer. Pour avoir les valeurs
Xi, yi9 on remplace X, y, z par 1, 1, X^ + iy^ dans
M = o, et l'équation se partage en deux autres équations
en xx, yt, à coefficients réels, chacune de degré p : il
y a donc au plus p2 foyers.

7. Les équations des tangentes imaginaires qui passent
par les deux foyers sont donc

Décrivons un cercle quelconque ayant pour équation

les deux asymptotes imaginaires de ce cercle ont pour
équations



(4o3)
ce cercle passe donc par deux points imaginaires situés à
l'infini; désignons-les par F, l';. Les tangentes menées de
ces points à la courbe U, sont précisément des tangentes
focales $ p de ces tangentes partent de Vetp autres de F
et pas davantage, puisque la courbe U est de la classe p.
Les intersections de ces dë\ix faisceaux donnent les p9

foyers : ainsi chaque rayon du faisceau I' coupe le fais-
ceau F en p points, mais dont un seul est réel ; c'est
celui qui est donné par l'intersection de deux rayons
x — Xi±i(y—yx) = o. Il n'y a donc que/; foyers réels
et p9 — p (nombre pair) foyers imaginaires. Le nombre
de foyers réels est donc égal au nombre qui désigne la
classe de la courbe.

8. Exemple. Soit

Ü = ax2-t-a'y7+ a"z'-f- zbyz + nb'zx-*- 2b"xy = o,

D = ab*+ a'b'*+ a"b"*— aa'a"— bb'b" = o,

on aura

u = D«#M- D«tfM- Da»z3-h zDiyz -h 2Dy zx -f- D^xy = o.

où Da est la dérivée de D par rapport à a, etc.
Faisons

et séparant les équations, on obtient

:, — 2D*jKi 4- Bfl — D^ = o ,

= o,

deux hyperboles équilatères dont les intersections don-
nent les foyers; deux intersections réelles et deux imagi*»
naires. La discussion ne présente nulle difficulté.
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