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ENVELOPPES.

Saumon, Higher curves, p. 94.

1. a,b,c,... étant des fonctions linéaires des coor-
données x, v, soit donnée la relation

n.n—1
T=at"+ nbt”‘”‘+—2—ct""+.. .=o,

ou test un parameétre variable; de sorte que T représente
une droite variable dans un plan.

Soit U = o ’enveloppe de cette droite.

1l est évident que U est de la classe n; car, a une
seule valeur de x, y et ¢, correspondent n droites tan-
gentes a la courbe U; I'équation U = o s’obtient par 'é-
limination de ? entre

T=o0 et % =o,
ou bien entre

dT dT
=0 et "T—tWZO;

dans cette derniére ¢quation, le terme en ¢' disparait;
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d’aprés le théoréme de Cayley (t. XII, p. 396), les
coefficients des deux équations montent dans chaque
terme au degré n—1i, et comme ces coefficients sont li-
néaires, il s’ensuit que le degré de U est 2 (n—1). La
classe devrait étre dans le cas général 2 (n —1) (22 —3);
mais elle est de 1a classe n: donc la relation T = o0 ne
peut donner les courbes générales de la classe n; il y a
donc des points multiples.

) | dT d:T
Points de rebroussement. T=o, =% 5 =0
—_1)
T=at + nbt"—'-+-”("I ?l’ct"*u—,..,
dT . Ve (a—1)(n—2)c -
= [at + (n—1)bt ! 3+...],
d*T
( 71-;;—:11(/1-——1)
(a)
2 < [at""-—i—(n——z)bt"“3+gg—_——2‘)—(—’—;:ﬂcl"“+~ ,]::o,
( nT tdT
(6) 1 :t_x J(n—2)de—s
‘ [bt"“‘—i—(n—l)ct"*’-}-\ — —f—J,
n(n-l)cii'f ‘Zg.—_n(n—!)
(¢) _
> [b " (n-—z)ct'*-a-}-("f)._.__,(:_:?’_)d:"v‘-i-...] =o,
s (n—1)(8) — t(e) = n (n—1)

(d)

(r—2)(n—3)etm

+...]:':0.
.2

Eliminant x et y entre les équations (a), (¢), (d), o
obtient une équation en ¢z du degré 3 (n—2);ona dong
autant de points de rebroussement.

t > [ct"—’+ (n—2)der—4-
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Points multiples. Dans la relation (1), on connait donc
pour le cas actuel: n classe de U; m degré et « nombre de
points de rebroussement. Substituant ces valeurs, on
trouve pour le nombre de points multiples d,

d=2(rn—2)(n—3).
. ’e . dT ,
Points d’inflexion. T=o0 et — = o représentent
de
deux droites qui doivent coincider aux points d’inflexion ;
cette identification n’est pas possible dans le cas général.

Tangente-double. L'équation T = o peut se mettre
sous la forme

zF () + yFs(t) + Fy () = o0;

pour qu’il y ait une tangente-double, il faut que pour
deux valeurs différentes ¢, , 7, les deux droites coincident.

Lorsque n = 3, on ne trouve qu’une seule double-tan-
gente.

Observation. Lorsque a, b, ¢ sont des fonctions de
degré r, I'équation en U est de degré 2r (n —1).

Ainsi, si n=12, r=1, U=o0 représente une conique.

2. Ap"+Bpwr+C=o0; A, B, C fonction d’un para-
meétre variable.

Equation de I'enveloppe :

n" AP CrPEpt(n — p) P B =o.

Le signe + pour n impair et — 1 pour n pair.

3. A cos™6 + Bsin™6=C; 6 paramétre variable.

Equauon de I'enveloppe :

2 2 2
Aa-m_'_Ba—m:Cz—m‘

Ainsi, toute tangente a une courbe donnée par 1'équa-
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lion x"+ y"=a", peut &tre exprimée par I'équation
2(n—1) 2(n—1)p
xcosb " 4y " =a,

4. (Aa)"+(BB)"+C"=o0,, paramétres variables
entre lesquels on donne la relation (aa )"+ (b8)"+c"=o0;
A, B, C fonctions de x, y; a, b,c,.m, n, constantes
données.

Soit

mnr

= p.

m—n__

On obtient pour équation de Penveloppe :

a\? b\e c\r
&)+ G)= (&) =-
5. Polaire réciprogue. f(x,y,z) = o, équation ho-

mogene fle la courbe;
Y Ty Yiy Ziy

coordonnées d’un point de cette courbe;
x4 y*+ z'=—o,
équation de la directrice (carcle imaginaire);
zxy -+ yy, —+ 23, = 0,

équation de la tangente a la polaire réciproque.

L’enveloppe de cette droite donne I’équation de la po-
laire réciproque; les paramétres variables xy, y,, z, sont
liés par la relation f(xy,y,, z;) = o, il suffit d’éli-
miner z, : on obtient une équation homogéne en x, y,.
Ordonnant par rapport a x,, y,, et écrivant que I'équa-
tion a deux racines égales, on obtient I’équation de la
polaire réciproque, cal x, y, z sont considérées comme
coordonnées du point de*ontact de la droite avec la po-
laire réciproque.
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Application.
ax'+a'y'+ a" 24 a" P2byz4-20 2z +2b0"2) = o.

Représentons par A le déterminant: on a

a, bl’ b
A=ab'+a' b +a"b"*—aa'a"—2bb'b"=| V", b, a
o, a’, b

1'équation de la polaire réciproque relativement au cercle
'+ y 4+ z'=o0 est

T2 A, yi Ay + 2 Bar - y2 & - X Ay 4+ YT By = 0,
ou

A__d.A A_(l.A
= da’ Tt 4

L’équation de la polaire réciproque se déduit done de
I'équation donnée, en remplacant le coeflicient de chaque
terme par la dérivée partielle analogue du déterminant.

Il y a deux moyens de trouver I'équation d’une polaire
réciproque : 1°comme envelopped’unctangente; 2° comme
lieu du péle d’une tangente. M. Salmon préfére la pre-
miére méthode, et en a montré application aux courhes
du quatriéme ordre. (High. curves, page 101; 1852.)
M. Cayley a, le premier, donné la polaire réciproque des
courbes du troisiéme ordre. (Camb. and Dub. mat.

Journ.; t. 1, p. 97; 1846.)

Note. Sauf une plus simple démonstration, le pro-
cédé pour la limite des racines décrit page 310 a déja
été donné par M. Desboves (t. XIIL, p. 60: 1854).



