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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voirt XVII, p 487),

Par M. PAINVIN,

Docteur es Sciences.

CHAPITRE 1II.

INTERSEGTION D'UNE DROITE ET D’UN PLAN AVEC UNE SURFACE

DU SECOND ORDRE. — POINT INTERIEUR,

§ 1. — Intersection d’une droite avec une surface du
second ordre.

28. L’équation de la surface étant toujours

ay &, + anry+ a, 2 +ay x4 2a,,r, x,
(') + 2a,; x, Z+ 20,20+ 2ay 7,1, Y=o,
+ 205 X X+ 20, 2, Xy

Je prendrai les équations de la droite sous la forme géné-
rale

(2) { ”’n-l'u‘t'mz-rz-i-m;-l';—*—m‘.z“:o,
n T+ ny, x34-n; i+ ng Xy=— 0.
Or, si I'on pose .
(3) A s=nm,—n.m, don A= —A;

on déduira des équations (2)

(4) A!III+A23x3+AN‘t‘:0;
Apzy+ A, x, + Az, =o

En éliminamt x, et x, entre les équations (r) et (4)
Ann de Mathémat.. t XVHI (Janvier 1859.\ 3
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on obtiendra les ;—j des points d’intersection de la droite
avec la surface; on arrive ainsi a I'équation
(5) M, 2} + 2M;, z, x, + Mz} = o,
aprés avoir posé

| My =a,, A:; G+ apAl, + ay A:, —2a, A5 A,
— 2d; Ay Ay — 2045, Ajp Ay
M,=a, A, + ax Af, -+ a AZ, — 2a,, Ay Ay
(6) —2a, Ay Ay —2a, A A;
My =a, ApAu~+ an A A+ Ay A: (T Ay Ay Ay
—ap Ay Ay —a Ay Ayy—a Ay Ay
—an A, Ay —ax A, A

Or, sil'on désigne par V le déterminant

G Ay, Ay a My n,
l ay Ay Ay Ay My Ny
I Ay Ay Qyy Ay 1INy 11y
l Agy Ay gy Ay My 1y
I m, m, my; my, 0 O
|

m, m, my my 0 O

oua, ,= a,,,, on constate, par un calcul facile, que

’

| dV
\ M,, = Ha—“a
av
J _av.,
(7) " My, da,,’
- _ dv
“w = "i"'J"I-S-3

Par suite, I’équation de la projection sur le plan x; x,
pourra s’ écrire
dVv

day

2l —2—— 11,4 —x

(8)

On trouverait, par un calcul semblable, pour les équa-
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tions des projections sur les deux autres plans coordonnés

[ dvV av av .

‘Exz—zm.r,x,+2-a:z‘:o;
\9) b av ,  _adv av

(;l—a:.r'-—zd—a‘—lm,.l"—-}—z{:—lz‘:o.

Avant de discuter ces équations, je signalerai d’abord
les relations

day da,  duy da, \dag
d*V dV dV TdV\2

davsdan = day, dan Km) :
&V dV dv <dv>2_

' d'V dV dv dV\?
sv = ( >

(10) v

da,, da da,, day, da,,
arv \
———=(nym —n,m";
\ day, day,
{(11) Y ( )z
1) ——— = {(nym, — n, m)?;
! da,, dag,
d*A \
———— = (ny my— n,m, .
da,, dag

. . aVv s ,
29, PREMIERE NYPOTHESE. o est d{ﬁ"(’r'en! de zéro.
{’5‘

La conditiun de réalité des racines de I'équation (8)
cst exprimée par I'inégalité

da. day,

dVv dv dV\ 2
<[—1(—I:> < o.

Si Ton admet que (n,m,— n,m,) soit différent de
zéro, cetle inégalité pourra s’écrire

(nomy,— n,m ) V<o;
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d’o1 'on tireia les conclusions suivantes :

Il 0’y a pas intersection, siV > o0;
1l 'y a intersection, siV<o;

Il y a tangence, siV=o0;

car il résulte de la derniére hypothése V.= o que la pro-
jection, sur les trois plans coordonnés, des points d’in-
tersection de la droite avec la surface se réduit  un point
unique.

30. Si l'on avait (n, m; — nym,) = o, I'étude de la
projection sur le plan des x, x, devrait étre abandonnée;
la droite est, en effet, dans un plan paralléle au plan des
2y s (4).

Mais les équations (g) vont permetire de résoudre la
question. Les conditions de réalité des racines seront
exprimées, pour la premiére, par

(nvmy— nym )’ V<o,
pour la seconde, par
(r2my—n,m.)* V< o.

Or, oune saurait avoir en méme temps (n, My— nym,)=o
et (ny my— ngm,) = o; car alors les deux plans repré-
sentés par les équations (2) seraient paralléles et ne don-
neraient plus une droite. On voit encore, dans ce cas,
qu'il y aura non-intersection, intersection ou tangence,
suivant que V sera posilif, négatif ou nul.

31. On pourrail cependant avoir (my = o et n, = o0},
auquel cas la droite serait paralléle 4 I'axe des x, ; la se-
conde des équations (9) donnera alors la réponse a la
question.

Remarquons d’abord qu’on ne peut pas supposer en
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méme temps

* myn,— myn,=0;

car les équations (2) seraient incompatibles. Partant de
13 on se trouve encore conduit aux counséquences que Je
viens d’énoncer.

32. SECONDE HYPOTHESE. :T‘; est nul.
Nous aurons deux cas 4 examiner.
av
day, da;, <
La premiére des relations (10) donne, dans le cas
actuel,

av dv\?
(12) V(ia33da“_— (da‘;,) ’

et, comme

dVv
Vetd

dys

Premier cas :

est différent de zéro, il en résulte que
day; day,

sont nuls en méme temps. Si V est différent de

zéro, il sera négalif; et on voit alors qu’il y a intersection,
mais 'un des points d’intersection est a l'infini.

- . dv .
Si 'ona V=0, il en résultera 7o =0, etréciproque-
43

X . . . .
ment; les ;’ des points d’intersection sont tous deux infi-
4
) avo .o .

nis, pourvu que —— soit différent de zéro. Les deux der-
33

niéres équations (10) donnent dans cette hypothése
v dV _

—— =0, ——=0;
da,, ’  da,, ’

et on voit alors, (8) et (9), que la droite est tangente &
Linfini ou asymptotique & la svrface.

L V¢ . av
orsque, V étant nul, on a aussi 7. =0, on en con-
a3
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clut comme précédemment
v dv
da,, ° da,,
Puis, d’apreés les relations
v @V _avav _ (avye
da, da,,  da,, da,, da,,

v_ v &'V dV dV dV)2
da,, da,,  da, da,

(13) s
’ ar,

on con(:lut encore

dV . dV
d_a,:_o’ da,,

Or, le détermmant V fournit les deux équations

dv dv dVv dv
s n,m—k n,m—i- /zqaa—u—i- n‘mzo,
' dV dV ayv dv
\ m.a—a—“"’- 7_2—2+,"1‘E+ dan—o

qui, en ayant égard aux conséquences déja établies,
donnent

dVv

day,

On trouverait de la méme maniére

Done, les trois équations qui déterminent les points d’in-
tersection de la droite se réduisent a des identités, c’est-
a-dire que la droite est tout entiére située sur la surface.
Ainsi:



(39)

L dVv 0. et av o
rsque — — 0, et ————
orsq day, 7 7 dag, dag <
1l y a intersection, * si V<o;
R . av
1l y a tangence & Uinfim, si V=o0 et —— 20;
day,
, . av
1l y a coincidence, si V=o0 et —=o0.
dag,
. . d'Vv
33. Deuxiéme cas. ——— = A}, =o.
day; dag
I°. Lorsque _ %V _ st nul sans que m, et n, soient
day, day,

nuls, ——— sera nécessairement différent de zéro; car
day, day,

autrement les équations (2) seraient incompatibles.
Sil'on pose

mo_m_,
m,
on en déduit
('4) A, =12hA,,.

Introduisant dans les équations (6) et (7) I'hypothése
A, =o0, ayant égard a la relation (14), et se rappelant

dv
que —— est nul, on conclut d’abord
4

dv dV

— =0, —=o0
da, ’ da
3 33

(15

La droite étant paralléle au plan des x, x,, il faut
avoir recours aux projections sur les deux autres plans
coordonnés ; les équations sont alors

av dv
~—2—x,x‘+——X§:—_o,
. da, da,,
(16)
' —~2ﬂ-t.z‘+—d—\£x‘—o
da, "' da, '
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Si V est différent de zéro, il y aura intersection, et V
dans ce cas est encore négatif (10). V étant nul, les équa-
tions (10) donnent W — 0, Vo, Cest-a-dire que la
da,, * da,, ’ !

y . 1 . .dyv . pra ,
droite est tangente a I'infini, si — est différent de zé1o.

da,,
av , . . .
Supposons —— = 0; le déterminant V fournit les équa-
22
tions
‘ dv dv dyv . dv o
ny —— —_— ny — —_—
'da,, + da,, + da,, ! da,, ’
' v . d4v 4V 4V _
n—— — 4y — — =o0;
v da,, i da,, : das, ) day, ’

or on a déja

dV__ dV*O dV___ .
dau_o, dau_ > day,

on a, en outre, d’aprés les équations (13) et (15},

dv dav R
m:o, =0
donc
dvVv
da“:()’

c’est-a-dire que la droite est tout entiére sur la surface.
Ainsi

Lorsque &Y —o, -2V —o e LY Z oj alors
9 da,, ~  dayda, day,da, <
dv
— = 0. It
das, o. E
11 y a wntersection, si V<Zo: .
. dav
1l y a tangence, si V—=o et -—— Zo0;
day,
. . dv
1l y a coincidence si V=0 e —=o0
day,
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34. 1I°. Supposons (m, = o, n, = o), alors

&V _ @y eV
day,da,  ° dapday,” ’ dayday,

c’est-a-dire que
A,=o0, Ay=0, Ay=o0.

Introduisons ces hypothéses dans les équations (6), il

vient

dv

- = duy A: )

44

av
(17) dau:a“A;A;

dvV

e =a, Ay Ay
da,
av , Az N
Or T =203 d’un autre coté, A,s ne peut pas ttre nul;
44

car alors les équations (2) seraient incompatibles; on a
donc

dV

(18) «a suite av
=o0; ar sui = _—
" o5 b da,, @ da;

La seconde des équations (10) doune, en outre,

dv

da,,
et 'on vérifie immédiatement que

0 asa, 0 0
Az Qy3 Ay My 1

A
dan__

Ay Qg Ay My g | == 0.
m; my 0 0
o n, n, 0 O

Les deux premiéres équations des projections ne sont
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plus aptes a décider la question; c’est qu’en effet la droite
est alors parallé¢le a 'axe des ,. Mais il reste la troisiéme
équation

LAV Ay
—— R —_—, = .
da,, "' o da,, T
La troisiéme des relations (10)
dV 2
() (o m, = mymp = — (S0

dv
nous montre que V et s annulent en méme temps; et
41

si V n’est pas nul, il est nécessairement négatif.
Nous serons ainsi conduits aux conséquences suivantes:

Lorsque ((lV =0 v =o0 v =0>, alors
dagg ’ da, da, ’ da,, dag
av dVv
——(l'ﬂ“ =0, .(—la_,;z 05 et

1y a intersection,  si V est different de zero;
av

Il 'y a tangerce st V=0 et —Z2o0;
y ° ’ da,, <
. . dVv
Il y a coincidence, si V=—o et —=0
da,,
. . dV
35. I°. Si—2o0
) day <

Résumé.

1l y a non-intersection, lorsque V >>o0;

Ily a intersection, lorsque V< o;

Il'y a tangence, lorsque V =o.
1. §i Y —o,

day,

1l y aintersection, lorsque V est différent de zéro.
N. B. Dans ce cas, V est toujours négatif, et l'un des
points d'intersection est a I'infini,
Si V=o:



(43)

. Y
Premier cas. ——— 2o,
dasy; day,
g av
1l y a tangence & Uinfini, lorsque —— 2 0;
dasy,
. dv
1l y a corncidence, lorsque — =o
: das;
. d*v dv
Deuxiéme cas. ——— —o,et ———— 2o,
day, uay, da,, dag
av
11y a tangence & Uinfini, lovsque —-2o0;
7 day,
dv
Il y a coencidence, lorsque -— =o.
? da,,

dVv ) .
N. B. Dans ce cas —— est nécessairement rnul.

{2V
. L 175 a*v
Troisiéme cas. ~ =0, ¢t ———— =0,
da,; day, da,, day,
e av
1l y a tangence & Uinfini, lorsque T 205
o
. dv
1l v a cowncidence, lorsque — = o.
da,,

dV dv
N. B. Dans ce cas — et — sont nuls.
das, da,,

36. On pourra dire, plus simplement,
Il 0’y a pas intersection, si V> o;
1l y a intersection, si. V<o;
Il 'y a tangence, si V=o;
pourvu que, dans le mot ‘angence, on comprenne

I’asymptotisme et la coincidence.

Remarque. Lorsque la droite est tangente, il est facile
d’obtenir les coordonnées du point de contact. Si I'on se
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reporte, en effet, aux équatiouns (8) et (9), et qu'on y in-
troduise I’hypothése V= o, on trouve

dv dv dv dv
(20) .z‘._—..ﬂy Xy — ——) = =
41

Xy, = ——» Sy = .
da,, du,, day,

. dv .
On voit que, lorsque ~o- est nul, le point de contact
L]

est a I'infini.

La suite prochainement.



