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DISCRIMINANTS

(voir p. 249).

9. Soit
1°. U = ax*+ 2 bxy + cy*.
Egalons a zéro les deux dérivées par gapport & x et par

rapporta y, on a
az + by = o,

by 4+ cx = o;
éliminant les variables, on trouve
ac — b*=o.

Cette quantité ac — b* est dite le discriminant de la fonc-
tion U; on voit que le discriminant ¢st aussi un invariant

de U (p. 254).

C’est celui qui donne I'espéce dans les coniques.
20, U=(a,b,c,dyc, f)(x,7,2)
les trois dérivées sont

ax 4+ fy + ez = o,
fr+by +dz=o,
. ex 4 dy 4+ cz=o0;

éliminant, on trouve
abe + 2def — ad*— be*— ¢f* = o0}

c'est le discriminant de la fonction U, c’est aussi 'inva-
riant (p. 254); par des relations d’identité ce discrimi-
nant et ses dérivées donnent la discussion compléte et les
propriétés fondamentales des coniques, et ccla existe aussi
pour des lignes de degré supérieur (n® 7).

3. U= (a,b,¢,d)(x, y);
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les dérivées sont

ar’+ 2bxy +cy*=o,

bx'+ 2cxy 4+-dy*=o0;
I'élimination donne

(ad — bc)*— 4 (b*— ac)(c*— bd) =
c’est le discriminant de la fonction U, et c’est aussi un
invariant. P
Nous allons démontrer que tout discriminant est un

invariant : par conséquent, la recherche des invariants

se rameéne i cette élimination; mais cette démonstration
exige quelques préparations.

Relations entre les coefficients d’une équation homogenc
et ses racines.

10.
) U=(as,a,as,...,a,)(x, y)=
Soient
x, T, Ly
—a =g ey —>
Y X Jn

les n racines de cette équation ; le produit des n facteurs est

<.r x,\ (.T z, x X,
————) —--——) A=2=Z) =o,
y Yy ) VAR

ou bien, en otant les diviseurs, .
(riz—zy){y:2—25) e (Fax —Zny)
Comparant cette équation a U, on trouve

A== Y Y2 Y1 -veve-Tns

a, = — Ey( Xy Lye o oy,

a,= (-—1)" Xy Ly XLy . o« Xpe

11. Prosrime. Exprimer le discriminant d’un quantic
en fonction des racines de cc quantic.
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Solution.
Uz(le"— ]’1‘.)(1‘)’1— .705':)---(17]'::"‘ f'tn)zoi

dU
de = Yi(E—ym) (e )

+ yi(myri—rx) (2rs—yrs). o ®ya— FT,) + . .5
la propriété des équations homogénes donne
av . au_ *

xU:x:{;-}-yg}—;

, . . , dU
par conséquent, les racines communes a U et a -, annu-
T

. dU .
lent aussi = Ces racines communes sont donc celles du
Ly

T .z . dU
discriminant; or la racine = de U, substituée dans I’
. r
donne pour résultat

yolzy—yi)(r ys—y.x). .

. x - . .
la racine = de U donne, par une semblable substitution,

Y
)’1(12}’1_]'21‘1) ('TIJJ_'ZE.,’2/\' e

Le produit suivant donne toutes les racines communes 8 U

\

eta —

Y Xae ya(@ ye—yiw) (Bys— o) (2 — x5 ya)e,
etdivisant par y,¥s. .. ¥,.
On a pour discriminant
(Zi y2— 12)2(1‘ Ys— Y i) ... =0;
c’est le discriminant de U.
Si nous faisons partout les y égaux a 'unité, on voit

que le discriminant est le dernier terme de 1'équation aux
carrés des différences des racines de

U= (a, a,a,,...,a,)(r, 1),

théoréme connu.
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12. T'utorime. Pouwr toul quantic binaire le discrimi-
nant est un wnvariant.
Démonstration. Méme notation que ci-dessus (n° 11).
U éiant transformé en U, par le remplacement de
ayx+ P,y pour x et a;x—+ 3,y pour y, le facteur
xy; — yx; devient

zY,—yX, of (i + B y) —x (x4 Bayi)s

ainsi

Xl-:‘—(ﬁ|_7‘1"‘pz-rx), leal]'n"‘azxn;
de méme,

X2=—(ﬁ13'2'—ﬁ111)’ Y.= Ay Y= & Xy
donc

(XI Y.— Ynx':):: (alpz“‘ 11,&)1 (-73| )’2'—‘_7'|1’2)’-

Le discriminant de la transformée U, est donc égal a la
fonction U multipliée par une puissance du module; ce
discriminant est donc une fonction de coefficient de U,
¢égale 4 une fonction semblable de coefficient de U multi-
pliée par une puissance du module. Ce discriminant est
donc un invariant de U.

13. Tatorime. Le discriminant d’un quantic renfer-
mant un nombre quelconque de variables est un inva-
riant.

Démonstration. Soit

U=a

un guantic 4 n variables et avec des coefficients repré-
seutés par des @ avec divers indices. Soit

A=o0
le discriminant de U, obtenu comme il a été dit ci-dessus,
par élimination, et qui sera une fonction entiére des a.

Soit
U=o
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la fonction U, lLindairement transformée; les a seront
remplacés par des A, et soit A;=o0 le discriminant de
U,; on déduit A, de A en remplacant daas A les o par
des A,

Supposons que U renferme un facteur multiple, ce fac-
teur cxistera dans toutes les dérivées de U par gapport
aux variables, et, par conséquent, en ce cas le discrimi-
nant A s’évanouira identiquement; mais dans la méme
hypothése U, contiendra aussi un facteur multiple, et,
par conséquent, A, doit aussi s’évanouir idemiquemcm;
il faut donc que A et A, puissent s'évanouir simultané-
ment; I'un doit étre un facteur de lautre, et, par con-
séquent, A est un invariant,

14. Soit le quantic
(ao,a.,az,au‘h)(-’,)’)’:O,
x, x, x, x

. 4
ayant pour racines —, —y, —, — COI‘reSPOHdant aux ra-
o Y2 s oy

cines ordinaires «, 3, v, d.

Si 'on a une fonction symétrique de ces racines o B,
759, telles, que chaque terme renferme les quantités «
B,7,0 un méme nombre de fois, la somme de cette fonction
exprimée en fonction des coefficients de I'équation est un
invariant; car chaque terme est un produit de facteurs de Ja
forme x, y;— y, x4, le tout divisé parle produit y, y, y, Vi
c’est-a-dire par a,; par conséquent , d’aprés le théoréme
dun® {2, c'est un invariant. Cela n’aurait pas licu si les
racines ne se trouvaient pas dans chaque terme. Exemple:

soit la fonction symétrique Z (¢ —=B)(y — 3)*; rem-
plagant par les formes en x et ¥, on aura
(-2'\}’2—‘]’| z )2(x3.76-'.7.; z,)?

z +(-l'|.7’3—“.7'l‘r3)2(x2.71_".77‘r‘ ) :24(3“:—4”1“:‘*‘ a,a,
’ +(@ri— 022 ) (2, =y, 2, )
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ce qui donne un invariant; mais
N (@ —B)=(a—Bp+(a—y)f+ («— )+ (B —qy)
+ (B =)+ (v —9)s
remplacant, on trouve
®
1 2 . 2 .
—[ririer—rep+riri@y—raft..]
o
ce qui ne donne plus un invariant pour le sextic

(@, aiy az, asy ag, as, n,,)_(x,‘y)“,

la fonction symétrique
N (a— )y —0)
w’est plus un invariant, mais bien
PACEIICET A
On peut donc trouver une infinité d’invariants : la fonction
N (a—B)y(a—q)(a—23)

n’est pas un invariant, car « s'y trouve trois fois et $ deux
fois seulement.

15. 1l y a donc une infinité d’invariants. Tout discri-
minant est un invariant, mais tout invariant n’est pas un
discriminant; nous verrons qu’il y a encore d’autres mé-
thodes, et bien moins pénibles, de trouver des invariants.

L’excellent et indispensable travail de M. Painvin sur
les surfaces quadratiques montre que la discussion com-
pléte et les principales propriétés de ces surfaces décou-
lent du discriminant de la fonction quaternaire quadra-
tique ct de ses diverses dérivées; ce qui a probablement
lieu pour les surfaces d’ordre supérieur.



