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DISCRIMINANTS
(Toir p. 249).

9. Soit
i°. U = tfxM- 2 bxy -f- c/2.

Égalons à zéro les deux dérivées par rapport à x et par
rapport à y , on a

ax -f- by = o,
^ J •+• CJC = o ;

éliminant les variables, on trouve

oc — b*=z o.

Cette quantité «c — b* est dite le discriminant de la fonc-
tion U-, on voit que le discriminant est aussi un invariant
d e U ( p . 254).

C'est celui qui donne Y espèce dans les coniques.

2°. U = (a, b, c, d, c>f) (x,y, z)2;

les trois dérivées sont

ax -+-fy -h ez = o,
fx -+- b y -f- dz = o ,

« rx -f- dy -f- cz c= o ;

éliminant, on trouve

abc H- 2 def— ad>— be2— cf2 = o ;

c'est le discriminant de la fonction U, c'est aussi l'inva-
riant (p. 254) h P a r des relations d'identité ce discrimi-
nant et ses dérivées donnent la discussion complète et les
propriétés fondamentales des coniques, el cela existe aussi
pour des lignes de degré supérieur (n° 7).
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les dérivées sont
ax"1-**- 2 bxy -+• cy7 = o,

&.r'H- 2 cxy -+- dy7 = o ;

l'élimination donne

(ad — bc)*— 4 ( 62— ac) (c2 — W) = o ;

c'est le discriminant de la fonction U, et c'est aussi un
invariant. #

Nous allons démontrer que tout discriminant est un
invariant: par conséquent, la recherche des invariants
se ramène à cette élimination; mais cette démonstration
exige quelques préparations.

Relations entre les coefficients d'une équation homogène
et ses racines.

10.
U = (n o , f l , , f l a , . . . , * „ ) (x9 y)n= o.

Soient
X, X2 Xn

les // racines de cette équation ; le produit des n facteurs est

ou bien, en ôtant les diviseurs,

(yxx — xly)(y2x^ x7y)...(ynx — xny).

Comparant cette équation à U, on trouve

11. PROBLÈME. Exprimer le discriminant d'un quantic
en fonction des racines de ce quantic.
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Solution.

la propriété des équations homogènes donne

1 , TT , rfü

par consequent, les racines communes a U et a — annu-
dx

lent aussi -7- • Ces racines communes sont donc celles dudy

discriminant: or la racine — de U, substituée dans -7—7

donne pour résultat

la racine ~ de U donne, par une semblable substitution ?

Le produit suivant donne toutes les racines communes à U

et a —-,

j . j 2 . • ya(xi y2—yi**Y (xrfi— y,x,y.. . (^r ,— * ^ , ) 2 . . . ,

et divisant par y t y2 • • • ̂ n*
On a pour discriminant

( • * . / * — jrtx*Y(xijri— Xi X*)1.. . = o ;

c'est le discriminant de U.
Si nous faisons partout les y égaux à l'unité, on voit

que le discriminant est le dernier terme de l'équation aux
carrés des différences des racines de

U = (<70, # , , a n . . . , an)(.r, i ) \

théorème connu.
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J2. THÉORÈME. Pour tout quantic binaire le discrimi-
nant est un invariant.

Démonstration. Même notation que ci-dessus (n° H ).
U étant transformé en Ui par le remplacement de

axx-+-fixy pour x et a^x -\- fi^y pour y. le facteur
xyx — y Xi devient

x Y . - j X , 01? r«(a.*. + P.7.) —*.(«2^4-p2.Ti);

ainsi

de même,

X, = —(p, j 2 - p 2 . r , ) , Y2=a, ï2—*2x,;
donc

( x , Y , - Y , x , y = (a, p 2 - aj p,)2 (•*• J 2 - r« **)'•

Le discriminant de la transformée XJX est donc égal à la
fonction U multipliée par une puissance du module; ce
discriminant est donc une fonction de coefficient de L^
égale à une fonction semblable de coefficient de U multi-
pliée par une puissance du module. Ce discriminant est
donc un invariant de U.

43. THÉORÈME. Le discriminant d'un quantic renfer-
mant un nombre quelconque de variables est un inva-
riant.

Démonstration. Soit

un quantic à n variables et avec des coefficients repré-
sentés par des a avec divers indices. Soit

le discriminant de U, obtenu comme il a été dit ci-dessus,
par élimination, et qui sera une fonction entière des a.
Soit

U, = o
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la fonction U, linéairement transformée; les a seront
remplacés par des A, et soit A, = ? le discriminant de
U, ; on déduit A, de A en remplaçant daas A les a par
des A. r

Supposons que U renferme un facteur multiple, ce fac-
teur existera dans toutes les dérivées de U par rapport
aux variables, et, par conséquent, en ce cas le discrimi-
nant A s'évanouira identiquement; mais dans la même
hypothese U, contiendra aussi un facteur multiple et
par conséquent, A doit aussi s'évanouir identiquement'
il faut donc que A et A, puissent s'évanouir simultané-
ment; l'un doit être un facteur de l'autre, et, par con-
séquent, A est un invariant.

i4. Soit le quantic

(ao,a,,a,, a3, at) (x, y)'-= o,

ayant pour racines ̂ ,f^, ^ , ^ correspondant aux ra-

cines ordinaires a, |3, y, d\
Si l'on a une fonction symétrique de ces racines a, (3,

y,â, telles, que chaque terme renferme les quantités'a '
P, y, â un même nombre de fois, la somme de cette fonction
exprimée en fonction des coefficients de l'équation est un
invariant ; car chaque terme est un produit de facteurs de la
forme x, y,—y, x,, le tout divisé par le produit JlJs Js y

c est-à-dire par a,; par conséquent, d'après le théorème
dun° 12, c'est un invariant. Cela n'aurait pas lieu si les
racines ne se trouvaient pas dans chaque terme. Exemple :
soit la fonction symétrique J J (« _ j3)t (y _ 3y. r e m_
plaçant par les formes en x etj, on aura

[ (*.r.-r.*.)1(*»r4—r,*,)1!

+ (x*3r3—XiX>y(x,rt—y,xf)'J



ce qui donne un invariant- mais

remplaçant, on trouve

L[y\ r) (•*.ƒ.- r>**Y+ y\ y\ (*. r . - r . *=)2-<-

ce qui ne donne plus un invariant pour le sextic

(00, fll» ^2, Ij» «4, «5, «•.)!*>' j ) S

la fonction symétrique

n'est plus un invariant, mais bien

On peut donc trouver une infinité d'invariants ; la fonction

n'est pas un invariant, car a s'y trouve trois fois et (3 deux
fois seulement,

15. H y a donc une infinité d'invariants. Tout discri-
minant est un invariant, mais tout invariant n'est pas un
discriminant; nous verrons qu'il y a encore d'autres mé-
thodes , et bien moins pénibles, de trouver des invariants.

L'excellent et indispensable travail de M. Painvin sur
les surfaces quadratiques montre que la discussion com-
plète et les principales propriétés de ces surfaces décou-
lent du discriminant de la fonction quaternaire quadra-
tique et de ses diverses dérivées ; ce qui a probablement
lieu pour les surfaces d'ordre supérieur.


