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NOTIONS ELEMENTAIRES

Sur les invariants, covariants , discriminants et hyperdéterminants.

1. Ces dénominations effrayent encore quelques person-
nes. Elles désignent des choses ct ces choses sont les clefs
dela nouvelle analyse et de la nouvelle géométrie. Dans ces
nouvelles branches, on raisonnc principalement sur des
formes ; elles constituent une théorie de ces formes, unc
morphologie. Celte identification, pour ainsi dire, des
formes géométriques et algébriques compléte le systéme
cartésien, donne une incommensurable extension, et
ouvre & la science de I'espace des horizons inconnus.
Jattache une telle importance a ces objets, que, dans
leur exposition, je ne chercherai pas a éviter le reproche
d’étre minutieux et de me répéter. Mon unique but est
d’étre compris de tous. Je demande sculement qu’on veuille
bien lirc; car j'avouc ne pas savoir écrirc pour ceux
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qui nc veulent pas lire. Nous donnons ces notions d’a-
prés le dernier ouvrage du Rév. G. Salmon. Comme on
ne trouve plus d’éditeurs en France pour ce genre de
productions mathématiques, j’essaye de les faire connaitre

par Vintermédiaire des Nouvelles Annales. Connaissez-
vous un autre moyen? .

I. Polynémes et équations homogénes.

2. Dans tout ce qui suit, nous ne nous occuperons que
des polynoémes entiers et homogénes relativement aux va-
riables. En faisant passer tous les termes d'une équation
dans le méme membre, on obtient un polynoéme égal a zéro.
C’est sous cette forme que nous considérerons les équa-
tions.

3. Toute équation peut ¢treYrendue homogéne par I'in-
troduction d’une uouvelle quantité, de valeur quelconque.

L xemple. 1)équation
ar+b=o
1 . €X
n’est pas homogéne; prenant pour inconnuc =, elle sc
e
change en
ax + by = 0,

¢quation homogeéne.
$
De méme
ar*+ br +c=o

devient, par uune telle transformation ,
ax® + bxy + ¢y* = o,
qui est homogéne;

ar+ by 4¢3+ d=o;

. » 3 , .
en remplacant &, ), = par -, 2, 2, cette équation prend
* ' u @« u
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la forme
ar 4+ by 4+ cz+du=o;

ax®+ bry 4+~ cx* 4 dy + cx + f
devient

azx® + bxy + cx? + dyz + exz + f3,

en introduisant la nouvelle indéterminée z; et de méme
pour les polynémes de tous degrés et pour un nombre quel-
conque de variables.

II. Notation et dénomination des polynémes.
4. Soit
U=ax® + 2bxy + cx* = (a, b) (x, y )

le trinome U est dit binaire parce qu’il ne renferme que
deux variables, et quadratigue parce qu'il est du deuxiéme
degré; on représente ce polynome de la maniére abrégée
indiquée par le membre a droite.

Soit encore

U=azx*+ 3bx*y + 3exy* + dy* = (a, b, c,d)(x,)),

U cst un polynome binaire et cubique.

U=2a"+ 4bx’y + Bcx’y? 4+ fdry® + ey’

=(a, b,e,d,c)(x, y)
cst un polyndéme binaire biguadratiquc; et en général
U=ax"+ nbx"'y 4+ mycx" y* +n,de =y 4. ..
=(ayb,c,d,...) (x, 5 ) '

1, est un coeflicient binomial.

U = ax* + by* + ¢z’ + 2dyz + 20vz+ 2/

=(a, byc,d,c, fY(r, y})

est un po]yn(‘)me ternaire quadratique.
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En général, chaque terme d’un polynéme renferme le
coefficient multiplié par le nombre polynomial qui con-
vient & ce terme s’il s’agissait du développement d'une
puissance. Par exemple, dans le polyndme ternaire cu-
bique, le terme x*y a pour coefficient numérique 3 et xyz
a pour coefficient numérique 6. Il suffit pour connaitre
ces coefficients de développer (x + y + z)°.

C’est M. Cayley qui a introduit cette notation et ces
dénominations, et il nomme guantic un polynéme d’un
nombre quelconque de variables.

IIl. Transformation linéaire des polynémes; module.
5. Soit
U=ax’+2bzy + cy*=(a, b,c)(r, y);

posons
r=qa, X+ ﬁ-Y, )
y=auX-4+8Y,

U prendra la forme
U =AX'+ 2Bzxy +Co’= (A, B,C) (v, 7).

cette transformation sc nomme linéaire; oy 3, — a5 3, st
le module de la transformation.

Ona

A=aa’+2bau,+ caj,
B—=aoB +b[%B4+ ap ]+ caf,
C=afl+2b8 B+ cB;.

Soient, 1°.

Usaxd+ 3bx'y + 3cx y* 4 dy = (a, by e, d) (7, y),

r=a X+ BY,

r=ouX+0Y,

on aura

U, = AX*-+ 3BX" Y+ 3CXY'+DY'= (A, B, C, D)(X, Y)},
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ou

A={(a,b,e,d)(a,a), D=(a,b,c,d)(Bi,B.),

dA dA . dD, dD
3B—§:d—m+ﬁz(17: 3(1—0%‘1—@7 azd—p)'

2°,
U=(a’ by"’d, e,f)(xuryz)?;
écrivons
r=a,X+BY+ 9.2,
y=uX+£Y+ 9.7,
2= X+ (Y +9,Z;

le module de cette transformation est le déterminant
[ B2 75 ]; on aura

U,=(A,B,C, D, E,F) (X, Y);

A, B, C,D, E, F sont des fonctions des coeflicients a, b,
c,detdes a, 3, y, que chacun peut calculer.

Invariants.
0.
U=ar'+2bzxy +cyi=(a, b,c)(z, 1),
par transformation linéaire on obtient

U, = AX?+ 2BX + CY*.

Soit ¢ (a, b, ¢) une fonction quelconque des coefficients
a,b,cdeU;
ct¢ (A, B, C) une fonction semblable des coefficients
de U;
¢ (A, B, C) est unc fonction implicite de a, b, c et
de a, 3,7, puisque A, B, C sont des fonctions de
a,b,c,a,f,7;silafonction ¢ est tellement choisie,
quel’onaitg (A, B,C) = (o, s—a2,3:)7 ¢(a, b, c),
ou p est un nombre entier positif, alors¢ (a, b, c)
est dit un invariant de I'expression U,
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1" Exemple. Prenons
v(a, b,c)="b*— ac,
alors
9(A,B,C)=B'— AC;
faisant les substitutions (p. 252), on obtient
. B? — AC = (o By— Bi ;)2 (82— ac);
ainsi b2 — ac est un invariant de la fonction
az’+ 2bzxy + cy?,
et cetinvariant est du second ordre ; car le degré de chaque
terme est 2,
2° Exemple.
U= {(a,b,c,d,e)(r,y);

prenons
¢(a, bycydye) = ae — 4 bd + 3¢,

9(A,B,C, D, E) = AE — 4BD + 3C';
on aura, les substitutions faites,

AE —{BD —3C'= (a8 — @, ) (ae — f bd + .3 ¢*);
ainsi ac — 4 bd + 3 ¢® est un ‘invariam du second ordre
de cette fonction U; on peut vérifier que

ace 4+ 2.bed — ad? — eb* — ¢3
est un autre invariant de la méme fonction et du troisiéme
ordre.

3¢ Exemple.

U=(a,b,e,dye,f)(r,y,2)
= azx*+ by'+ ¢z’ + 2dyz + 2€xz + 2 fry,
r=u, X+ B3 Y+ 9 Z,

nous désignerons dorénavant les invariants par laleure I
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ici on a '
I=abc+ 2def — ad’ — bet — cf 2,
invariant du troisiéme ordre ; car

ABC + 2DEF — AD?— BE?— CF
=Tl Bay:P(abc+ 2def — ad*— be*— cf ).

Invariants d’un systéme de polynémes.

7. Soient deux polyndmes

U=aax+ 2bay + ¢y,
U=adaz+"'20xy + 'y
transformons-les linéairement , on obtient

U =AX"+4+ 2BXY + CY;
U= A'X*+ 2B'XY + C'Y3;
on a
AC'4- CA'— 2BB'= (& B, — «: B,)* (a4 ca’— 260" )5

ainsi ac’'+ ca’— 2bb' est un invariant de ce systéme U
et U'. De méme il y a des invariants pour un nombre
quelconque de polynémes et de variables.

8. Dans la géométrie des courbes et des surfaces, on
effectue principalement des transformations linéaires; les
invariants sont alors des fonctions des coefficients qui
expriment des propriétés indépendantes du choixdesaxes.
Par exemple, si dans le 3° exemple du § 6 on faitI=o,
cela exprime que la conique se réduit a2 un point ou a
deux droites; propriété indépendante du choix des axes.
La transformation linéaire est la transformation, Zomo-
logique de M. Poncelet.

Il s’agit maintenant de résoudre ce probléme : Etant
donné un quantic, trouver ses invariants. Pour obtenir
cette solution, il est nécessaire de connaitre les discrimi-
nants.

(La suite prochainement. )



