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SOLUTION DE LA QUESTION 406
(voir t. XVI, p. 4011,

PAR M. C. SOUILLART,
Ancien élève de l'École Normale.

Trouver l'équation du cercle qui coupe à angle droit
trois cercles donnés.

4. Je cherche d'abord la relation qui doit exister entre
les coefficients des équations de deux cercles pour que
ces deux cercles se coupent à angle droit.



Soient
U = a[xi 4- j2) -h ibxz-\- icyz -}- ez2 = o,

Ui= «t(.r
2 -hj2) •+• ib\Xz -f- 2e, / z -f- e, z2 = o

••
les équations de deux cercles rendus homogènes (en coor-
données rectangulaires).

Le centre du premier cercle a pour coordonnées : *

> et si l'on désigne par r son rayon, on a

De même pour le deuxième cercle, les coordonnées du
b, cxrentre sont -> ? et si i\ est son rayon, on a

J'exprime que la distance des centres est l'hypoténuse
d'un triangle rectangle ayant pour côtés de l'angle droit
les rayons des deux cercles. Il vient

ce qui donne, en éliminant les rayons,

e t\ b b{ c e ,
- H 2 2 = 0 ,
a d\ a a{ a a{

ou bien
acx — 2 bbx — 2 ce, -4- eat — o :

c'est la relation cherchée.

2. Soient maintenant

U, = 0, U2 = o, U3 = o
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les équations des trois cercles, et soit

l'équation inconnue du cercle qui les coupe à angle droit.
Je suppose que ces équations aient la forme indiquée plus
haut, chaque coefficient faisant connaître par son indice
le cercle auquel il se rapporte, et les coefficients sans
indices appartenant au cercle inconnu. On aura, entre
les coefficients «, &, c, e les trois équations

ae{ — 7.bbx — ?cex -h caK = o ,

acx — ibbi — 2cc2 •+- ea-i = o ,

ci(\ — ibbj — icc, -\- ca* = o.

fcntre ces trois équations et l'équation U = o où

a ( x2 -\- y ' ) -f- 2 /> xz -h 2 rjs + £32 = o,

il faut éliminer rz, ft , c , e. On sait que le résultat sera

b, r, «

— xz — ^z

Telle est l'équation cherchée. Si on la transforme, en
multipliant par xy y ou z les éléments des diverses co-
lonnes et ajoutant aux éléments d'une colonne les élé-
ments d'une autre ou de deux autres, on obtient

etz-\- b{x-\- cx y bxz-{-axx cxz-v-axy a{

CiZ-h b7.T + c?y b2z-+-a2x c7z-t-a7y a,

o o o z*



ou bien

= o;

en tin

dU, rfU, dU,
dz dx dy

dlh dU, dU_
dz dx dy

1£3 ™± ^i
dz dz dz

<ÎU, dU< dU,
dx dy dz

dU2 dU2 dU2

dx dy dz

dUo dU^ dU
dx dy dz

Remarque L En transformant le déterminant, on a
introduit le facteur zz à tous les termes de l'équation,
puis supprimant le facteur £% il reste le facteur com-
mun z.

Remarque II. Si Ton considère la tangente menée au

point (—? — ] du premier cercle et les'tangentes aux
r \z, z, } r

du deuxième et du troisièmepoints I —!> "^ ) et I ~>
r \z2 z 2 j \z«
cercle, la condition pour que ces trois droites se coupent
au même point est, comme on le voit aisément,

dU, dU, dU,
dx, dy, dz,

dU2 dXh dU7

d.r2 dy2 dz2

dU, dUs dU,
dxz dys dz3



équation tout à fait analogue à celle qu'on doit trouver,
et dont on pourrait peut-être tirer parti pour résoudre la
question proposée.

La solution qui précède suppose que les axes des coor-
données soient rectangulaires : mais il a été démontré
par M. G. Salmon (t. XVII, p. 95) que le déterminant

rfU,
dx

dV>
dx

dU,
dx

d\Jl

~W
dU>

(h

r/U,

If

r/IL
dz

dU.

~dz

ebt un covaviant des trois courbes U1, U2, U3 : en l'éga-
lant à zéro, on a donc toujours la même courbe, quels
que soient les axes.

L'équation du cercle orthotomique à trois cercles don*
nés a été mise par M. Brioschi (t. XV, p. 463) sous
une autre forme remarquable qu on peut déduire de la
précédente.

Soit
\ = 0

l'équation de la polaire de rorigine des coordonnées par
rapport au cercle U *, on a

Soit

l'équation delà droite qui joint les centres des cercles U2,
U3 \ les coordonnées de ces deux centres sont respective-

ment 5̂ - e t -1 -\ donc la ligne des cen-



tres a pour équation

ou

ou enfin

donc

par suite

— h — fi

z z

— x —y z

d.T dy

dx dy

= o,

= o,

»

dU2 d\]2

dx dy

dlh dV,
dx dy

rfü,
: dz

dx dy

dV, ^U_3

dx dy

Soient de même
r = O , V = O

les équations des polaires de l'origine par rapport aux
cercles U2 et U3, et

m •= o, n = o

les équations des droites qui joignent les centres des cer-



clés Us et Uj, Vi et Us ; on aura évidemment

n

rfU,
in
d\J2

~dx~

dU,
dx

flU,

~dy

d\J2

dy

dV,

"17

~~dz

d\].

dz

d\J2

l'équation du cercle orthotomique prend donc la forme

= O .

Note. MM. Richard Oxamendi, Cremona, professeur
à Crémone, Ragonneau, capitaine d'artillerie, Joseph
Martelli (de Milan) emploient à peu près les mêmes cou-
sidérations jusqu'à la page 227.


