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SOLUTION DE LA QUESTION 435

(voirt. XVII, p. 186),

Par M. Lowis CREMONA.

Professeur 4 Cremone.

Sur les longueurs OA, OB, OC données dans I'espace,
on prend respectivement les points a, b, ¢ ; les rapports
Aa, Bb, Cc sont donnés. Trouver : 1° 1'enveloppe du
plan abc; 2° le lieu du centre de gravité du triangle abe.

D’aprés I'énoncé, les droites OA, OB, OC sont divisées
en parties proportionnelles ou semblablement, et a, b,
¢ sont des points homologues de ces divisions. Si l'on de-
mande 1’enveloppe du plan abc, la question est un cas
particulier de la suivante :

Trois divisions homographiques étant données sur trois
droites situées d’'une maniére quelconque dans I’espace, on
demande I'enveloppe du plan de trois points homologues.

On trouve ce probléme avec son corrélatif parmi les
questions proposées (p. 298) dans I'ouvrage capital de
M. Steiner : Systematische Entwickelung der Abhan-
gigkeit geometrischer Gestalten von einander (*). Ber-
lin, 1832.

La question corrélative est résolue par le théoréme sui-
vant de M. Chasles : ‘

Si wrois droites données dans 'espace sont les axes de
trois faisceaux homographiques de plans, le lieu du point
commun a trois plans homologues est une cubique gau-
che (*¥) (courbe a double courbure du troisiéme ordre

(*) On n’a publie que la premiére partie de cette admirable production;
quand V’auteur nous donnera-t-il les autres? C.
(**) Locution italienng trés-expressive que nous conservons. Twu.
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et de -troisiétme classe) qui a deux de ses points sur cha-
cune des droites données.

Dec la on tire, par le principe de dualité:

Si trois droites données dans I’espace sont divisées ho-
mographiquement, I'enveloppe du plan de trois points
homologues est une surface développable de la troisiéme
classe (et du quatriéme ordre) qui a deux de ses plans
tangents passant par chaque droite donnée; ou bien, ce
qui est ]a méme chose, le plan de trois points homologues
est osculateur d’une cubique gauche qui a deux de ses
plans osculateurs passant par chaque droite donnée.

Dans le cas particulier qui constitue la question 435,
les divisions homographiques données sont semblables ;
donc les points a I'infini des droites OA, OB, OC sont ho-
mologues; par conséquent le plan abc enveloppe une
surface développable de la troisiéme classe (et du qua-
triéme ordre) qui a un plan tangent a l'infini; ou bien
le plan abc est osculateur d’une cubique gauche qui a un
plan osculateur a linfini. Les plans OBC, OCA, OAB,
ABC sont osculateurs de la méme courbe.

On résout la question avec facilité aussi par le calcul.

Posons
OA=a, OB=6b, OC=c,

Oa=p, Ob=gq, Oc=r,
donc

¢ étant variable avec p, ¢, r; A, u, v constantes. Cela
montre que p, ¢, r sont les coordonriées courantes d’une
droite fixe rapportée aux axes OA, OB, OC.

Les coordonnées du centre de gravité du triangle abc
sont

1 N .1 . 1 .
z=gla+ri), y=gz(b+pl), z=z(c+vi);
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donc le lieu du centre est la droite
32—a 3y—b_ 3z—c
by - [ - v ’

qui est paralléle & la droite fixe menée ci-dessus.
Le plan abc a pour équation
x ry 2

—_——t=t—-=1,

. . P 9 r
ou bien

x + y + z
a—+3  b+4pi c+vi

Si dans cette équation on fait disparaitre les dénomi -
nateurs, elle devient du troisiéme degré en i; donc le
plan abc est osculateur d’une cubique gauche. Pour ob-
tenir les équations de cette courbe, je dérive la derniére
¢quation deux fois par rapport au parameétre {:

rx wy v3
=0
(a+)\i)2+(b+yui)2+(c+wi)‘ ’
‘A?‘r P‘Z‘y ”Qz
=0
(@i VP +piyr o)

Dec ces trois équations, on tire

r— p (@ Ai) ,
(va—Xe)(2b — pa)
(b 4+ pi)?

T T b —pa)(pe—vb) -
o (e —+ vi)

(wec +vb) (va—rc)’

équation de la cubique gauche qui est évidemment osculée
par les plans

Le plan a Vinfini est aussi osculateur de la courbe, parce
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que les valeurs trouvées de x, y, z ne contiennent pas le
parameétre variable 7 en diviseur.

Les équations ci-dessus sont simples et symétriques;
mais si 'on veut étudier la cubique gauche qui résout la
question proposée, il est bien plus simple de faire usage
de la représentation analytique de ces courbes, que jai
donnée dans un Mémoire inséré dans les dnnali di Ma-
tematica pura ¢ applicata (Roma, 1858).Soient x = o
le plan osculateur dans un point de la courbe qu’on prend
pour origine; y = o.le plan qui touche la courbe dans
ce méme point et la coupe & I'infini; z = o le plan qui
coupe la courbe a lorigine et la touche a I'infini. Les
¢quations de la courbe seront

r=al*, y=202 z=ci,

a, b, c étant des constantes et 7 le paramétre variable. La
droite x = z = o divise en deux parties égales les cordes
de la courbe paralléles au plan y = o. La courbe a un
grand nombre de propriétés qu’il est bien facile de dé-
couvrir a I'aide des équations données ci-devant.

La circonstance que la cubique gauche, dont nous
nous occupons étant osculée par le plan a 'infini constitue
pour elle un caractére spécifique qui la distingue de toute
autre espéce de courbe du méme degré. Si 'on compare
les cubiques gauches aux coniques planes, I'espéce parti-
culiére de cubique dont il s’agit correspond a la para-
bole, qui, comme on sait, est touchée par la droite a
Pinfini. Dans un ‘petit Mémoire qui va étre publié dans
les Annali di Matematica j’ai classifié les cubiques gau-
ches comme il suit (*) :

Premier genre. La courbe a trois asymptotes réelles;

(*) C’est unc exposition analytique trés-bien faite des belles études de
M. Chasles sur les cubiques gauches. J'en ai fait la traduction, que je pu-
blierai le plus tot possible. Tw.
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il 'y a pas de plans osculateurs paralléles ; les plans os-
culateurs coupent la surface développable qu'ils enve-
loppent suivant des coniques qui sont toutes des hyper-
bolés; les centres de ces hyperboles sont sur une ellipse.
Le plan de cette ellipse rencontre la cubique en trois
points réels et coupent les cones du second degré qui pas-
sent par la cubique suivant des hyperboles.

Second genre. La cubique a une seule asymptote réelle
et deux plans osculateurs paralléles entre eux qui coupent
la surface développable (dont la courbe est 'aréte de re-
broussement) suivant deux paraboles; tous les autres
plans osculateurs coupent la méme surface suivant des
cllipses ou des hyperboles. Les centres de ces coniques
sont sur une hyperbole dont le plan est paralléle et équi-
distant aux deux plans osculateurs paralléles. Une branche
de I'hyperbole focale contient les centres des ellipses;
I'autre branche contient les centres des hyperboles. Les
points de la cubique gauche auxquels correspondent des
ellipses sont situés entre les plans osculateurs paralléles;
les points auxquels correspondent des hyperboles sont au
dehors. Le plan de I'hyperbole locale rencontre la cu-
bique gauche dans un seul point réel et coupe les cones du
second degré qui passent par la courbe suivant des ellipses.

Tels sont les seuls cas absolument généraux que peu-
vent présenter les cubiques gauches. Mais il y a & consi-
dérer aussi deux cas particuliers, savoir :

1°. La courbe a une seule asymptote réelle a distance
finie ; les deux autres sont aussi réelles, mais elles coinci-
dent a Vinfini. Clest-a-dire : le plan & l'infini coupe la
courbe dans un point et est tangent dans un autre. Les
plans osculateurs coupent la développable suivant des hy-
perboles, a exception d’une seule qui est une parabole.
Les autres de ces hyperboles sont sur une autre parabole.
Les deux paraboles sont dans un méme plan qui coupe les
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cones du second degré passant par la courbe suivant des
paraboles.
2°. La courbe a toutes ses asymptotes qui coincident
a I'infini, savoir, elle est osculée par le plan a l'infini,
Les plans osculateurs coupent la développable suivant des
paraboles.



