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DEMONSTRATION DE BEUX THEOREMES DE M. STEINER
oo EXV paast

Par M. DEWULF.

Tutorime L. P, P, étant deux points quelconques situés
dans le plan d’une courbe de degré n, les pieds des
normales abaissées de ces deux points sur la courbe sont
distribués respectivement sur deux courbes chacune de
degré n ayant cn commun n®—n -1 points fixes,
savoir les (n—1)* points, péles de la droite située & ’in-
fini, poles pris par rapport a la courbe donnée et
n points situés a l'infini.

Rappelons d’abord comment on détermine les poles
d’une droite par rapport a une courbe de degré n.

Soit F (x, y) = o I'équation de cette courbe; cette
équation peut étre mise sous la forme

9%+ Qoo+ P2t ... + 9 + ¢ =0,

¢, représentant 'agrégat des termes de degré r.
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Si 'on méne une tangentc a cette courbe par {e point
(2, B), on aura pour déterminer les points de contact, les
deux équations

dF

dF
F(z, y)=o, 59-3’)2;-*'(“—'1)3;:“

La derniére de ces équations s’abaisse au degré n —1 et
se met sous la forme

dF dF
(1) 3@7""“5-‘-*—0,

en posant
kF=¢ni+20no+...4 (2 —1)9 + ng,.

Cette courbe se nomme la premiére polaire du point
(a«, B) par rapport a la courbe.
Si le point («, 3) parcourt la droite

14

(2) y=Ax+B,

on aura
B=Axz—+ B;

ce qui permet de mettre ’équation (1) sous la forme

dF dF dF
e B— k=
(Ad_y+d.r>a+ d]+ ©
qui est]'équation générale de toutes les premiéres polaires
des différents points de la droite donnée.
Cette équation est satisfaite quelle que soit la valeur
de a si I'on pose

L)
dF  dF
(3) AE;_*_E—O’
dF
(4) B—+k=o0.
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Ces deux courbes sont de degré (n —1) et se coupent et
(n — 1)* points.

Donc les premiéres polaires de tous les points d’une
droite par rapport a une courbe de degré n passent par
(n —1)* points fixes, que I'on nomme péles de la droite
par rapport i la courbe.

Si la droite (2) passe 4 I'infini, les équations (3) et (4)
deviennent

A£+£—o ‘E-—o
dy " dxr T 7 dy T 7’
ou bien
dF _  dF _
';1;——0, 21;-_—0.

Remarque. Les pbles de la droite située a I'infini sont
sur la courbe de degré (n —1)

dF dF

E -+ Ey— = o0,
qui renferme aussi les points multiples de la courbe don-
née. (Théoréme de Pliicker.)
Passons a la démonstration du théoréme de Steiner.
On a pour déterminer les points ou les normales 4 une
courbe menée par un point donné la coupent normale-
ment, les deux équations

F(z, y)=o,
(5) (b—r) G —a—2)F =o.

Ces deux équations sont du degré 7.

On concldt de 13 que par un point on peut générale-
ment mener n* normales 4 une courbe du degré n. Ce
faisceau de n* normales coupe la courbe en n® points.
Les n* points ou le faisceau coupe la courbe  angle droit
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sont sur une courbe de degré . On sait d’ailleurs (SaLmox,
Nouvelles Annales, 1. 1X, p. 274) que les n®— n* points
ou le faisceau normal coupe la courbe obliquement sont
sur une courbe de degré n (n —1).
L’équation (5) peut se mettre sous la forme
dF dF dF dF .
ﬁzv——-ady— y;;—rﬁ =o.
Si le point («, 3) parcourt la droite

y=Azr—+B,
la relation

B=Axz—+B

permettra de mettre I’équation (5) sous la forme

’AdF dF dF szF BdF _
( dr dy “ Y dr @— dz | =%

qui est 'équation générale de toutes les courbes, lieux des
pieds des normales abaissées des différents points de la
droite (2) a la courbe.

Cette équation est satisfaite, quelle que soit la valeur
de «, si I'on pose

\ dF  dF _
dF dF
(7) ()’—-B)(Tx*xg}j—o

Ces courbes sont I'une du degré n, I'autre du degré (n—1)
et se coupent par conséquent en n (n —1) points fixes.
2 . dF .,
L’équation (7), en y remplacant 2 parsa val.eur tirée
de V'équation (6), devient

dF dF
(8) (y—B)5 = Az
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Cette équation est satisfaite si I'on pose
y—B=A=x, .
ce qui prouve que n des n (n—1) points d’intersection
des équations (6) et (7) sont sur la droite donnée.
L’équation (8) est aussi satisfaite si I'on pose
g ar
S dr

= 0,

mais alors d’aprés I’équation (6) on a aussi

dF

J‘:;' =
Done, parmi les 7 (n —1) points d’intersection des équa-
tions (6) et (7), (n —1)? se trouvent a l'intersection de
dF
dzx
les (n —1)* poles dc la droite située a I'infini par rapport
a la courbe donnée.

dF .
=o0 et _l? = 0, cLne sont, par consequent, autres que
¢

Nota. Je crois que I'énoncé donné dans les Nouvelles
Annales est inexact (t. XIV, p. 232).1l ne peut y avoir n
points a I'infini.

En effet 4 chaque point a linfini correspondent des
asymptotes paralléles pour les courbes des équations (6)
et (7).

L’équation (6) nc peut donner que (r — 1) asymptotes
étant de degré (7 — 1). D’ailleurs les équations qui don-
nent les coefficients angulaires de ces asymptotes sont

dya(1,¢) _ de.(1,¢)

A dr dy -
(a) edq),.(l,l‘)—l]q),,(l,c):
dx dy

Il cst évident que toute valeur de ¢ différente de A ne
peut satisfaire en méme temps a ces deux équations. Les
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points a I'infini sont donc tous sur la droite y = Ax+B,
mais pour qu’il y ait (z —1) points & l'infini, I'équa-
tion () devrait avoir n —1 racines égales a A, ce qui
n’a pas lieu en général. ‘

11 faut donc énoncer le théoréme ainsi :

Etant donnée une droite quelconque dans le plan
d’une courbe de degré n, les pieds des normales abais-
sées des différents points de cette droite sont distribués
respectivement sur des courbes chacine de degré n ayant
en commun n®*— n points fixes, (n —1)* de ces points
sont les péles de la droite située a l'infini et n de ces
points sont sur la droite donnée.

En appelant podaire d'un point par rapport a une
courbe de degré  la courbe de degré n qui renferme les
n? points ou le faisceau normal coupe la courbe a angle
droit, on pourrait dire : un point a par rapport a une
courbe une infinité de podaires toutes de degré r, et cha-
cune d’elles est podaire au point fixe par rapport a toutes
celles qui la précédent dans la série.

TatorkMe II. Le lieu des sommets des angles droits
circonscrits & une courbe de la classe n est une courbe de
degre n® (*).

Soient

F(p, g)=o0, pr+qz=1,
les équations d’une courbe de la classe 7. On sait que
F (p, q) doit étre de degré n.

La droite py + px =1 dans chacune de ses positions
est tangente a la courbe. Les coordonnées ordinaires du
sommet de I’angle droit circonscrit 4 la courbe seront donc
données par les deux équations

(1) pPY+qX=1,
(7') Y +q¢.X=1,

(*) Dans les coniques, ce lieu est un cercle double. Tu.
12.
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entre les coefficients desquelles on a la relation

(3) PPt qq.=o0.
On a de plus les deux relations

(4) F(p, 9)=0,
(5) F(p., g.) =o0.

Eliminant P1s P2y Gy ¢s entre les équations (1), (2), (3),
(4), (5), nous aurons une équation en XY qui sera 1Ié-
quation du lieu cherché.

Les équations (4) et (5) sont du degré n, les trois autres
sont du premier degré. D’aprés le théoréme de Bezout
I’équation finale sera du degré n*. Ce qui démontre le
théoréeme.

Jajoute ici une observation sur le premier théoréme
qui donne un nouveau théoréme général. Reprenons
I’équation de la podaire d’un point af

dF _ dF ( dF dF) _,

= Yy

i

/

Si nous posons

dF . dF o

dzx ’ dy ’
cette équation est satisfaite quelles que soient les valeurs
de « et §; ce qui donne ce théoréme :

Les podaires de tous les points du plan d’une courbe
de degré n ont en commun (n —1)* points fixes, qui ne
sont autres que les poles de la droite située a Uinfini
par rapport a cette méme courbe. Ces (n—1)* points
fixes sont situés sur la courbe

dF dF
e RN
dr  dy
de degré (n—1) qui renferme les points multiples de la
couwrbe donnée.



