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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE

(voir t. XVII, p. 307);

Par M. VANNSON.

Propriétés des tangentes.
L’équation de la tangente sera

yy |z

T a
Etant donnée une circonférence de grand cercle
y = Ax+B, si on demande la condition pour qu’elle soit
tangente a l'ellipse, on écrira que les deux équations sont
identiques, ce qui conduira a la condition

B:i\,/A’a2 + b2

L’équation d’une tangente pourra donc se représenter par
la formule

y=AxJA*a’+ B

Si on cherche la rencontre des deux lignes ainsi repré-
sentées, on trouvera qu’elle a lieu 4 go degrés de I'origine
ou du centre en un point dont la latitude a pour tangente
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A (voyez la tangente au cercle). Le signe + se rapporte
a la tangente LC située au-dessus du diamétre LO,
et le signe — a la tangente LD au-dessous de LO; LO a

pour équation
y = mx.

Si on méne un rayon au point de contact C, et qu'on
désigne par A’ le coefficient angulaire de cc rayon, on
aura

’
[— .
A——_m
T

done entre ce cocflicient et celui A de la tangente on a
la relation

Soit OL le conjugué de OC et A” son coellicient, on a
aussi

17:
AN = ——,
a
done
. A= A”;

d'ou il résulte que la tangente et le diametre OL se ren-
contrent a go degrés du centre en un point dont la lati-
tude a pour tangente

b*a’

A= — a7y'.

On pourrait donc mener une tangente en G cn menant
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le diamétre OC, déterminant son conjugué (nous avons vu
le moyen plus haut), prenant sur ce conjugué OL un arc
égal a go degrés, et joignant le point obtenu au point C.
On peut aussi se servir de la relation
Xz = a?,

X étant la tangente du segment déterminé par la rencontre '
de la tangente avec l’axe.

Tutorkme. La tangente divise en parties égales U'angle
Jormé par un rayon wecteur mené du foyer au point de
contact et le prolongement de l'autre rayon vecteur.

Fig. 2.

BN\
11 suffit pour cela de démontrer qu’on a la relation

sinF’C __ sinF’'D
sin FC ~ sinFD

Or, nous avons trouvé précédemment

—a et tan
=) 8 z

(F'C—i—FC\ <F’C——FC> Cz'
tang| —
2
Ajoutant et soustrayant membre 4 membre, puis divisant,
on trouve
sinF’'C__a*+ Ca’
sinFC ~ & — Cu”’

d’autre part nous avons trouvé

aY
~tang oD = P
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tang OF = C;

en a d’ailleurs

opérant sur ces équations comme sur les précédentes,
on a
sinF’'D e’ +Ca' .
sinFD ~ a* — Cx'’

donc
sinF'C__ sinF'D
'gm-:;m C. Q. F. D,
Cela donne le moyen de mener par un point quelconque
une tangente a ’ellipse, comme sur un plan.
Quand la courbe est rapportée a deux diamétres con-
jugués, I'équation de la tangente ne change pas de forme,
¢’est toujours

Si on cherche linterscction de la tangente avec I'axe
des x, on trouve

d’ou 'on voit que si I'on prolonge une tangente jusqu’a
la rencontre d’'un diamétre quelconque en P, et qu'on
joigne le point du conjugué a go degrés de I'origine au
point de contact, qu’on prolonge I'arc obtenu jusqu’au
premier diamétre en D, on aura

tang ON tang OP == tang’ ON.
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Premigre AppricATiON. On donne dans une ellipse
a, a, a, trouver les trois autres quantités b, a', ¥ (Foir
t. XIII, p. 169).

Fic. 4.

Soit OA = le demi-axc dont a est la tangente ; j’éléve
au point A un arc perpendiculaire a OA, il sera tangent
a la courbe. Soit C sa rencontre avec un des diamétres
dont on donne la direction.

Si nous prenons sur l'autre OL = go°, que nous
menions I'arc LA qui coupe en D le diamétre OM, on
aura par le théoréme précédent

a’= tang OD tang OC.
Ce qui permettra de construire le diamétre suivant OM.
Le reste a déja été exposé.
Deuxikme arpricaTioN. On donne a, a, ¥, trouver
les trois autres quantités.

Fie. 5.

Soient AA’I'axe donné et MOA I'angle o.. J’éléve au point
A sur I'axe un arc perpendiculaire AC qui est tangent ¥
la courbe. Soit OP la direction inconnue du conjugué.
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Prenons OCM = go°. Joignons MA par un arc qui coupe
en D I'arc OP. Nous aurons par le théoréme précédent

tang OD tang OP = b”.
Soit mené I'arc DS perperdiculaire sur OP, nous aurons

tangOD _ tangOA
tang OS ~ tang OP’

d’ou
tang OS tang OA — tang OD tang OP = 4]

On a donc

2

tang OS —= ;’7

ce qui détermine le point S.
Mais le lieu des sommets des triangles rectangles ayant
pour hypoténuse OS est une ellipse dont nous avons

déja déterminé les axes. OS est I'un des axes et I'autre €
se trouve par la formule

sin6 — tang s,
. - 2

la question revient donc a4 trouver la rencontre d'un
-grand cercle MA avec une ellipse dont on connait les
axes. (Probléme déja résolu.)

Discussion. Pour que le probléme soit possible, il faut
que le cercle MAD coupe Vellipse. Or celle-ci a pour
équation (résultat déja trouvé)

r’ 4+ y*—Axr=o,

b2
Aétantla tangente de OS= = Le cercle MA passant par
un point M de latitude « et par le point A a pour
équation

y=7=(r—a), (2 =tangaj;
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(r1)
combinant ces deux équations, on trouve par 1'élimina-
tion de y,

(a4 1) 2? — (2a2’+ A)x + a’z’=o.

Pour que les racines soient réelles, il faut avoir

A™> 2atang <45°— 2)
d'ou

b*>> 2a*tang <45° — 2)

Ce qui donne le minimum de 4. Si on suppose pour b’
sa valeur minimum, les racines sont égales et on trouve

r=asina’;
d'ou
y=—cda' a(1 —sina').

Si on divise y par x, on aura la tangente de I'angle AOZ
compris entre la direction du diamétre b’ et Vaxe de la

/ o
courbe a. On trouve que cet angle AOZ = f—%}g—k— go°.

Ce qui démontre que la direction du diamétre &', dans le
cas du minimum, estbissectrice de I'angle formé par I’axe

des y et OM' prolongement de OM. De la résulte ce

théoréme :

Parmi toutes les ellipses qu’on peut construire sur un
axe donné, il y en a une pour laguelle le conjugué d’un
diainétre OM de direction connue est minimum, et dans
cette ellipse, la direction de ce conjugué divise en parties
égales l’angle formé par le second axe et le prolonge-
ment du diamétre donné OM.

Le méme théoréme a lieu sur un plan.

Tuatoreme A PEMONTRER. 87 anx cxtrémités AB d'un
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arxe, on méne deux tangentes et qu'on les coupe par
une troisiéme aux points M et N, qu'on projette AM et
BN sur lautre axe, le produit des tangentes des deux
projections est égal a la tangente carrée de la moitié
de cet axe, et st on multiplie tang AM par-tang BN, on
trouve la tangente carrée de ce méme demi-axe multi-
pliée par le cosinus carré du premier.

La premiére partie de ’énoncé est encore vraie, quand
on remplace les axes par un systéme de diamétres con-
jugués.

Ce théoréme peut servir a résoudre le probléme sui-
vant :

On donne un des axes d’une ellipse et une tangente,
trouver l’autre axe.

On peut aussi en tirer le corollaire::

Etant donné un triangle bi-rectangle ABC, si on coupe

I'ic. 6.

G

=

par un arc les cotés en M et P, de maniére que le produit
des tangentes des segments a partir de la base soit con-
stante = tang®¢, la courbe enveloppe de I'arc sécant est
une ellipse sphérique, dont un axe est AB et dont l'autre
s'obtient en prenant AP = BM = ¢, et joignant PM,
I'intersection de cet arc avec la perpendiculaire Oy donne
I'extrémité du second axe.

TutorkME A DEMONTRER. &7 on méne ¢n un point A
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d'une ellipse une tangente, qu'on la prolonge jusqu’a la
rencontre en M, N de deux diamétres conjugués pris
pour axes , qu'on construise le demi-diamétre conjugué
de celui qui passe au point A, la tangente carrée de la
projection de ce demi-diamétre sur un des deux premiers
égale le produit des tangentes des projections des deux
segments de la tangente (il s'agit ici de projections
obligues).

Si au lieu de deux diamétres on prend les axes, et qu'on
appelle 4’ la tangente du diamétre conjugué de celui qui
passe au point de contact, le produit des tangentes trigo-
nométriques des deux segments de la tangente égalera

b'? cos?a cos? b 4 sin? a sin? b.
Cette relation sert a résoudre le probléme suivant : -

Etant donnés les axes d'une ellipse non construite,
lui mener une tangente telle, que le produit des tangentes
des deux segments interceptés entre le point de contact
et les axes soit égal & une quantité donnée P.

La relation donnera 5. Connaissant a, b etd', on pourra
par une construction déja faite trouver la direction du
diamétre &', ainsi que la direction et la grandeur OA de
son conjugué; il suffira alors de joindre le point A a un
point pris sur & a go degrés de l'origine.

Discussion. Pour que le probléme soit possible, il ne
suffit pas qu’on trouve pour &”* une valeur positive, il faut
qu'on la trouve comprise entre a* et 5. Ce qui conduit
aux conditions

P<sin*a, P>>sin?§,
a et €désignant les demi-axes. Dans le cas du maximum, la

tangente sera menée par l'extrémité du petit axe et réci-
proguement.



(14)

Tutorkme. Si des deux foyers d’une ellipse on abaisse
des arcs perpendiculaires sur une tangente, le produit
des sinus de ces arcs est constant et égal a sin® 6 cos® 7,
v étant la distance du centre au foyer, et 6 le demi-axe
perpendiculaire & Uaxe des foyers.

On sait qu'une tangente quelconque peut se représen-
ter par l'équation

y = mx —+ \/m

La distance d du foyer a cette tangente est donnée d’aprés
une formule ci-dessus démontrée par I'équation

Vatm + I + me

sind = — y
Vie b m i+ a) i+ ¢

autre distance est donnée par I'équation

varm*+ b*— mc

sin &' = H
Vi+b+m (4 at) i+ e

multipliant membre & membre et observant que

cnsa’ = cos b cos 7,
on trouve
sin 0.sin 8’ =sin? b cos’c.

Ce théoréme peut servir a trouver I’axe &, connaissant
les foyers et une tangente.

ArrricatioN. On donne un foyer et deux tangentes,

e, 7.
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trouver le lieu du second foyer. Soient F le foyer
donné, A et A’ ses sinus distances aux deux tangentes
OA, OB, f l'autre foyer, d et ' les sinus des deux dis-

tances.

On aura, par le théoréme précédent, .
-
=3
mais
d  sinfOA
& sin (83— fOA)’
s0it
SOA=ua,
on aura
) - sin «

¥ sin(0—a)’
soit & I'angle FOB, on aura de méme
A’ sin 6

A= sin (6 — 6)

D'ou on conclut aisément a = €; donc le licu du point f
est une circonférence de grand cercle passant a l'origine
et par un point symétrique de I relativement a la bis-
sectrice,

Corollaire. Si d’'un point O on méne deux tangentes a

Fic. 8.

.

L"

P

\
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une ellipse et qu'on joigne le point O aux deux foyers
pardeux arcs de grands cercles, ces arcs feront avec les deux
tangentes, des angles égaux. Si on demandait le lieu du
centre qui sur un plan est une ligne droite paralléle au
_lieu du foyer, je dis qu'on trouverait une ellipse sphé- -
rique. Cela revient & faire voir que le lieu du milieu de
Parc variable CB terminé d’une part 4 un point fixe C,
et d’autre part a sa rencontre B avec une circonférence
AD, est une ellipse.
Posons

CB=12p, tangCA=p ct BCA= o,
nous avons dans le triangle ABC,
p=1ang24cos» ou 2langy cosw = p (1— tangp),

ou passant aux coordonnées rectangles,

2 . .
I— — = y' 4 x*.
Il
C’est une ellipse dont on pourrait trouver les axes par
son équation, mais on les obtient plus aisément par la
géométrie. Soit N le point milicu de CA, N sera l'extré-

., . T ,
mité d’un axe. Prenons NM = 3 M sera Vautre extré-

mité, OK perpendiculaire sur MN sera la direction du
second axe. Pour en avoir 'extrémité, construisons le
le triangle OCg, de maniére que I'angle g =R. Soit K le
milieu de gR, joignez CK, prolongez I'arc CK jusqu’enP,
K sera, par suite d'une égalité de triangles, le milieu de
CKP, donc K est un point du lieu, c’est un sommet. La
courbe est alors facile i construire.

On voit donc que guand on donne deux tangentes et
un foyer, le lieu du centre est une ellipse.
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ProsLime. Trouver le lieu des projections du foyer
sur les tangentes.
On peut prendre I'équation générale des tangentes

=mz + \a*m* + b7,

et celle d'une perpendiculaire abaissée du foyer sur cette
tangente, puis éliminer m entre ces deux équations ; mais
le calcul est long et compliqué : on arrive beaucoup plus
simplement au résultat par le moyen suivant : Soit MK
une tangente en M ; joignons le point M aux foyers par les

arcs MF, MF', prenons sur FM prolongé MN = MF',
joignons NI/ par un arc qui coupe la tangente en K. K est
un point du lieu; jappelle p la distance OK, @ I'angle
KOF/, et p la distance F'K ou KN dans le triangle KOF,

nous aurons

(1) €OS p == cOSc cOSp + siricsinpcos«),
etdans le triangle NFF/,

(2) €OS2c == €082 ¢ €OS2p + sin2¢ sin2p cos F/;

on a encore dans ORF’

COS £ — COS cosc¢
cosF/ = —"“‘———’;"
s1n p sinc
Je remplace cosF' par cette expression dans I'équation (2),
puis J’élimine cosp par P'équation (1), on trouve ainsj
I'équation
sin?p (cos*c -+ sin’c cos’w) = sin’a,
Ann. de Mathémat., 1. XVIIl. (Janvier 185g.) 2
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et passant aux coordonnées rectangles

y' (cos’c — sin*a) 2 .
sin?a at
Le lieu demandé est donc une ellipse concentrique a la
premiére ayant un axe commun 22 ; I'autre axe 26 est
donné par la formule
sin?a

tang?6 —m —— .
8 cos’e — sin’ a

Si le rayon de la sphére est infini, on trouve un cercle,

car 8= a.
Fic. 10.

Quand on a reconnu que la courbe est du second degré,
on peut trouver les axes sur la figure. Il est d’abord évi-
dent que OA est un axe de la courbe. Pour avoir |'autre,
au sommet C menons une tangente CP et projetons le
foyer I’ sur cette tangente ; 'arc F'P projetantira couper

I'axe des y en un point D a 7—;—|— € de I'origine (6 = OC).

Donc on a pour le point P, y' = — ;), I'équation de I'are
F'P sera donc

_J’..-..'_f:,
1 c

b
(c étant la tangente de OF’). Si dans cette équation nous
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faisons ¥ = &, nous aurons les coordonnées du point D.
Y )
Mais ces coordonnées doivent vérifier 'équation du lien
2 '1‘.2
2 T,
glz a’
il est donc facile d’avoir 6 ou tang6; on trouve comme
par l'autre méthode
sin’ «

tapg’6 —m ———8 .
8 cos?’c — sin? «

Si d’un point A, pris hors d’une ellipse sphérique, on
méne deux tangentes et quon divise en parties égales
les angles qu’elles font entre elles, les deux bissectrices
viennent couper I'axe en deux points tels, que le produit
des tangentes de leurs distances au centre est une con-
stante c® égale au carré de la demi-distance des foyers.
Les tangentes ont pour équations

y=mx + Ja*m* + b?, y=mz+ yaim:+ 8.
Les bissectrices ont pour équations

y—mz — \/azm"-i-b“__ y—mz—\Ja@am + b

Vi btm* (1 +a). =i+ b4 m) (1+ a*),
ou

ry—mx—s)=r(y—mz—s),

en appelant r et 7/ les inverses des dénominateurs et s, s/,
les deux radicaux du numérateur. Faisant y = o, on
trouve

rs—rs’
Tm T —mr’
pour l'autre bissectrice, il faut changer le signe de ',
ce qui donne
rs 4 1's
m'r 4 mr:’

X= —
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d’ot on tire

Xz L= 08 _ ri(ami+ 8) —r(ami+ b)
l’ rr,_'”‘z’.2 . ”ll2 rl,— m*r

B(r—r) . b(14a) (m— m?)
mirl—mrT T om (14 b)) — m? (14 b?)

—=a’+

sin?@ sin’? ¢ — sin?6
— = =
cos?a cos?p ’

C désignant la tangente de la demi-distance des foyers.

Fie. 11.

—
A
N
1l suit de la que si avec 2C comme arc diamétral on
tracait un cercle, les deux points P et P’ seraient tels, que
la polaire de I'un relative & ce cercle passerait par 'autre,
donc les points de rencontre des bissectrices avec I'axe
et les deux foyers sont quatre points harmoniques. Ce
théoréme peut servir a construire une ellipse connaissant
le centre, la direction de 'axe et deux tangentes. On
peut encore en conclure que si on donne deux tangentes
et un foyer, le lieu de I'autre foyer est une circonférence
de grand cercle.

Prosrime. Trouver le lieu des sommets dangles
droits dont les cotés sont tangents a une ellipse.
Soient x'y’, ”y" les tangentes des coordonnées des
points de contact , les deux tangentes en ces points auront
pour équations
a’yy' + bxx' = a’b?,
a"y‘r"‘+ bVxx" = a*b?,
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on a aussi
a'y! + b*z} = a'b?,
a’y?+ bz} =a*b’,
et pdur que les deux tangentes soient rectangulaires, on
a la condition connue

a”j"]’”+ b” xl x”+ all b”= o,
il faut éliminer x’, x”, y', y" entre ces quatre équations.

L’élimination se fait comme pour I'ellipse plane, et on
trouve pour équation du lien

(1—a?) y’ + (1— b%) 2> = a* + b,

Premier cas. )
aali, <L,

on a uneellipse sphérique. Si par les points C et B, som-

Fig. 12.
B D
0 C

mets de la courbe donnée, on méne deux tangentes se

coupant en D, le cercle concentrique & 'ellipse et pas-
sant en D aura pour équation

x:_i_‘r::a:_‘_ bz’
¢t comme dans la courbe trouvée on a
1"+J’2> a2+b2,

tous les points de cette courbe sont extérieurs au cercle
(OD), par suite ils sont extérieurs a I'ellipse; on pourra
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donc par chacun d’eux mener deux tangentes, qui se cou-
peront 4 angle droit.

Deuxiéme cas. Si on a
a>1 et b*>1,

I’équation trouvée ne sera satisfaite par aucune valeur
réelle de y et de x, en sorte que le probleme de mener a
Pellipse deux tangentes rectangulaires sera dans ce cas
impossible.

Troisieme cas.

a>1, <.
I’équation trouvée pourra s’écrire ainsi :
(a*—1) y* — (1— b*) x' = — (a’+ b*),

on pourra ’appeler une hyperbole sphérique, et tous ses
points conviendront encore a la question.

Quatriéme cas.

a=1, b<r.

La courbe donnée est une parabole sphérigue, le lieu
trouvé a pour équation

|+b i
=+
* V \/coszﬁ’

28 représentant le petit axe de la courbe donnée; cette
équation représente deux circonférences perpendiculaires
a I'axe de go degrés; il est aisé de reconnaitre que ces cir-
conférences sont les deux directrices de la parabole.
Ainsi les directrices d'une parabole sphérique ont, comme
sur le plan, la propriété de contenir tous les sommets des
angles droits circonscrits a la courbe.

Si on construit une courbe dont les points soient les
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poles des tangentes de la courbe donnée, on trouve une
Fic. 13.

=
~

ellipse qu'on nomme ellipse supplémentaire de la pre-
miére; elle a avec elle 'axe commun AB; le second axe
MN est plus grand que AB. Cela posé, si par un point X
de la directrice on méne les tangentes XH, XK, leurs
poles seront deux points P et P, de la courbe supplé-
mentaire, 'arc PP’ passera donc par le pole de la direc-
trice XY qui est le foyer de la parabole donnée, et il sera
supplémentaire de I'angle X, c’est-a-dire de go degrés.
On voit donc que si un ellipse a son petit axe de go de-

. ™ . . \
grés, tous les arcs de méme longueur -, inscrits a la
2

courbe, passeront par un point fixe qui sera le foyer de
la parabole supplémentaire. (BoreneT. )

On résout, d’une maniére analogue, le probléme sui-
vant : Trouver le lieu des intersections des tangentes me-
nées par les extrémités de deux diamétres conjugués.
L’équation est la méme que sur le plan, savoir :

yZ x2
=3 -+ ;= 1.
(6v2)"  (ay2)
Si par le centre O on méne une sécante coupant les deux
courbes aux points A’ et A, on aura

tang OA’ = tang OA .y/2.
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De Ja résulte un moyen simple d’obtenir les axes. Menons

Fic. 14.

aux sommets D et C les tangentes DA/, CA’; A’ sera un
point du lieu; joignons AD, et abaissons OK perpendicu-
laire sur AD, puis de A’ abaissons aussi une perpendicu-
laire sur OK, cette perpendiculaire viendra couper OD en
un point D' qui sera Pextrémité d’un des axes; l'autre
sommet C’ se trouve de méme.

Propriétés des cordes supplémentaires.

Leur définition et la relation entre leurs coefficients
angulaires sont comme pour 'ellipse plane. Ainsi en ap-
pelant ces coeflicients a, o/, on aura

b? b?

’
wd'= — — 0 —_——,

selon que la courbe sera rapportée & ses axes ou a un sys-
téme de diamétres conjugués. Or on a la méme relation
entre les coefficients angulaires €, 6’ d’une tangente et du

Fie. 15.



((25)
rayon mené au point de contact; si donc a= B, on aura
a’:.ﬁ’,
ce qui démontre que quand une tangente rencontre
une corde CB a go degrés du centre, la corde supplémen-
taire de CB rencontre aussi a4 go degrés du centre le
rayon mené au point de contact. ‘
Cela donne un moyen facile de mener une tangente par
un point donné sur la courbe ou par un point situé a
go degrés du centre.
Si on appelle y le coefficient angulaire d’'un grand
cercle et 7’ le coeflicient du rayon qui joint son pole au
centre, on a aussi

Si donc & =¥, on aura

'
@ =1,

’est-a-dire que si une corde CB rencontre a go degrés du

centre un grand cercle, la corde supplémentaire de CB
rencontrera aussi a go degrés du centre 'arc allant du
centre au pole de ce cercle. Si donc on veut construire la
polaire d’un point A, on joindra OA, on prendra sur OA
prolongée OM = go°, on joindra M a D'extrémité L de
'axe ou d’un autre diamétre par un arc coupant lellipse
en B.On ménera CB corde supplémentaire de BL, on pren-
dra sur CB un point N 4 go degrés du centre, et le point N
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sera un point de la polaire de A. 1l sera facile d'en trou-
ver un second par larelation connue
tang? 0 ¢ — tang OA.tang OL.

On démontrera aussi facilement que si un diamétre et
une corde se coupent a go degrés du centre, le conjugué et
la corde supplémentaire se coupent 4 la méme distance du
centre, ce qui servira a construire deux diamétres conju-
gués dont I'un passe par un point donné.

SUR L’INTERPOLATION (*);
Par M. Evcine ROUCHE,

Professeur au lycée Charlemagne, Docteur és Sciences mathématiques.

I

1. Dans I'un de ses intéressants articles sur divers
points du Cours de Mathématiques spéciales, M. Gerono
a indiqué un moyen de déduire la formule d'interpola-
tion de Newton de celle de Lagrange.

Je me propose de donner de ce méme probléme une
solution assez facile et assez courte pour étre introduite
dans les Eléments. Toutefois, je ne serais peut-étre pas
revenu sur cette question, sans une circonstance particu-
liére, qui se présente d’ailleurs assez fréquemment en
mathématiques.

Lorsqu’on aborde le probléme dont je viens de parler,
il suffit d'un coup d’ceeil pour voir que la formule de La-
grange, dans sa forme habituelle, ne se préte pas aisé-
ment a la transformation demandée. Une préparation
préalable est nécessaire pour éviter de longs calculs. En
cherchant & grouper convenablement les termes, j’ai été

(%) D’aprés une these vecemment soutenue dout nous rendrons compte.
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conduit 2 une forme, qui non-seulement fournit une so-
lution presque immédiate du probléme proposé, mais qui
est en général beaucoup plus commode pour la mise en
nombres. Cette forme n’est d’ailleurs nouvelle qu’en ap-
parence; elle ne différe pas au fond d’une formule énon-
cée dans des termes différents par Newlon dans un para-
graphe des Principes, et reproduite par Lacroix dans son
Traité de calcul différentiel et intégral.

Pour rendre ce travail utile aux lecteurs auxquels ce
journal s’adresse, je commencerai par exposer ma solu-
tion du probléme que j’avais d’abord en vue; je montre-
rai ensuite I'identité de la nouvelle forme de la formule
de Lagrange avec celle qui résulte de la traduction ana-
lytique de I’énoncé de Newton.

IL

2. Soit u, une fonction dont on connait les m + 1
x
valeurs
Ugy Uiy Usye ooy Uy,
(1) pour
\ Ty Xyy Loy ..

vy Tm-

Posons, en général,

(2 — ) (£ — 1) . (7 — x) =g (7);
et remplacons, dans la formule de Lagrange,
= N oi(®) T— 2
(A) uz. b A q),'n(-l‘.‘) z — I,‘ un

i=o0

la fraction

(2 X — T

par

C—x;

Xj— Ty

L3

T —x;
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La fraction (2) se réduisant a I'unité pour i = m, nous
décomposerons ainsi le second membre en deux sommes
partielles, dont la seconde ne s’étendra que de i=o a
{ =m —1. Nous aurons, de la sorte,

i=m i=m-—1
Uy = ?_m:_l_x) ui+ Z ?m—|(z) ‘ - - Uy
L ?m 1‘, Pm tl)‘ z — I,
t=o i=o I_'rx'—,zm]
ou
i=m i=m—3

o U

miz) w O 9na(Z) T —xm
Uy = —_— 2‘ il S A

. T — .l',,. ?m( ) Prin—1 (Ii) T — T

=0 i=o

La seconde partie étant de méme forme que le deuxiéme
membre de la formule (A), on peut lui appliquer le
méme procédé de décomposition ; en opérant de méme
sur le résultat, et continuant ainsi, on obtient la formule

n=mf| i=n

(B) u, = 2 ,,.‘q) ,._(_xi" 2 ?;’(‘;,.)

n—=o i=o0

que nous avions annoncée et qui se préte mieux aux cal-
culs numériques que la formule (A).

3. Voici maintenant un lemme :

La somme
i=n
u;
3 I
( ) '2?"(‘.7:,-)
i=o
se réduit a
1 A" u,
(4) P Ta

lorsqu’on prend pour X, Xiy..., Xm les valeurs équi-
distantes X, Xo+ h,..., Xo+ mh.
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En effet, I'égalité

¢ () = (@i — 2 (70— 7). . (e — 7)) (7= 2iaa) o (%0 2)
donne pour ces valeurs de la variable x

1.2.. 1

?‘n(‘ri)z(—_ l)"_i A 1.2 .n‘. r(n—1).. (n— i_—}- l),

la somme (3) a donc pour limite P'expression

|i= (—1mi[na(rn—1)...(n—i+1)]
1.21...11/1—"42 2.0

Uy

qui n’est autre que (4).

4. Celaposé, la substitution de x, +th a x; tra nsforme
la formule (B) en la suivante :

n=m

. (z — ) (£ — 20— h)os(@—29—n—1 1) A" 1,
Ut_z A" 1.2...n
n=o0
ou )
n=m
. _ Ir—xy\ [x—x, £L~—y A" u,
((,)ll,-—-_2< 7 >( 7 —1)...<__h ——rz-l—l)————-l'z.“n,

qui est précisément la formule d’interpolation de Newton,
relative au cas ou la variable croit par degrés égaux. Le
probléme proposé est done résolu.

III.

8. Dans le lemme V du III° livre des Principes, aprés
avoir énoncé la formule (C), relative au cas ou la va-
riable regoit des valeurs équidistantes, Newton ajoute :

Sunto puncta, A, B, C, D, E, etc.; ab iisdem ad rec-
tam quamvis positione datam HN demitte perpendicula
quotcunque AB, BI, CK, DL, EM.
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8i punctorum H, 1, K, L, etc..., inequalia sunt inter-
valla HI, LK, etc..., collige perpendiculorum AH, BI,
CK, etc., differentias primas per intervalla perpendicu-
lorum divisas b, 2b, 3b, 4b, 5b,..., secundas per inter-
valla bina divisasc, 2¢, 3¢, 4c,..., tertias per intervalla
terna divisas d, ad, 3d,..., quartas per intervalla qua-
terna divisas e, 2€,..., et sic deinceps ; ita ut sit

AH — BI BI — CK CK — DL
b=—m— =" > ¥="wm
dein

_b—2b 26_21)——36 30_317—46 .
©="HK =—m > *="xm >
postea

c—2ac 2¢— 3¢
d=—ﬁ', 2d_—_i.ﬁ—’.”.

Inventis differentiis, dic AH=a, —HS =p, pin —IS=q,
qin +SK=r,rin+SL=s,sin +SM=T,...; per-
gendo scilicet usque ad perpendiculum ultimum ME, et
erit ordinatim applicata

(D) RS—a+bg+cqg+dr4es—+fr....

6. Pour traduire cet énoncé analytiquement de la ma-
niére la plus générale, reprenons les deux suites (r). Ap-
pelons rapports du premier ordre et désignons par R,
les m quantités de la forme ’

i = U
Ziypy — 2
nommons rapports du second ordre et représentons
néralement par R} les m — 1 quantités de la forme

Rio  —R;

Liyy — X

,
oe-

o)
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En continuant ainsi, on obtiendra en général m—n +1
rapports de Pordre n de la forme

n—i n-—1
Bi—d—l —R; .

R'=
¢ Lign— T
i+n i

Il n’y a qu’un rapport del'ordre m
R':‘—I — Rl:)l
= —

Ty — X

R}
et pas de rapport d’ordres supérieurs. On aurait des rap-
ports d’ordre quelconque si les suites (1) étaient illi-
mitées.

Notez d’ailleurs que lorsque la variable x crott par
degrés égaux a h, depuis x, jusqu’'a x,+ mh, on a, en
général,

.

(5) Rn I A" u;

I k2. ..n
Dans ce systéme de notations, la formule (D) s’écrit

;= tty+ (z — 2) Ro+ (r — ) (z — 2, )R] 4. ..

+(.1.--—-.z,,). . .(.t—.l‘,,._.) R7,
ou
n=m
(E) U= M_R:
X — I,
n=o

7. Pour montrer I'identité des formules (B) et (E), il
suffit de prouver qu’on a généralement

(6) R'= 2 Q,nl(l;;).

On arrive sans difficulté en employant le tour de rai-
sonnement de proche en proche. Laissant au lecteur le
soin de vérifier I'égalité pour les rapports du premier et
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du second ordre, je me bornerai 4 démontrer que si la
loi (6) est vraie pour les rapports du n*" ordre, elle
subsiste pour R2+1]
Posons, a cet effet,

Yol(z) = (2~ 2) (= ;xz). c(x— z,,_,_,),
d’ou
(2 = Tnii) g (2) = (£ — 20) Ya (2) = 9o (2),
et en divisant x — x;, puis faisant x = x;
(7) (@ = Zntn) g (2:) = (20 — %) Yo (71) = Frs (22)-
Oron a

i= i=n—1
n u; n Uu;
= g ’ R = 7 ’
0 Z P (.Z'i) ! 2 "«]’n (.Z’,‘)
1=0 =1
i=n

B,H_‘_ Rf—R:_E u; [ 1 1
O T mp — &y Lo — Zo | Vo (x) ()

i=1

-+ ! I: 7 ”"-H -7 u.o k]
Xpyy — Lo ’;‘n(‘z‘n-f-l) ?n(""'o)
ou, eu égard a la relation (7),
i=n
R — 2 + 2 u; I — X, Xj~— Tpy
0 = 7 ; —
P (Z0) ) P+t (xi) Lpp == T Lpgt — Lo

=1

i=n-+1
Unyy u;
4 —t
?'n+l (xn+|) 2 0]':z+| (-Z‘i),
L=0 .
c'est la loi (6) appliquée a Rn+!.

8. Remarquons, pour finir, que la comparaison des
relations (5) et (6) explique clairement pourquoi la
somme (3) se réduit a Pexpression (4), lorsqu’on fait
croitre la variable par degrés égaux. Elle fournit méme la
démonstration la pluslogique, sinon la plus courte (n°3),
de ce lemme.
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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SEGOND ORDRE

(voir t. XVII, p. 487);

Par M. PAINVIN,

Docteur és Sciences.

CHAPITRE II.

INTERSECTION D'UNE DROITE ET D’Uiv PLAN AVEC UNE. SURFACE

DU SECOND ORDRE. — POINT INTERIEUR.

~

§ I. — Intersection d’une droite avec une surface du
second ordre.

28. L’équation de la surface étant toujours

a, x4 anxi+ ayxi 4+ ag x4+ 2a,x, 2,
(l) “+ 2a,x, x; 4+ 2a, x, L+ 2050, ) =0,
+ 205X, X4+ 20,52, Xy

je prendrai les équations de la droite sous la forme géné-
rale

(2) | m 2+ my x4 myx;, + m, x,= o0,
n, x4+ n, x,-4n; ;4 n; r;—o.
- b
Or, si I'on pose .
(3) A =nm —nm, dou A. ,=—A,,;

on déduira des équations (2)

(4) A -1'1+A;3.2‘3+>Au.z“:0;»
Apzy+ Ayr, + Az, = o0.

En éliminant x, et x, entre les équations (r) et (4)
Ann. de Mathémat.. t. XVII. (Janvier 185q.) 3
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. x . . . .
on obtiendra les ;3 des points d’intersection de la droite
4
avec la surface; on arrive ainsi a I'équation
(5) My z; + 2My, 2,z + My z; = o,
aprés avoir posé
| Myjy=a, A:;; —+ ax Al + ay A}, —2a,A5 A,
— 2a3 Ay Ay — 205 A Ay
M,=a, A;‘ —+ a, Af‘ -+ ay Ail — 2a,; Ay, Ay
(6) —2a,, Ay Ay — 2a, A A,
M, =a, ApAu—+anA A+ Ay Al ,—a,AxA,

—@pAyAy—a Ay Ay—a Ay Ay
—ap A Ay —ax A, A,

Or, sil'on désigne par V le déterminant

Gy Ay, Gy Qg My N,
] Ay Ay Ay Ay My Ny
| Ay Ay Qyy Ayg NG 11y
l Ay Qqy Qg3 Ay My 1
''m, m, my my 0 O
|

m, my m; my 0 O

oua, ,= a,,,, on constate, par un calcul facile, que

dv
(7) t M o)
M ‘ dav

w = + Wm

Par suite, I’équation de la projection sur le plan x; x,
pourra s’écrire

av av dav

(8) —al —2——— 2,2, + — x| = 0.

On trouverait, par un calcul semblable, pour les équa-
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tions des projections sur les deux autres plans coordonnés

Cdv . dv av _,

‘ 2-;‘;32—2%;1‘,.2‘—*-%1‘ = 05
\9) b av ,  av av

(ﬁ“xl——zmx,l‘—&—-&z-‘x‘zo.

Avant de discuter ces équations, je signalerai d’abord
q s 8
les relations

&V AV dV  [dV\?,
EEWZT_EEEZT—<~_>’
d*V ___dV dV " d 2‘
davrdan = anmdan | ai) ;
&V dV AV (dV\®
da,, da _m;ia_“—< ;:> ;

day,

<

(10) v

|

A

~

!

——-sz = (n,m —n,m;

\ day, dag, o

/ ayY ( )1
1) ¢ e = (nym, — n, M, )*;
' day, dag, ’

d* A \
——— = (ny my— n,m, .

. da,, day

. . av ey .
29. PREMIERE nYPOTHESE. o est différent de zéro.
LT

La conditiun de réalité des racines de I'équation (8)
est exprimée par I'inégalité

dv dv dV\?
(EH:> < o.

Si Ton admet que (n,m,— n,m,) soit différent de
7€r0, cetle indgalité pourra s’écrire

day, day,

(remy— n.m*V<o;



(36)

d’ou 'an tireia les conclusions suivantes :

Il 0’y a pas intersection, siV > o;
1l y a intersection, siV<o;

Il y a tangence, siV=o0;

car il résulte de la derniére hypothése V= o que la pro-
jection, sur les trois plans coordonnés, des points d’in-
tersection de la droite avec la surface se réduit & un point
unique.

30. Si T'on avait (n, my; — nymy) =0, 'étude de la
projection sur le plan des x, x, devrait étre abandonnée;
la droite est, en effet, dans un plan paralléle au plan des
X'y Xy (4)

Mais les équations (g) vont permettre de résoudre la
question. Les conditions de réalité des racines seront
exprimées, pour la premiére, par

(nvmy—nym V<o,
pour la seconde, par
(72 my — gy, )2V <o,

Or, oune saurait avoir en méme temps (7 my— nym;) =o
et (ny my— nym,) =o; car alors les deux plans repré-
sentés par les équations (2) seraient paralléles et ne don-
neraient plus une droite. On voit encore, dans ce cas,
qu'il y aura non-intersection, intersection ou tangence,
suivant que V sera posilif, négatif ou nul.

31. On pourrail cependant avoir (my = o et n, = o},
auquel cas la droite serait paralléle 4 I'axe des x, ; la se-
conde des équations (9) donnera alors la réponse a la
question.

Remarquons d’abord qu’on ne peut pas supposer en
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méme temps

o myn;— My;n, = 0,

car les équatidns (2) seraient incompatibles. Partant de
14 on se trouve encore conduit aux conséquences que Je
viens d’énoncer.

. dv
32. SECONDE HYPOTHESE. T est nul.
44

Nous aurons deux cas a examiner.
ayv
Premier cas : ——— Zo.
day, dag, <
La premiére des relations (10) donne, dans le cas
actuel,

av dV\?2
(12) Vio——=—[-—)
day, dag, da,,
et, comme ——— est différent de zéro, il en résulte que
day, day;

Vet %Y- sont nuls en méme temps; Si V est différent de
43 .

zéro, il sera négalif; et on voit alors qu’il y a intersection,
mais 'un des points d’intersection est & I'infini.

- . dv -
Si 'ona V= o, il en résultera 7o =0, etréciproque-
43

Z: . . . .
ment; les ;3 des points d’intersection sont tous deux infi-
4
i av .o .
nis, pourvu que —— soit différent de zéro. Les deux der-
33
niéres équations (10) donnent dans cette hypothése

dVv o dV
—_— ————0;

day, ’ da;, ’

et on voit alors, (8) et (9), que la droite est rangente &
Yinfini ou asymptotique & la svrface.

. . dV
Lorsque, V étant nul, on a aussi ~n =0, on en con-
a3
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clut comme précédemment

dv —0 dV
day, °  da,,

Puis, d’aprés les relations

v_2V_ arv dv dv (dV)'*’

da:: daas da,, day, day,

(13) 3
, v_&v_ dv dv ﬂ)?
(1411.(111,3 1[(1.,(1(1,3 da,, ’

on conclut encore

dVv dvV
- = 0.

—_—=0
da,, ’ da,

Or, le déterminant V fournit les deux équations

dv dVv dVv
S dau Ilzzl—z:-*— llsa}z;ﬁ— ﬂ;(-j—a:: o,
' er dV_*_”1 tV+ dv —0
dal, " da, da,, ‘da,,

qui, en ayant égard aux conséquences déja établies,
donnent

Al

day,

On trouverait de la méme maniére

Donc, les trois équations qui déterminent les points d’in-
tersection de la droite se réduisent a des identités, c’est-
a-dire que la droite est tout entiére située sur la surface.
Ainsi:
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L WV o e LY o
rsque —— = e
orsq day, ’ das, day <7
1l y a intersection, si V<o;
s . . dav.
1l y a tangence & Uinfini, si V=o0 et —— 20;
das,
. . av
1l y a coincidence, si V=o0 et T =0
Ay
. . arv
33. Deuxiéme cas. ——— = A}, =o.
day, dag,

est nul sans que m, et n, soient

av
(o] N
I°. Lorsque .

nuls, ——— sera nécessairement différent de zéro; car
da,, day,

autrement les équations (2) seraient incompatibles.
Si 'on pose

m, n, .
—_—=— =),
m, n,

on en déduit

('4) A, = )\A“\ll"

Introduisant dans les équations (6) et (7) I'hypothése
Ay, = o, ayant égard a la relation (14), et se rappelant

dv
que —— est nul, on conclut d’abord
44

dV -0 dv _
dag, - daazv_

(15

La droite étant parallele au plan des x; x,, il faut
avoir recours aux projections sur les deux autres plans
coordonnés ; les équations sont alors

[ av v _,
i \—2dnx,x‘+%;)\,_o,
(16) '
A% dV
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Si V est différent de zéro, il 'y aura intersection, et V
dans ce cas est encore négatif (10). V étant nul, les équa-
dv

’ day,

dVv o e
tions (10) donnent o= L o, c’est-a-dire que la
42

N . e . .dVv . pps .
droite est tangente a I'infini, si — estdifférent de zéro.

. da,
av , . ) . .
Supposons T =0 le déterminant V fournit les équa-
22
tions
‘ dv dv dv +n dv o
ny— — 4y — —— ==
! 1 da,, + da,, + da,, ! day, ’
' v . dv 4V 4V _
n, — — —_— —_— .
V' day, i da,, s da,, fdau ’
or on a déja
v dv _ 4V _

=05

da ’ dag, > day,
&1 § .

on a, en outre, d’aprés les équations (13) et (15},

v dvV
day, " day 07
donce
dv
da,, =%

c’est-a~dire que la droite est tout entiére sur la surface. .

. Ainsi .
a:v 17:A"

Lorsque av _ o =oet 2 o; alors
q da,, ~  dagda, daydag, <
A '
—=o0. Et
da,, °
11 y a intersection, si V<o .
. 1V
1l y a tangence, i V=0 et —— 20;
da,,
. dv
1l y a coincidence i V=0 et —=o0.
da,,
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34. HI°. Supposons (m, = o, n, = o), alors

arv _ v —o v _
day, day, - day, day, ~ °  day day, -

b
c’est-a-dire que
A,=o0, A;=o0, A,=o.

Introduisons ces hypothéses dans les équations (6), il

vient
i% =a, A},;
. s
— Za‘; —=a, A, A‘,‘.
Or %,Y_ =o0; d’un autre cdté, A,y ne peut pas étre nul;
44

car alors les équations (2) seraient incompatibles; on a
donc

. dv dVv
(18) a,=o0j; par suite i

La seconde des équations (10) donne, en outre,

dv

— = 0;
dag, ’

et 'on vérifie immédiatement que

o0 aj a, 6 O

Az QAzz Ay My Ny
dv

day,

Ay Qg3 Ay My N = 0.
m; my 0 O
o n, nyj O O

Les deux premiéres équations des projections ne sont
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plus aptes & décider la question; c’est qu’en effet la droite
est alors paralléle a 'axe des x,. Mais il reste la troisiéme

équation
2 — + av . 0
— r, X —_—r, = .
day, '™ da, !
La troisiéme des relations (10)
dV )\ 2
(19) V(m,nJ—-man,)’:——(a-t—z:)

dVv .
nous montre que V et o s’annulent en méme temps ; et
day, L

si V n’est pas nul, il est nécessairement négatif.
Nous serons ainsi conduits aux conséquences suivantes::

Lorsque <£I—K =0 v =o0 v =0>7 alors
dag ’ day, da,, ’ da, dag
dav dv
Z[; =0, -(—I—a: = OI, et

Iy a intersection, si V estdifférent de zéro;

1 Dy av
a tanger.ce S =0 e —Z20;
y ° ’ da,, <
. . dv
Il y a coincidence, si V=—o0 et ——=o0.
da,
. Y
35, I° St —2o,
&
Réswmé.
11 y a non-intersection, lorsque V >>o;
Il y a intersection, lorsque V< o;

Il'y a tangence, lorsque V —=o.

. dV
o ——
II°. Si T = o,

Il v aintersection, lorsque V est différent de zéro.
N. B. Dans ce cas, V est toujours négatif, et I'un des
points d’intersection est i I'infini.
Si V=o0:
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. av
Premier cas. ——— 2o,
day, day,
e av
1l y a tangence & Uinfini, lorsque —2o0;
das,
L av
1l y a coincidence, lorsque = o.
i da,,
. d*V
Deuxiéeme cas. ——— —=o,et ——— 20
day, day, day, dag,
o dav
1l y a tangence & Uinfini, lorsque —-2o0;
’ day,
. dv
1l y a coincidence, lorsque -— = o.
- Ay
aVv , .
N. B. Dans ce cas —— est nécessairement nul.
dayy
. N 'V d*V
Troisiéme cas. ~ = 0, et ——— =0,
da,, dag, day, dag
e av
1l y a tangence a linfini, lorsque Ja- 205
i
Lo dV
1l y a coincidence, lorsque — =
a,
dv Vv
N. B. Dans ce cas — et — sont nuls.
ddyy Ay

36. On pourra dire, plus simplement,
Il 0’y a pas intersection, si V> o;
1l y a intersection, si V<lo;
Il y a targence, si V=o0;

pourvu que, dans le mot #angence, on comprenne
I’asymptotisme et la coincidence.

Remarque. Lorsque la droite est tangente, il est facile
d’obtenir les coordonnées du point de contact. Si l'on se
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reporte, en effet, aux équations (8) et (g9), et qu'on y in-
troduise I'hypothése V = o, on trouve

20) 5=V, =27 _dv _av
(20) mi=p=s m=_om s=gom ae=o

. ‘ - dv .
On voit que, lorsque ~— est nul, le point de contact
A5

est a l'infini.

La suite prochainement.

NOTE BE M. LEBESGUE.

Trouver un triangle dont les cétés et la surface for-
ment une équidifférence en nombres rationnels x , x —i-—y,
X+ 2y, x+ 3y.

La question admet-elle des solutions en nombres en-
tiers?

L’équation du probléme est

=PRI )

=2 B+ 3 (= =7,

ou bien

f=(z+y) \/3_(‘3':12

x4+ 3y

4=x(.+z)\/3x(;+“§?.

Posanty = xz,
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Soit
: 3i—z)_p
1+3z ¢
(p, q étant premiers entre eux), il vient

Lr(rre), 2 (e p).
=y \rse) TS e v

Comme

. __4g __ 8rq
TEY=p T a3y
on en déduit facilement que la seule solution en nombres
entiers est donnée par p =g=1,donxr =3, y=1.
Cetle solution a été donnée t. XVII, p. 395.

QUESTIONS.

(ComMUNIQUEES PAR M. VANNSON)

459. Aux deux extrémités d’une droite AB on éléve
deux perpendiculaires AC, BD de longueurs données;
puis on insére entre AC, BD un certain nombre p —1
de moyennes géométriques, et on les dispose entre AC
et BD parallélement a ces deux lignes et a égale distance
les unes des autres : en unissant par des droites les extrémi-
1és m, m', m”, ete., de ces paralléles, il en résulte un po-
lygone AC mm'm"... DB, qui devient (4 la limite p =0 )
un trapéze curviligne : trouver la surface de ce trapéze.

460. On donne un triangle ABC, et deux points X, Y
en ligne droite avec le sommet A; on joint les points
X, Y avec un point quelconque O de BC par les droites
OX, OY qui coupent AB, AC en des points M, N : dé-
montrer que la droite MN passe par un point fixe quel
que soit le:point O.
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461. Démontrer que la série

1 1 1
I.2.3...IZ+2.3.4...(Il+l)+3.4.5...(ﬂ+2)—f-“.
1
(r—1)1.2.3...(n—1)

est convergente et a pour limite
kel

Ce qui donne la formule
I S S 1
- Ty — o= ——_i’
AL AT AT (n—1)An
en désignant par A"+ le nombre des arrangements de
(72 4 1) leures n a n.

PROPRIETES FOCALES DES SURFACKS DU DEUXIEME ORDRE
I'APRES M. HELLERMANN (*)
(voirt. XV1I, p. 242);

Par M. DEWULF.

Je conserve la notation de M. Hellermann.

Par 1out point d'un ellipsoide passent deux lignes de
courbure et deux plans osculateurs a ces lignes. Les deux
lignes de courbure sont déterminées par les deux hyper-
boloides homofocaux a I'ellipsoide qui passent par le point
considéré, ct les plans osculateurs aux lignes de cour-
bure sont les plans tangents aux hyperboloides.

Soient done

2 e 2
(1) ST+ g=1
I'équation de Pellipsoide donné, (x, y, z,) un point M
de cette surface.

(*) Ces admirables propri¢tés appartiennent a M. Valson, professeur
de Faculté a Grenoble; il les a ¢énoncées et démontrées dans une thése
remarquable soutenue a Paris en 18555 nous y reviendrons,
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En remplacant dans I'équation (1) a*, 8%, ¢* par a*—u*,
b* —u?, c* — u?, u ayant la valeur de I'une des deux ra-
cines de I'équation

2 2 Z? x? 2 2
a’iu’+ b’)-’L u7+c’-—lu’:a—;+;)’_;+'c—’l’

(2)

nous aurons les équations des deux hyperboloides homo-
focaux qui passent par le point M. Désignons ces deux
racines par u} et u?.

Dans les équations des plans tangents a ces deux hy-
perboloides au point M, faisons y = o et z = o, et dési-
gnons les distances OP et OQ par « et 3; nous aurons

' — u, a® — u}
ac::-_a—_ﬁ—", p=——1
x, Z,
d’ou
(3) wp=tm Ol u)tan,

x,

Dévcloppons en simplifiant I'équation (9)

uwt— (a4 b ¢ — a2’ — y — 2 W - (a* b+ atc'+ bt
J— (},v + ¢ ) xr? ’
L =o.
(e
— (a*+ b%)z?
Tirant de i 42 + u? et u?u? et substituant dans 1’é-
quation (3), il vient, aprés simplification,
(@ — b)) (a*— )
R— Py .

a

Désignons par o, et f3,, a, et 3, les longueurs qui corres-
pondent & « et 3 sur les axes des y et des z, nous trou-
verons, par de simples changements de lettres,
(a2 — b) (0 — &)

b ’

1|p|='—
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et

wpy =l =0 (@ =)

cl

Le produit «f3 est indépendant de xyz ; donc les points
P et Q marquent sur 'axe a des divisions en involution
dont O est le point central. Les points doubles de ces
deux séries sont réels et sont situés de part et d’autre du

Wa?———b;)w On sait que ces
points doubles divisent harmoniquement les segments dé-
terminés par deux points correspondants.

ay, 3, étant négatif, les points doubles sont imagi-
naires sur l'axe moyen &; ils sont réels sur le petit axe c.

Si par les points F et F' et par I'intersection de deux
plans osculateurs on méne deux plans, les angles qu’ils
forment entre eux sont partagés en parties égales par
les plans osculateurs.

Cela résulte de la théorie des faisceaux en involution.
Dans un faiscean de plans en involution, il n’existe que
deux plans correspondants rectangulaires, et ces plans
sont les plans bissecteurs des angles des plans doubles.

Les normales 4 la surface menées par les ombilics
coupent évidemment le grand axe aux points F et I'.

Les coordonnées des ombilics sont

a’ — b? b*— ¢?
.r:I(l\/”-—!-:—?;a ) =0, Z-:it‘\/aﬁ_c’,

et le rayon des sphéres focales est

centre a la distance

R=".

a
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THEOREMES DU CASIER ET DU TREILLIS.

Théoréme. Soient Ay, A,, A, trois groupes de plans
formés chacun de n plans; leurs intersections donnent
lieu a des cases ayant n® sommets par lesquels passent une
infinité de surfaces d’'ordre n; chacune jouit de cette pro-
priété. Désignant par p,, p., ps les produits respectifs
des n distances d’un point de la surface aux plans A, , A,,
A;; on ala relation linéaire

)\|P| +)~7P2+)~3P3 = 03

les A sont des constantes.
Démonstration. La méme que pour le théoréme

(t. XVII, p. 441), qu’on peut nommer théoréme du
treillis , dénomination que M. Poncelet m’a indiquée.

APPLICATION DE 1A NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir p. 33);

Par M. PAINVIN,

Docteur és Sciences.

§ II. — Conditions pour qu’un point soit intérieur & une
surface du second ordre.
37. Je dirai qu’un point est intéricur a une surface

du second ordre lorsque de ce point on ne peut mener
aucune tangente a la surface (*).

(*) Ainsi dans I’hyperboloide a une nappe, il n’existe pas de points in-
térieurs. Tw.

Ann. de Mathémat., 1. X VI, (Février 1839.) 4
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<. a % % . .
Soient =, a—(f, = les coordonnées d’un point fixe, ct
%y TN

(1)

;m.-r. ~+m,x, 4 my x; 4+ mxy = o0,

nxX, —+ N, Ty 4+ nyxr; 4+ 7, ;=0

les équations d’une droite quelconque; on exprimera que
cette droite passe par le point donné, en écrivant les équa-
tions
(2)

{'m, o = my o, -y ;4 mye; =0,

oy nyan -+ nyay -+ 0, =9,

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que si
une droite était tangente, le déterminant V est nul, et

réciproquement (n° 35).

. . . 2, oy o .,
Nous exprimerons donc gue le point =, —, — est inté-
oy oy o
rienr, en écrivani les conditions pour qu'il n’y ait aucune

valeur des m;, n; qui puisse annuler le déterminant
a, ap, ag a, mpn,
Ay 4y Ay a, m: n.

a3 Ay Az Qy My Ny

(3) V=
Ay Qg Ay Gy Mg Ry
m, m; m,; m; O O
n. n, ny n,2 O o
ou

a,;=a.,,

et en ayant égard toutefois aux relations (2).

Désignons par ¢ le premier membre de 1'équation dc
la surface, par X,, X;, X;, X, ses demi-dérivées par
rapport aux variables x,, x,, a3, x,; puis, parg,, A,,
A;. A;, A, ces mémes expressions dans lesquelles on aura
remplacé a, , xs, X3, X, Tespectivement par o, , oy, ot3, &4 5



on aura les identités

Ai=a, o +apa,+asa; + a,oq
= a, % -+ @y % a3 23 + a0
Az = @y &, - @y & + Ay3 @3 - @y %
=@ &) + Ay %o+ A5 3 4 Agp 045
Ay =ay % + @z, + ay a5 + a;; %
=ag; oy - Gy + A0 - Ao
A, = a5 2y 4+ Qg 0 —+ Qg3 %3 - Ay oy
= Ay Ay kg - A3 0 - A 245

o = A+ 2 Ap+ oy Ay + a  Agl

38. Maintenant multiplions la quatriéme ligne du dé-
terminant V par o,, et ajoutons-y les trois premiéres
multipliées respectivement par a,, o, @, il viendra, en
ayant égard aux relations (2) et (4),

a V=

a, a. a; ag; m n
ay Ay Qy a m;, n
Ay, Ay Ay Ay My 1y
A, A, A, A, o o

m, m, my; m O

n, n, n, n, O O

Puis multiplions la quatriéme colonne de ce dernier dé-
terminant par «, et ajoutons-y les trois premiéres respec-
tivement multipliées par «,, 4, o;, on obticndra défini-

tivement

a, a, a, A m nr
a, a, ay; A, m, n
ay ay, ay Ay omyon
A, A, A, 9 0 o

m, m, m O O O
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En développant le seccond membre de 'identité (6),
aprés avoir posé

‘ Y= R, My — nymy,
(7) I'.yZ:”Sml_nl”’f:,
Ys=nm, — n,m,,

ay a. a, A,

Ay Ay ay A,

l

(8) R

Ay ay  ay A,
A, A, A:: Fo

on tronvera

W= d*R y1 d*R Y d'R 5
day, day, day, da,, da,, da,,  °
, d*R - d*R o
\f)) ‘ —?(m)z)“; - (1};?—(;,”'* MR
d*R
T day da,

On voit, d’aprés les équations (7), que si I'on peut
déterminer pour y,, y,, ys des valeurs qui ne soient
pas nulles toutes trois et qui annulent le second membre
de Iéquation (g), il en résultera toujours pour les m,,
n; une infinité de valeurs qui rendront la droite (1) tan-
gente a la surface.

39. Avant de discuter Péquation (9), je vais indiquer
plusieurs relations d’identité, dont la vérification est fa-
cile, et qui peuvent s’obtenir immédiatement en appli-
quant aux dérivées partielles du déterminant R la for-
mule générale déja citée

a*P 4P dP dpP dP

= —_—
dagg da,, ., da,; du,, ,, da,,, da,,,

(10) P
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et en ayant égard a l'identité
d? P d? P
(11) =—
da, da,,, da, da,

(Brioschi, Théorie des Déterminants, p. 10).
Ces relations sont les suivantes :

dR _ 4R 4R 4R \:
.‘ Y day,  day, da,, day, day, day da,, )’

dR __ d’R d*R d*R \?
%Ta;_dandau da,, day, da, da,, ’

dR &R 'R ( d'R )

| %(_i_(;:: da,, da,, da, da;, \da, day
(12)
dR _ d*R d*R d*R d*R
g0 da,,  da, da, dayda,, ' day,da,, da, da,,,
dR d*R d*R d*R d'R

P dan  dan day, day da,, | da., day dayday’

\ dR _ d'R d'R d*R  d'R
\ P dan — da, day, danda, | daypda,, da, day

2R
PREMIERE HYPOTHESE. -
da,, day,

est différent de zéro.

40. L’équation (9) pourra s’écrire de la maniére sui-
vante, en formant le carré par rapport a la variable y,,

R &R d°R IR\,
e day, day, =5 day, day, day, da,, - day da,, 2
d?R d? R d2 R 2 .

* | Zaw day, da,, day, \dandas) |7

” d*R d*R d*R d?*R
da,, day; da,, da,, + day, da, day, da,, | A

ou
&R d'R R
' day, day, 7 day, day’)’ " day, da,;”*

Y

5
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ct si I'on a égard aux relations (12), elle prendra la forme
définitive

Ly @R
‘" day, da,

%

(13)

\

dR dR, dR
=Y+ ¢ (Es Yi—25—02)s+ ;—yi)~

da,, QA

Nous distinguerons alors plusieurs cas.

dR
41. PreEMIER cas. -
32

11 viendra, en formant le carré par rapporta y,,

est différent de zéro.

dR dR (dR)’

. d*R dR da,, da,, da,,
22V e — Y2 er
%4 da,, da,, 1 % da,, Yz + 9 dR T
da,,

aprés avoir posé

dR dR dR

day, ' dayp”* " day "
Enfin, si 'on a égard a I'identité

d*R dR 4R dR \?
RS frar (2R
(14) day, das, da,, das, (daas) ’

I’équation précédente s’écrira
R d*R
d’R dR _. da,, day,
-5 = Yz ey Y‘ ——— 2®
da,, daaz P day, : P dR T

da,,

(15) a1V

Or, pour que le second membre de cette équation ne
puisse pas s’annuler, il faut et il suffit que tous les
termes soient positifs, puisque le premier est essentielle-
ment positif, En cffet, il ne pourrait alors devenir nul
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ue pour y; =y, = ys= 0, ce qu’on ne saurait admet-
tre, car, dans ce cas, les équations (1) et (2) seraient in-

compatibles; et 'on sait qu’il passe toujours une droite
par un point donné.

Donc, pour que le poiat soit intérieur lorsque
d*R > dR

—— 20 e —2o0
da,, da,, < dag, <7

il faut et il suffit qu'on ait:

dR
19, ?oa>o’

d*R

2", —

da,, da.,
dR

42. Seconp cAs. — est nud.

day,

L’équation (13) donne alors

d*R

dR dR :
2V ——— =7Y? —_— g — .
i d[h: da;;;z YI + fo <!Z'au J’;, 2 dau 3 J’5> ’

ou, en ordonnant par rapport a y;,

(dR >2
d*R dR da.
{10 'V —mm =Y’ 4 9, — Y2 — i 2
\Ib) &% v da“ da“ Yl Po da“ Yz Po dR J2
da,,

Ici

dR . _dR 4R

da,, ' dan‘ya (la“]"

On voit que le second membre de I’équation (16).con-

dR
— ne¢ sera
da,,

pas nul, et, par suite, il sera toujours possible de I'an-
nuler.

tiendra toujours un terme négatif, tant que
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dR _
day,

. dR
la relation (14) nous montre que R et .- sont nuls en
23

A s , @R
méme temps, puisqu’on a supposé ——— différent de
da,, da,,
zéro. L’équation (16) se réduit alors a

g &R _ L, 4R
“ danday, # da,

(r7) Y:.

. . . dR |,
Le point sera intérieur si, da,, étant pas nul, le pro-
. dR e o dR e s
duit ¢, Za., &t positif; si 2o, rait nul, on pourrait évi-
demment annuler le second membre de I'équation (17).
Donc, pour que le point soit intérieur lorsque

d*R
daydag, <
et
dR
da33 =0,

il faut et il suffit qu'on ait:

1°

R—=—o,

dR
2°, Po dan>0'

SECONDE HYPOTHESE 4R est nul et 4R
¢ o day, day, da,, das,

est d{ﬁ'érent de zéro.

43. L’équation (9) donne, en formant le carré par
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rapport a ys.

d*R
2 f— Y!
« v da,, day, '
d*R 2 . d’R d*R d* R )z'] .
- (da”da” it da, da,, da, da, da,.da,) s
d*R d*R d*R ad*R
da, day, day,da,, + day; da,, da, da,;_ I s
oun
, {2 R d*R d*R
(18) Y, ‘

- duy, day, S day, da|2yl B da, da,, s

et, en ayant égard aux relations (12),

d*R
PRI VAR
A“ da, day,
(18)
—y 4 dR 2_-211'1‘{ +(lR 2\).
- o da:myl da, s danyz,

oy . ., . dR
Or, de la premiére des identités (12), il résulte que g, T

est négatif; par conséquent, le second membre de I'équa-
tion (18) renfermera toujours un carré précédé du signe
moins; et, par suite, ce second membre pourra toujours

, dR
s'annuler tant que — ne sera pas nul.
day,

Soit donc

dR
da,, =%
d'ou il suit (n°12)
d*R
day, da,,

= O’
et réciproquement ; I'équation (18) devient

a’R dR dR »
22V —m 00— — = Y? 2 ’
B v da” da‘.m Y‘ - Ly <d(l||y3 2(l(l|.\ b )

/
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ou bien encore

(riR )‘
d*R dR da

2 — V? T 13 2,
(19) &V g = Vit o Vi—a——m=

da,,

day,
On voit que le second membre de cette derniére équa-

. . . . dR
tion contiendra toujours un ierme négatif tant que ——
(K]
\ Kl
ne sera pas nul, et dés lors on pourra I'annuler.
Soit

dR

— = 0;

da,, ’
cette hypothése jointe a

dR

—_——0

day, ’

ct introduite dans la formule

20) A*R_ dR dR dR \?
(2 da, day,,  da,, da, da.J>
donne

{21) R =o;

et I'équation (19) se réduit a

.o &R dR
(22) a?V ~Y'+%3;:

'V —— Y:
' da, day,

2

. o, . dR ,,
Le pOlnt scra interieur s 3 k—l- n etant PaS nul, Ie PrO‘.
ay

duit R est positif; si R était nul, on pourrait évi
it @y — est positif; si — r i-
$o da,, P 7 da,, ’ p
demment annuler le second membre de I'équation (22).
Donc, pour que le point soit intérieur lorsque

d*R d*R

—_— =0 ¢l — 20
day; da,. da, da, <"’



il fauy et il sutlit que :

o dR — 0
r day, ™’
20, R=o,

dR

o —_—

3e. Po da. o
TROISIEME HYPOTHESE.
d*R d*R d’R o .
2 =0, — =0, ——— différent de zéro.

da,, day, ’  da, das, ’  da,, da., ﬁ

43. L’équation (9) donne, en ordonnant par rapport
Ay,
d*R
Ty
S %4 da,, da,, ]
/ d?R * dZR 2
— V2 __ 2 __ 2
(3) | =Yi— (o) 7t = (o) 7
e @R 4R R 4R
s s _d."u da,, day, da,, daty, dﬂlﬁ da,, day ?

aprés avoir posé

d*R d’R d*R

Y, = fy — —_— -
= danday”' T dandan’' " daydan’

Or les relations (12) conduisent a

dR d*R\?
N dam <da,, da.s) ’
dR d*R \?
%E—:— <dal', dan) ;

ce quil montre que <R t R t négatif;
e mtre Y gy — €t T, —- sont négatifs.
1 juc go da,, 7" da,, €8



( 60)
On voit, d’un autre cdté, qu’il sera toujours possible
d’annuler le second membre de I'équation (23).
Ainsi, dans cette derniére hypothése, le point ne sau-
rait étre intérieur.

Résumeé.

3 &y & , . .
44. Si =, =, =, sont les coordonnées d’un point, et si
(7R PR 3

les quantités Ay, A;, A;, A,, g, et R sont définies par
les équations (4) et (8),

Pour que ce point soit intérieur, il faut et il suffit
que :

o . dR > . A
Ie. Si da. < > on ait (en méme temps )

dR
s Po Fa; > o,
' d*R
da,.das,
.. dR . .
e, §i 22— o, il faut qu'on ait
day,
d’abord R=o,
dR . d*R
%d_a;>o’ o daz'zdasn<0,
puis ou

dR . d'R
. %o d_{l,,. > o, S1 d———an da:;_ 0.

Lorsque ¢, est nul, le point est sur la surface; dans
toutes les autres circonstances, le point sera extérieur,

La suite prochainement.
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THEOREMES DIVERS
ET PROBLEMES SUR LES COURBES PLANES

(voir t. XVII, p. 443);

Par M. J. STEINER.

13. Tratorkme X. p est un point dans le plan d'un
triangle ABC. On peut circonscrire au triangle une co-
nique P2, et y inscrire une conique P}, qui aient chacune
pour centre le point p. Les deux coniques sont toujours
de méme espéce, deux ellipses, deux hyperboles ou deux
paraboles. Si dans les deux coniques les produits des
axes sont égaux, le lieu du point p est formé de deux
courbes du troisiéme ordre, savoir :

1°. P?: les trois asymptotes passent par le centre d¢
gravité du triangle ABC et sont des tangentes d’inflexion,
et paralléles aux cotés du triangle. Les trois branches
hyperboliques de la courbe P? sont dans les espaces exté-
rieurs au triangle et touchent ses cotés au milieu; P? est
le lieu des centres des hyperboles.

2%, P?: cette courbe est formée de deux parties; 'une
fermée, ovale, et I'autre consiste en trois branches hyper-
boliques ; I'ovale est dans 'intérieur du triangle et touche
ses cotés au milieu, et a chaque point de cet ovale cor-
respondent des hyperboles ; les trois branches infinies ont
pour asymptotes les cotés du triangle circonscrit au
triangle ABC, parallélement & ses cotés, et sont situées
dans les angles de ce triangle; chaque point de ces bran-
ches correspond a des ellipses; 'ovale est dans I'intérieur
de Tellipse, qui touche aussi les trois cotés des triangles
aux milieux A’, B/, (',
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Les trois segments de l'ovale, au-dessus des cordes
A'B, B'C, C' A, sont équivalents, de méme que les scg-
ments de D'ellipse.

14. Prosiimes. Quelle est Uaire de Tovale?

15. Quel est le lieu du point p, lorsque les deux co-
niques doivent étre semblables? Le lieu est-il formé
d’une ligne du quatriéme ordre et de quatre droites?

16. Tatorime. XI. Soientun triangle ABC avec une
conigue P* circonscrite et une conique inscrite P, et
ayant méme centre p, il y aura une infinité d autres
triangles inscrits et circonscrits simultanément (Pon-
celet) ; soit A, B, C, un quelconque de ces triangles, m le
centre d’un cercle circonscrit a ce triangle et r le rayon ;
a, 3, 7 les perpendiculaires abaissées du centre commun p
aux trois c6tés du triangle A;B,C,; a, b les demi-axes
de P2, et a, b’ les demi-axes de P, on a la relation

2rafy =aba'b'.

A’, B’, C/ étant les milieux des cotés. Soient a, £/, 7'
les distances de p aux c6tés du triangle A’B’C/, on a la
relation

fro B’y = a2 b
17. Si
a=b=r,
alors
20&[37 = a, bl (mibl);

de 1a ce théoréme :

Tatorime XII. Si du centre p d’une ellipse on décrit
un cercle d’un rayon égal a la somme ou a la différence
des deux demi-axes, on peut inscrire une infinité de
triangles dans le cercle et circonscrits & 'ellipse.
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Observation. Steiner considére ensuite e cas ou le
cercle est inscrit et Pellipse circonscrite.

18. Tutorime XIII. Le lieu des centres des conigues
semblables circonscrites & un triangle donné est une
ligne du quatriéeme degré ayant les milieux des cotés
pour points doubles ; I’enveloppe de ces coniques est
encore une courbe du quatriéme degré ayant les som-~
mets du triangle pour points doubles et n’a que quatre
tangentes doubles.

Il n’y a pas deux coniques homothétes.

Quel est le lieu des foyers? Quelle est I'enveloppe des
axes des coniques?

19. Tutoreme XIV. Les lieux des centres des coni-
ques semblables inscrites a un triangle est une ligne du
quatriéme ordre; si les coniques sont des ellipses, la
courbe lieu des centres est formée de quatre branches
ovales. 8i les coniques sont des paraboles, lu courbe se
réduit & quatre droites dont l'une est située & Uinfini,
et les trois droites passent par les milieux des cétés du
triangle donné.

Quelle est 'enveloppe de ces courbes? le lieu des
foyers? 'enveloppe des axes?

En général, on peut inscrire dans un triangle quatre
coniques semblables a une conique donnée et homothétes
avec cette conique; ainsi toutes les comiques inscrites
peuvent se partager en groupes chacun de quatre coniques
homothétes. Si ce sont des ellipses, alors les quatre cen-
tres dans un groupe sont les sommets d’un quadrilatére
complet dont les trois couples de cotés opposés passent
par les sommets du triangle.

Le produit des demi-axes de ces quatre ellipses est le
méme pour tous les groupes et égal a la quatriéme puis-
sance de I'aire du triangle donné.
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Ces quatre ellipses touchent chaque coté en quatre
points a’, &', ¢/, d’, dont deux b’, ¢ sont entre A et B; a
de lautre coté de A et d' deVautre coté de B; et 'on a

Aad' =Bd, Ad =Ba', AV =B, Ac=BPJ.

Désignant ces quatre distances par ao, b, , ¢o, do, et les
distances des quatre centres au coté AB par e, , es, €3, €4,
on a

ayb,c,dye e, e, e = A,

A est Vaire du triangle.

Sil'on circonscrit au triangle quatre ellipses ayant res-
pectivement méme centre que les quatre ellipses homo-
thétes inscrites , le produit des demi-axes des quatre el-
lipses circonscrites divisé par le produit des demi-axes
des ellipses inscrites donne un quotient constant.

Mémes propositions pour I'hyperbole.

RECTIFICATION
Dans la rédaction de la solution géométrique de la question 296

{voirt, XV1l, p. 402);
Par M. DE JONQUIERES.

Ligne 8 en remontant, il faut lire :

Les quatre premiers sont les points P et les quatre
autres sont les points P’ qui répondent & I'énoncé général
du probléme, lequel semble ainsi admettre quatre solu-
tions.

Mais les quatre points d’intersection, etc. (I faut
intercaler ici tout le dernier paragraphe de Uarticle;
page 403, depuis la ligne 7 jusqu’a la ligne 22, et ter=



(65)
miner par le paragraphe qui commence au bas de la
page 402 par ces mots: Quant a la construction des
points p, ¢, etc.)

SOLUTION DES QUESTIONS 455 ET 456

(voir t. XVII, p. 434);

Pax MM. Camaries DOLLE, ne ComriicNE,
S. CUENOD, vk Lausan~e, er ASTIER, pr Lyon.

Question 456.

Dans un plan donné par ses deux traces, mrener une
droite telle, que ses deux projections ne forment qu’unc
scule et méme droite_ (solution graphique).

La droite demandée est évidemment l'intersection d’'un
plan perpendiculaire aux deux plans de projection avec le
plan donné.

Soient PQ et QR les traces du plan donné; menant un
plan pgr perpendiculaire aux deux plans de projection,
Pintersection de ces deux plans est la droite demandée. Les
projections de cetle intersection se confondent avec les
traces du plan pg:; en rabattant ce plan sur le plan ver-
tical, la droite demandée se rabat en A’.

Note. La solution de la question 455 étant intwitive,

2" ’
nous ne I'insérons pas. -

Ann. de Mathémat., 1. XVII. (Février 185¢.)

(%4
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 458

(voir tome XVII, page 463);

Par M. DE MONTEBELLO,
Eléve de mathématiques spéciales a V'institution des Carmes
(classe de M. Gerono ).

La limite de

1 1

1
et —-

(1
(1) r+1 T rta on

estl2pourn =o . (CarArLaN.)
Je pose
n= 2"
m pouvant étre quelconque, mais 2™ restant toujours
entier. Je cherche d’abord la limite de I'expression (1)
quand m devient infini en restant entier.
Posons

I 1 1 1 1 I I I
A= -+ s+ e i b e —— —_—
TSyttt Gy

B—1 X+] l+l I+l+ + I L
- 2 3T 4B T8 g T T am T gt
on aura
I I I
A—B=1+4—+z—+...4+—>
2 3 om
donc

1 1 1 1
B:A—(n+-+—+...+ +—->,
\ 2 3 om—7y 2™

B— 1 + + + 1 + I
- (2m+' 2Mm 4 2 e oM+l g om+l :
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Ceci est vrai quelque grand que soit m, et a la limite, B
devient 123 on aura donc

lz:lim( LR . +...+L>,
n+1 n+2 n-+4+3 2n )
2 étant toujours une puissance entiére de 2.

Maintenant je vais prouver que la limite est la méme
lorsque m devient infini en passant par des valeurs quel-
conques , mais 2™ ou 7 restant toujours entier.

Remarquons d’abord que lorsque 7 augmente, I'expres-
sion (1) augmente. Remplacons, en effet, n parn + 1,
cette expression devient

i 1

1
-+ +...+— -+ 5
n—+ 2 n 4+ 3 2n 2n 4+ 1 on -4 2

P'accroissement qu’elle subit

I ) 1 1

+
20 + 1 2n + 2 n+1
est positif, car il est plus grand que

1 1 1
+ —
2nr 4 2 242 n-1

qui est zéro.
Cela posé, supposons m compris entre deux nombres
entierspetp + 1.

1 1 1
+ — .+
2M 4~ 1 2% + 2 om+1

sera compris entre

1 I i
-+ e —_—
Y T

et
1 1
2P+ 4= 1 + 2p+’+|

o

Py =y

&
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Les deux derniéres expressions ont pour limite 125 done,
la précédente expression, qui est constamment comprise
entre les deux auntres, a la méme limite. Donc enfin on a

I 1 1
lim — o — =12,
Kn+1+n+2+ +2n>
Note. MM.  Siebel, de Lausanne, Hatterer, maitre
répétiteur a Clermont, Astier, de Lyon, Martelli, de
Milan, ont adressé des solutions 4 peu prés semblables
a la précédente; celle de M. Siebel est en allemand.

SOLUTION DE LA QUESTION 455

(voir t. XVIE, p.434):

Par M. MICHAUX,

Eléve du lycée Charlemagne.

1 11 1
L(IZ—}—!)<—;+;+§+...+;<I +L(n 4+ 1),

L = log népérien.
(ScuLomivLcn.)

En désignant par x une quantité posilive comprisc
entre o el 1, on a la série convergente a termes alternati-
vement positifs et négatifs

x x? x®
L(y—|—-.r):-]— > 3 ey

d’ot 'on déduit pour x les deux limites

r>L(1+ 1), x<L(|+x)+'_;:.
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On aura donc généralement, si p est positif et supérieur

a,

0 L(r+1§)<,§<L(.fé)+i.Fg.

Remplagant p successivement par 1, 2, 3,..., n dans.ces
inégalités (1), ajoutant membre 4 membre les nouvelles
inégalités obtenues, et posant, pour abréger,

L<l+:>+L(l+l> +...+L(l+-l->
1 2, P
1
:2.L<l+—>,
P

on voit que

Or

et la somme des logarithmes de plusieurs quantités est
égale aux logarithmes du produit de ces mémes quan-

tités, on aura donc
I
L (x + —)
r

:L(l—i—-l-)+L<1+l)—’r—...+L<1+—l)
1 2 n




Ainsi

Cela posé, les termes de la série
1

1 1
-l—2+§-+-..-+n21

prolongée indéfiniment, peuvent étre groupés ainsi

S R R PR e A

( +[(2,),+ )

et comme l'on a généralement

I
i
— e 2% ¢ ——
(21:) +- +(2k+1_1)7< (2Ic): 2
on voit que la somme des termes de la série (2) prolongée
indéfiniment est plus petite que la somme des termes de
la progression géométrique décroissante indéfinie

I
—- .

LI
8

_ + —_— —_
v 2 4
et eomme cette derniére série a pour somme 2, nous

avons enfin
1 I

l+ I
—%—'-I-— +;2}<I

2t1?  2°
Donc on peut écrire

L(rz+x)<%+i+...+,—:<l+L(n+l)

€. Q. F. D.
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Remarque. On voit que la série
1 I ¢
1-2+;;+'”+;l_’+“"
. . m?
prolongée indéfiniment a pour somme 5 Donc on pour-
rait remplacer la limite supérieure 1+ L (n +1) par la
.2
limite plus faible L (n + 1) + % (*)-

Note. MM. Cornet, éléve du lycée Saint-Louis (classe
de M. Briot), et Gérard, éléve de linstitution des
Carmes (classe de M. Gerono) ont résolu & peu prés la
(question de la méme maniére.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 453 ;
Par M. ASTIER, pe Lyow.

Dans la formule connue

1 1
logp=Ilim [ —— ot —
gP n—+1 + + pr
considérons la suite

1 1 1
S"—H-i_kn—i— 1+'“+(/.‘+n)n'

On a évidemment a la limite
logp =8, +...+ S +...+S§,.

Si 'on fait la somme deux & deux des termes équidistants.

(*) Cettle remarque appartient 2 M. Michuux,
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des extrémes, le numérateur sera constant et égal a
kn+ (k—+1)n
le dénominateur sera toujours plus grand que

kr< (k+1)n

A+n~+1)n|?
| ==

k41 2
G 1) <8< T s

4

ct, en remplacant n +1 par n, ce (ui est permis, a la
limite

ct plus petit que

Donc

2 2k 41
2A~+1< k<£(l+x)

(i)

Iogp>£+...+}o

ou, a fortiori,

Donc

et

1 1 I
lOg}J<;+§+§ ...

P _ l 2—]) ; e p — l 2
d’ou 'on conclut

log(n+1)<%+é~+...+-:;<l+logn.
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SOLUTION DE LA QUESTION 354

(voir t. XV, p. 459);

Par M. e D" J. DEL BECCARO,

Ancien éléve de ’Ecole Normale de Pise.

Soient les équations

z’ — px* 4 qx — r=o (racines «, ', «"),

2 —paP+qx—r =o (racines B, p, B"),

et posons

e b —— ——
D=1 o g D,=|1 & ﬁ”i D,=|1 o« ﬁ"i
1 o p// I o p/ f o ﬁ {

1 oa f | B3 ﬁ” [ ﬁ”|
Do=|1 « | Di=|1 « p —_—in g
I Ou” p” I a" 1 0(” p l

A=27r + 44¢° - 18pgr+ 4p5r—-/1“q?,
A — 27,’2 +4(]'3_ 18[7’(1' r/+4P/3’/ _plquz.

Démontrer que I'équation suivante en ¢

tfe+ (p*—3q)(p"—3¢"))

-5 Va(ar ) =¥ (7) =
a pour racines les quantités — D}, — D;, — D;, — D,

— D;, —D;. (Micaaer Roserrs. )
Du développement de la quantité Dj,

o= (prpl — 4 M)+ 2pp'z — 3z
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M=p'q +p"q—3q¢,
ct z, exprime la fonction

zl — aﬁ + al ﬁl + “I/ Il’
on déduit ceux de D, Di, D}, D, D} en y échangeant z,
N 23, 23, 24, 35, Zg, qui sont les valeurs différentes que
peut prendre la fonction z. Laissant les « et changeant [/
cn 3" et wice wersd pour z,, ete.

Puisque z,, z,, z; peuvent étre regardées comme ra-
cines de 'équation

z3——pp’z’+Mz——§(N——\/AA’) =o,
¢l z,, 25, 25 de I'autre équation
i S—
z“——-pp'z’—-i—Mz—;(N + \/AA’):O

(voir Nouvelles Annales, M. Roberts, t. XV, p. 77), on
peut calculer, par la théorie des fonctions symétriques,
les coefficients des deux équations suivantes
£t 22D} + DD+ D} DD =o,
£ +2:D;+ DD+ D;D;D; =o,
qui ont pour racines — D}, — D}, — D} et — D}, — Dj,
— D2,
Xz, = Pp,a
iz} =p'pt—2M,
22,2, =M,

3z, 3, :pp’M-——%(N—-\/ZX’),

13022 =M? — pp' (N — \/ﬁ),



(75)

zlz‘:z:\:é(N —_ \/A“Al\,

) I —
22,2,20=_ pp' (N — yaa'),

M (N — yaa'),

>z'zlz !
=% 8% = T
2

(N — yaa’)’s

(202: 2, =

N~

on obtient
D=3 (pp"* —4M) + 2pp' iz, — 33z}
=a2(p*—3q) (p"—39"),

DD =3 (p'p” — 4M)+ 4 (p'p" — (M) pp' £ 2,
—6(p*p'* —4M) 23 +4p*pPiaz
—6pp'iziz.+9iziz, = (p*— 3¢ ) (p' —3¢');

D!D’ D!
=M (p*p" — 4M) + pp' N (9M — 2 p?p'?)

—_ 34—7—(N2 + AA') + YA, <322N —gpr'M + 2p"‘p’3>
" 27 ’ 7 ! ’ ’
=—4"— -4—AA + Vaa 3 (27N— 18pp'M + 4,13,)-‘),
désignant par A’ le discriminant de I'équation
zi‘—pp’z’-i—Mz—%N:o.
Mais au moyen des expressions

da dA’ A ¢
= o7 =4 (29N —18pp' M+ fp*p"),

v [ dA'\? dA\?
/r:__: - ’ iy — AA/
A :bl_A (dﬂ) —+ A (dr> 108 ]
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(voir Nouwvelles Annales, 1. XV, p. 78) la fonction
D2 D2 D; devient :

pip:pi=— %va(%7 )~ vE (7) ]

De méme les quantités 2D}, ZD; D;, D;D; D; s’expri-

ment de la maniére suivante :
3D} =1Di,
1D;D? =3DDi,

D!DID} =—A"— % AN — \BA7. L 5 (2IN—18pp' M+ 4pp")

== (@)~ @)

De sorte que les équations en ¢ deviennent

tle+(p?—2q9)(p*— 24"}

) ()]

et sont satisfaites par les quantités — D}, — D;, — D3},
—D;, — D, — D2, comme il fallait le démontrer.

Corollaire. L’équation dont les racines sont les déter-
minants Df, D3, D3, D2, DZ, D? est

tfe— (p*—2q)(p"— 29}

() 2vm ()=
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SOLUTION DE LA QUESTION 443

(voir t. XVII, p. 262);

Par M. A. TERQUEM,

Fléve du lycée Saint-Louis (classe de M, Faurie).

Par un point fixe donné dans le plan d’une conique
passe une sécante mobile, trouver le lieu géométrique
du point d’intersection des deux normales menées 4 la
conique aux deux points ot la sécante coupe la conique.
Quel est le licu lorsque le point fixe est un foyer?

Démonstration. Prenons le point pour origine et rap-
portons la courbe A des paralléles aux axes principanx;
I’équation de la conique sera de la forme

(1) Ay’+ Ce? +~Dy +~ Ex+ F =o;
'équation de la sécante est
¥y =ar.

Les abscisses x’, 2" des points d’intersection seront don-
nées par les racines de I'équation

(2) z'(Aa*+ C)+z(Da+ E)+E = o.
Les ordonnées de ces points ont pour valeurs
¥y = ax,
]” —_ a.l‘”’

Les équations des deux normales qui passent par les
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points (x/, y'), (x”,y") sont de la forme

2Ay' +D
f—f'=m,—ﬁ(z“x')»

s 2Ay"+D
T = e E T )

Pour avoir les coordonnées des points d'intersection
de ces droites, égalons les deux valeurs de x et aussi
celles de y, on obtient ainsi deux équations qui donnent
les coordonnées X et Y du point d’intersection en fonction
de (z, ') (2", y") et du paramétre variable a. Rempla-
cant y' et y” par leurs valeurs ax' et ax”, on trouve

(2A2" +D)(z — 2')+ (2C2" + E) ax’

3 2Cz' + E
(3) (2Ax”+E)(x—.z") (2€z" +-E)a.z‘
2Aax" + E
puis
' (2Cx' + E) (y — ax’) + (2Aax’ +~ D)2’
i s 2Aax’ + D
(4) ' __(2Cx" +E)(y—ax")+ (2Aaz"+ D) 2"

2Aaxs” + D

Les égalités (3) et (4) peuvent se mettre sous la forme
suivante :

| 2AEa(x — 2’ — z")+ 4Caz’' 2" C—A (x ) —

| +2C[Ea(z'+ ") -—Dz]+E{Ea— 0
2CD[y —a(z'+ 2"} +4Aa’z’ 2" (A C) (' — 2") =

—+-2Aa[D(x’+x”)-EJJ+D(D—Ea)% =0
Ces deux équations divisibles par (2’ — x”) ne contien-
nent plus que la somme des racines (x" —+ x”) et le pro-
duit x’ x”, auxquels on substituera leur valeur tirée de
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I'équation (2)

Da+E YA F

v e — 2= —
e VN i ey,

Chassant le dénominateur, on obtient deux équations
du troisi¢éme degré en ordonnant par rapport i a :

s @’ [AE(2Az + E)] + a*[ADE — 2CD (A z -+ E)]
(5) { +a[2ACEx + {CF(C— A)+E*(2A — C))
— CD (2Cx +E) = o.

@*[AE (2Ay + D)]
+ a’[4{AF (C— A)+ D*(A — 2C) — 2ACDy |
~+a[2ACEy + DE (2A — C)]
—CD(2Cy+ D) =o.

’élimination de a entre ces deux équations donne I'é-
quation du lieu qui semble devoir étre du sixiéme degré
d’aprés une formule donnée par Bezout; mais elle ne monte
qu’au troisiéme degré, a cause de la symétrie des coeffi-
cients.

Sia, b, c, dsontles coefficients de la premiére équa-
tioneta’, b/, ¢, d’ ceux dela seconde, 'équation résultani
de I'élimination sera

[(ab").(bc')y — (ac')* + (ad').(ab’)](cd")
— {(ab).(b) — (ac').(ad" ) (b)
+ [(ab) (cd') — (ad'F) (ad) =0 (*).
Chacun de ces déterminanis (ab’— ba’), (bc'—cb'), etc.,

ne monte qu’au premier degré parce que les coefficients
des termes du second degré sont égaux deux a deux et de

(*) Bezour, Théorie générale des équations algébriques, p. 301 ; 1779, Yai
donné cette indication. Tw.
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signes contraires; donc la courbe cherchée est du troi-
siéme ordre.

2. Cherchons ce que devient le lieu lorsque le point est
au foyer.

L’équation générale est, en prenant pour axe celui de
la courbe et 'origine au foyer,

Y4+ 2 (1 — k) —2pkix — p*k*= o,

p désigne la distance du foyer a la directrice et k le rap-
port des distances d'un point de la courbe au foyer et a
la directrice.

Faisons, dans les équations (5) et (6),

A=1, C=01—4#), D=o,
E=—opk, F=—ph,
la premiére devient
& (pk—x)—(1— )z —12pkt=o,
et la seconde
a*y — apk® + (1 — A*)y = o.

Eliminant @ entre ces deux équations, nous aurons
1 =3 =0 — ) (pk — x)x — 2pk* (pk* = x).
Le caractere

B'— 4AC=— 4 (1 — 34 (1— &)

donc la courbe peut présenter les trois variétés des coni-
ques et est de méme espéce que celle dont elle provient.
Si ’on prend pour équation de la courbe

ay*+ b (xr —c)P—a’b? = o,

, . . . c
I’équation du lieu deviendra, en remplacant & par - ct
a
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1/
p par %,
(7) ((y’(b’—?.c’)’+a’ b*x* — cx (b' + 2a8?)
7 { ~+ 26 ¢ = o.

La coordonnde du centre est

x = (o + 2a’).
2a?

Le grand axe et le petit axe s'obtiennent en prenant la
moitié de la différence des racines de I'équation (7) et en
mettant la valeur de X dans la méme équation, Y don-
nera le petit axe.

Ainsi
c(2a®— b?)
e
b — be (2a* — b?)

2a(2c¢ — b?)

a =

H

Pour passer de I'ellipse a 'hyperbole, il suffira de chan-
ger b? en — b, )
Pour une parabole dont I’équation est
y'=p(2z —p),

I'équation du lieu sera
h
Y —_
y=(z—p).
Note. Sidans I'équation (7) on fait

Y=o,
on trouve
X = 2C;
ainsi la conique passe par le second foyer.
Annulant une des quantités A, C, D, E le lieu devient
une conique.

Ann. de Mathémar.. t. XVIIL (Mars 1859.) 6
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SUR LA VALEUR DE LA SOMME

I

+bm+-—+ +——’

lm
a, b,. ., [ éant les termes d’une progression arithmélique croissante ;
Par M. LEBESGUE.

Maintenant que les dérivées sont introduites dans les
cours de mathématiques, et que par suite les aires para-
boliques et hyperboliques se déterminent en passant d'une
dérivée a la fonction primitive, peut-étre conviendrait-il,
a Yarticle des séries, de déduire la régle de convergence
etde divergence de la série

_+ SR +4m ... & Pinfini

de la considération dc 'aire d’un segment compris entre la
o 1 .
courbe d’équation y = =0 I’axe des x et deux ordonnées.

Tout en obtenant la régle de convergence et de diver-
gence, qui reste la méme quand 1, 2, 3,..., sont rem-
placés par a, a +Jd, a+24d,..., 'on aurait la valeur
approchée d’un nombre limité de termes consécutifs.

i 3 . ..
Pour y = = (coordonnées rectangulaires), 'aire est
) z g ’
l
]O" -
° a

A T, .
poury = — I'alte est

1 1 1
m—1 | a—" |

Si maintenant on fait /=a—+- (n —1)J, etque'onnomme
Y13 X2y ¥33e++s ¥ les coordonnées équidistantes qui répon-
dent aux abscisses ¥, =a, ry=a+9J, ry=a + 27,...,
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x,= a + (n— 1)d, I'aire du polygone formé en joignant
les points de la courbe qui correspoudent aux abscisses
iy Lay. .., L, SCTA

3 I \
[+ 4. .-+y..]—;3(y. “+ Ya)e

Cette aire se compose, 1° de I'aire hyperbolique déter-
minée plus haut ; 2° d’'une somme de segments formés par
les cordes qui unissent les sommets consécutivement deux

\ . . . 1
a deux, somme toujours bien plus petite que 5 (y1—24)s

ce qui se voit immédiatement sur la figure. On aura, en re-
présentant par S cette somme de segments, 1° pour m =1
1

1 I
)’|+.72+-..+)’,.:;+z -+ ... -f——/-

_l’l 1 IS ll L
'2(2*‘7)“”3 +yles g

2° quel que soit m
quel q

1 1 ) v/ 1

am I
1 T 1 I
+5SF sy e )

Pour m =1, I et log/ devenant infinis, la série
1 1 1 s . , . .
-+ ~+-—-..., prolongée indéfiniment, est divergente.
a c
1 1 li=m

(m—1)8 mdev}ent s(x—m)’

c’est-a-dire infini aussi bien que /, il y a encore divergence.

Pour m <1, le terme —

1 . .
Pourm >1, = tend vers zéro, et il y a convergence

quand / tend vers linfini.

Cette démonstration, qui est bien connue, pourrait
&tre introduite dans les Eléments. Si je la donne ici, c’est
pour avoir occasion de faire remarquer qu’ily a un vice de
rédaction a la page 465 des Nouvelles Annales, 1858.

6.
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La formule & cmployer est celle d’Euler :
ALB
4_n’+ 6nt~ "’
ou C=o0,577,...; A, B, C... étant les nombres de Ber-
noulli.
La formule exposée plus haut donne

T 1 1 1
I+-—+5+...4+=-=C+logn+——
2 3 n 2n

T 1 1 I
I+—-4+s4+...+-=0,54+1logn +—+S.
2 3 n 2n
En négligeant S, la valeur 0,5 + logn+;‘; différe

peu de celle d’Euler.

Comme on a aussi

1 1 1
l+;+...+;:0,5+loga+2—a+sl,
d’ou
1

I 1
I+ =-4...4 =o0,5+loga—— +8S;;
2 2a

a—1

il en résulte

1 1 '
_+‘.~+_:——]()ga+logrz+—l— +S—S8,
a n 2a a2n

et

1 I I
= eed——=1 4= 4.. +
2 n 2 a—1

1 1
1 - —S
+ oga+logn+2”—l—(s S,).
Pour a = 20 on aurait, en négligeant S— 8§, ,
L4 -=0,5 1 !
l+2 ;——0, 77...—i—obn+2—”,

qui différe & peine de celle d’Euler. Mais cette derniére a
Pavantage d’étre un cas particulier d’'une importante for-
mule générale, qui introduit dans le calcul des séries les
nombres de Bernoulli (Calcul différentiel, chap. V).
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QUESTION D’EXAMEN A L’ECOLE POLYTECHNIQUE (1858);
Par M. BEYNAC,

Professeur.

8¢ Uon fait tourner un angle droit dont le sommet est
sur une courbe du second ordre, et que dans chacune
de ces positions on joigne les points d’intersection des
cotés de 'angle avec la cowrbe, par des droites, toutes
ces droites vont se couper au méme point de la normale
a la courbe passant par le sommet de angle droit.

SOLUTION.

Si on rapporte la courbe a la tangente au sommet
fixe et 4 la normale qui passe par le méme point, son
équation est

(1) r*+Bxy+Ca*+Exr=o,
car la courbe passe par Dorigine, et pour x=o, y doit

passer deux fois par zéro.
Soit y — mx = o I'équation de I'un des cotés OA de

Iangle, y + %x = o est celle de 'autre coté OB.
Le produit
(2) y‘——(m—i>xy—x’=0

m

représente le systéme des deux droites OA, OB. La dif-
férence des équations (1) et {2) est celle d’un lieu passant
par un point commun aux deux premiers. Cette équation
est

(B-—{-m—”l—z-> xy—}-(C—l—x)x!_*_E‘r:o.

Divisant par x, on supprime x = o qui représente P'axe
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des y, et I'on a

n

<B+, - l) y+(C+1)z+ E=o,
ou I'équation de la droite AB. Pour y = o, on trouve

E
r —= — -——— == constante
CH1

et indépendante de m, ce qui justifie le théoréme.

Remarque F. On déduit de la un moyen trés-simple
de construire une normale ou une tangente en un point
donné d’une courbe du second ordre en ne faisant usage
que de I'équerre.

Remarque II. Le résultat précédent s’appuie sur ce
seul fait que dans I’équation (2) le coefficient de x* est
constant et égal 3 —1. Or ce coefficient provient du pro-
duit des coefficients angulaires des droites OA, OB. Le
théoréme subsiste lors méme que ’angle AOB n’est pas
constant; il suffit que le produit des coefficients angu-
laires des droites qui forment 'angle soit constant. Clest
ce qui arrive quand le point O est le centre d'une courbe
du second ordre et qu’on méne par ce point des systémes
de diameétres conjugués.

Remarque III. On voit aussi les avantages qu’il y a
a rapporter une courbe i la tangente et 4 la normale cor-
respondante.

Note du Rédacteur. Le théoréme appartient a Fre-
gier (Annales de Gergonne, t. VI, p. 229, 1816; Nou-
velles Annales, t. 11, p. 186, 1843 ). Il y a un théoréme
analogue pour les surfaces du second degré. En général,
toute corde inscrite dans une conique enveloppe une co-
nique, lorsqu’elle est vue d’un point fixe sous un angle
constant (Poncelet); ce point étant sur la conique et
I'angle étant droit, la conique enveloppe sc réduit a un
point,



(87)

NOTE SUR LES EQUATIONS DU QUATRIEME DEGRE ;
Par M. Micmaer ROBERTS.

Jai lu avec beaucoup d’intérét les remarques que
M. Lebesgue vient de publier dans les Nouvelles
Annales (t. XVIL, p. 384-391) sur la résolution des
équations biquadratiques, et aussi la Note de M. Aron-
hold qui se rapporte au méme sujet. Dans ce qui suit,
je me propose de faire voir comment la solution de ce
dernier peut étre ramenée a celle d’Euler. Pour cela je
donne 'énoncé du théoréme suivant sur les déterminants,
qu’on peut démontrer facilement. Soit

Z, Zg Lp—y T,

x, X Tn T
A= | x5 x, x, x,

e eiee e cee

Zn X Lp—z Lp—i

On sait que A a pour facteurs les valeurs que prend la
fonction

Tt 02+ 02Xy 4. .. ey,

en substituant pour o successivement les racines de 1'é-
quation

(*) Si les z;, z,,..., , sont disposes symétriquement, alors il faut
que n soit un nombre impair.
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Considérons maintenant P'équation
az' 4+ fbx’ +6cx*+ fdx + c =0,
ct posons
o ="b'—ac,
12a@*p—=ae — 4 bd + 3¢,
84\ = ace + 2bed — ad?*— eb* — &,
l=— )+ V"= 5,
m :—l——s/)’—_uﬁ,

et si A représente le déterminant de M. Aronhold, on a
(en écrivant dans son équation 8 au lieu de 3)

N S
a
——I%—-m% - —li,
a T4 a®
L L
—m* 4 - =3
ce qui donne
1 dA__ +6
a de %% :

Mais si 6, 6,, 05 sont les racines de I'équation
A=—o,

nous lirons, en vertu du théoréme que je viens d’énoncer,

o+

1

—_= 1 4+ m®,

a

0 L :
-;f-:wl”+w’m’,
6,

N !
=l wm?

Y

(» est une racine cubique imaginaire de l'unité), en
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sorte quc

1 [/dA L L
;<Tl>‘=—-m+l3+m3,
1 [daA L :
—_ | — ) = — 3 im?
e <(”>2 T+ “+w'm®,
da 1 1
ﬁ(\z]>3:—m+m’l“+wm".

Or les seconds membres de ces derniéres équations sont
précisément les racines de la réduite du troisiéme degré
dans la méthode d’Euler.

APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir p. 49);

Par M. PAINVIN,

Docteur és Sciences.

§ IlI. — Intersection d’un plan avec une surface du
sccond ordre.
45. Soient

2 2 2
A, Tl Han T, a2t +a, x4+ 20,070,104 20,2,
(1 =0,
20 (O X 2Ap Xy Ty 2 Ay Ty T+ 20, T3 X4

I’équation d’une surface du second ordre, et
(2) M T A My Xy~ My Ly =+ myx, = 0
Péquation d'un plan.
L’élimination successive de x, et x, cntre les équa-

tions (1) et (2) donnera les projections de la courbe d'in-
tersection sur les plans des x, x5 et oy .
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On wrouvera ainsi, aprés avoir posé
a, a, ay ay m
Ay Ay Qy3 Ay M,
(3) T = | ay ay a;; a;y my ol a,;=a,,,
Qi Gy Q3 (g N

my, my, my my 0O

pour la projection sur le plan des x, x4,

/ d*T . d*T , 4T .
X a7
day day, * day day, da, day, i
a*T d*T
(4) 2 2 L3 — 2 Ly

—_—— 22—
da, day da ;s da
d*T

2 —————— 1y Ty = 0;
da,, dag, ?

ct pour la projection surle plan des x, x,

i d:T ) d*T . d*T "

dayday "' " dagda,” ®  da,day "’
. 1:T d*T
5 (g —— " px
(o) da [{a”x, s 2([(133(1(1” Tl

d*T
—_— =o.
da, day Ty

46. Je vais donner d’abord les développements
coeflicients de ces deux équations
o d*T
day, day,
AT
da, day,
aT
da,, dagy
T
d*T
:{(l;‘ da

==e—a, My — Anni 4 24, mym,,
=—a,ml—aym,+ 2a;m m,,

2 2
= A My — Q33 M, = 2023 N, N,

2
=—a,m,—ay,m’+ 2a,,m my,

= — anmi— agmi+ 2a;m,m;.

des
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| 4T .
! m = a, mym; 4 dyymny— a,,m Mz—— @;3M, Ny,
[ a*T
da,; da
d*T
da,; das,
\ dzT
da das,
d*T
day, da ;,
d*T
| day, da,,

=y m,my—+ a,; m§ — My My = Qs3I0 My,
2

=a, mym; = QM| — A2 I, My — A, N, N,

— 2

= Qo My QMY — Ay My My — oy 1N My,

= a, mym; 4 ay;m} — agm mg— a;m m;,

== gy My My A Qg M — Qg My My~ Ay 11, M3

Les relations d’identité que je vais écrire se déduisent
des formules générales

P dP dP dP dP
da,; da, - LE,—, da, da,,, da, ’
7) ( P d*P
da, da. ~— - da,, da,

On a en premier lieu
[ T 4*T =-(1_T__ dT <dT>”
day, day,  dayy day,
d*T dT dT (dT

dayda, da,, dag

, A g
AT dT dT dT \?
da, day ~ -da,, da da ’

day, day,; ~ day, das,

i da,, da;, = m da,

)
)
i
)
)

d*T dT dT [ dT
( a;

| T _ 4T 4T _ [dTY:
da,, das,, :l:;,—‘ da,, (( a,,
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On aura, cn second lieu,

N S
— da,, ~ dayday, dayday,
,dT  &T &7

&*T 2
- day da, ’

4T d'T

&T \*
" da,,  day, day, day, day, (da” da“> ’

T a*T

5
da,,da,, das; da,,

LdT T AT d1T O\
- ™ day  day, day, da,, da,, day, dau) ?
dT d*T d*T d*T d*T
(10) { —m\ —= — ,
Y“day — day dug dayday - da,y, day dag dasy,
dT da:T d*T d*T d*T

_.]]2

R? = .
"'da,,  da,, da,, day da,,

3
day, day day, day,

2 dT . d*T d'T T d*T 2
—" day ~ day, day, dag, da,, (.cla“ da,;)
dT a*T d*T d*T \?
(11) { —=my—= — ’
day, — dayday dag da,, day, da
, dT d*T d*T d*T d*T
—_—ny — = 5
*day,~ day, day da, day, ' dag, da,, dagda,,’
, dT d:T a’r a*T \*
—_— N —— J—
2 da,,  da da, da, da, da, dasy )’
! , dT d*T d*T d*T d*T
(12) o=y —— = ’
da,,  da, da, day, da,,  da, day day da,,
’ . dT d*T ad*T d*T d*T
U —m

da,  da, day, da, da,,

\ L dr AT d*T

da,, day, day,da,,’

13) « —m}—= -
(13) { s da,,  day da,, dag day,

d*T \*
da da,,

Enfin je rappellerai les relations suivantes qui résul-
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tent de la propriété fondamentale des déterminants :

m,—dl+m,£r~+mr3 irl;+m,-d—T.—_-0
day day, day, day, ’
aT daT dT aT
im,m+m,2—‘l—2;+lll,7[—‘;;+ ,‘E—o,
(r4) AT AT dT dT
m,da”—i— ,‘m—l- 3ﬁ“—l-m‘d‘y:o,
dT dT dT dT
. m, d'—‘“ -+ m’da,, ~+ m; da,, -+ my da,, =05
d*T d*T ., d*T
m m -+ m, 11(14; da; m; m = o0,
- d*T d*T d:T
(15) i day da,, e da day B da da,, s
d:T a1 d*T
"™ avday, " " day day, T " dayy day,

Ces préliminaires élant posés, nous allons discuter les
équations (4) et (5).

R ' . d'T e ,
PRrEMIERE HYPOTHESE. ——— est différent de zéro.
da,, day

41. En formant dans P’équation (4) le carré par rap-
port a la variable x,, on obtiendra

X’-l—[ &T 42T _( 4T >=] ~ ‘
! day, day da.,day, \dag, das, e ,
4T d'T T\ \
+ I:da33 da,, da,, da,, - <da33 da“> ] T [ =0
_2[ aT d:T d*T d*T ] s
dayda, dayday,,  dagday dag, dag |

aprés avoir posé
d:T » d*T d*T
Iy — Xy — T,
day, da,, = da, dag day, day,

X, =

5
ou bien, en ayant égard aux relations (g),

dT dT dT
2 2 - 2 __ —_— - 2 —_
(16) X} — m] <(la“ x} 2dag. Zy X, 4+ da .1:4> =o.
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Nous supposcrous toujours que m, et m, ne sont pas nuls;

ce n'est qu'a la fin de la discussion que nous étudicrons
ce cas exceptionnel.

dT iy ,
PrEMIER cAs. —— est différent de zéro.

day,
En formant le carré par rapport a xy et en posant
dT dT dT
X p—

— X,= -, ——x
day, " day"’  da, "
I’équation (16) pourra s’écrire

d) dT [ dT )2
, dT X da,, day, (n’a34 :
2 1 {[’[\
day,

x2

1 t dﬂ“

=0,

ou bien, d’aprés la premiére des relations (8),

arT
dT . day d.

(1) Xi—mi =X —m] (:;frﬂf-‘ffzo-
da,

De cette derniére équation, nous conclurons que

. d*T dT | s ,
1) ————— et — étant différents de zéro (*).
/ day, dag da,,
S dT il y a intersection, lorsque TZo,
i — .
day, ’ il y a tangence, lorsque T=o,
il int 1 T a1 >
il y a non-intersec., lorsque T———">0
: ’ 1 day, da, ’
. dT
S'd s il y a intersecti 1 T - <o
a il y a intersection, lorsque T—-—
“ i ’ q day; day; ’
il y a tangence, lorsque T = o.

(*) Ces utiles et beaux criterium, résultats d’une discussion conscien-
cieuse, ne se tronvent, a ce que je sache, nulle part. Twu.
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Lc contact résulte de ce que 'hypothése T=o, intro-
duite dans I'équation de la projection sur lc plandes @y @,
donne aussi un point ou deux droites qui se coupent; car
si 'on fait subir & 'équation (5) les transformations que
nous venons d’effectuer, les coeflicients de x? ne différe-
ront que par le changement de m, en m,.

48. Lorsqu’il y a tangence, les coordonnées du point
de contact sont données par les équations :

m x4~ m, Ty My Xy +m,r,=o0,

@*T d*T d*T

! — Ty — ry=— 0,

{ dandag ' dayday S dagpday T
dT dT

v

Par des transformations faciles, reposant sur les rela-
tions d’identité que j'ai établies d’abord, on arrive aux
valeurs suivantes :

dT dT dT IT
(18) m=-— = =.
day

s = — Ly == - T, =
da,, da,, ' day,

dT
49. DEUXIEME cAs. — est nuld.
day,

L’équation (16) devient alors

. 1 IT
(9)  Xi—mi(fei—agmnn)=o,

day, * day,

et la premiére des identités (8) donne

(20) o @1 =_<dT>

day; day, das,

. dT .o .. R
Si T est différent de zéro, il en sera de méme de T, et
34

réciproquement; et ces deux expressions s’annuleront en
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a été supposé différent de zéro.

2
méme temps, car
cme Pss day, day,
Lorsque T n’est pas nul, I'équation (19) nous montre
qu’il y a intersection. Lorsque T est nul, I’équation (1g)
se réduit, d’'aprés la remarque que nous venons de
faire, &
T
X} —m}—uz, =o0;
33
mais alors la projection sur le plan des x, x; a pour

équation
, dT
X12 — "1: -{-la—“.l‘? = o0,
en représentant par X', la fonction linéaire
d*T a*T aT

x, — Zy — x,.
da,, day, da da,, day, du,

De la nous concluons que

ll-l' o Al
11 ———— étant différent de zéro ¢t — nul :
( ) day day, 7 day,
Si Tzo, il y a intersection ;
. . . dT
il y a non-intersection, lorsque — < o,
day,
Si T=o, ( 1ly aintersection, lorsque >o,
day,
il y a tangence, lorsque . = O
33

Dans le cas ou T est nul, I'iutersection se compose de
deux droites paralléles, et le contact a lieu suivant une
droite qui a pour équations

&T &7 &T
T, — — e
) \ dandan " dawdag ' day day T
21 !
! &T d&T &T

_ x, — Ty, — 2y == 0.
day; day, dagda,, day; da,,
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SECONDE HYPOTHESE.

d*T
est nul et ————

—_— différentde zéro.
day, day, da,, da,, ﬁ

50. SiT'on remonte i I'équation (4) et qu’on forme le
carré par rapport a xy, il vient

- T\, [T & aT \27
' " \ayday) T danday dayda,, \dapda,) |**

N &T a7 -+ ad*T 4T
- Ti= 0
day,day day,da,,  dayda, day,da;, T2 T ’

apreés avoir posé

4T d*T &*T

= Xy, — Xy — ————
daydag, dayda,, dayday,

| x,.

Or la premiére des identités (9) devient

(22) m’d—T-_: _T 2,
' day, da day,

. dT S ..
ce qui nous montre que ~— est essentiellement positif.
dag,

Sil'on fait intervenir les relations (10) et (22), I'équa-
tion précédente deviendra
dT dT dT ,)
xr,) =o.

3 | — 2 — z?— —_— T, —_—
(23) X1 m} (da“ z;5 2a’a“ r,x‘—l—dan

dT .
Premier cas. —— est différent de zéro.
day

Si I'on pose
dT aT dT

= Xy o Ty
day

X, =
day, day,

puis qu’on ait égard a la seconde des relations (8), équa-
Ann. de Mathémat., 1. XVIIL, (Mars 1859.) 7
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tion (23) pourra s’ éerire

T aT
aT day, day
X! —m? EX;_”‘: da:;Tda“.z:::o.
da,

Nous avons déja remarqué que —— était positif; nous
day,

voyons donc, a l'inspection de cette derniére équation,
qu’il y aura intersection tant que T sera différent de zéro
et tangence lorsqu’il sera nul. D’ou

d*T dT
———— étant nul, et — différent de zéro, et alors it
daglda, ’ day, 7 ’

est positif :

(1)

Il y a intersection, lorsque T Z o0,
Il y a tangence, lorsque T =o.

, . {T
51. DeuxieMe cAs. — est nul.
dag

L’équation (23) devient

. .{dT dT
24) Xf—-m| (ml;— 2-Ja—’:x,x‘) = 0.

La seconde des identités (8) donne

a7 dT \*
25 To——=—f—1.
(25) da,,da (dau>
. dT .
Par suite, T et S annuleront en méme temps, car
24
daT

différent de zéro ése. Si ;
Todan est t , par hypothése. Si T n’est

pas nul, on voit qu'il y a intersection.
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T
T=o0, dod — =
) ou day - o,

on déduit d'abord de la relation (22)

T _
da, das,

de la seconde des relations (10)
&T
day, day, -

et enfin de la seconde des relations (9)

- dT
(26) —o

da,,

’

En outre la premiére des relations (8) et la premiére des
relations (14) donneront successivement

dT d7T

—— =0 - == 0,
das, ’ da,, ’

ce qui nous conduit aux équatiohs suivantes pour les pro-
jections de la courbe d’intersection sur les plans des
XaXy €t Xy X5 -

(Xf —m:ir—x‘_o,
(27) , o
27
(X”——-m’ﬂ.t’:o
{ 1 2 da“ 4

Or la derniére des identités (8) nous donne
dT dT _ (dT )r
2

da,, da,,~ \da,

dT
et — sont

uisque T = 0; cecl nous indique que
P q ? q q da,, da"

toujours de méme signe.
1]
7.
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Mais on a, en outre, d’aprés la quatriéme ct la cin-
quiéme des identités (8),

dT _ 4T _
day  ° da,
puis d’aprés (14)
dT + dT
\ Idatz zdaza_o’
(28) ‘
S O S S
L 7 da,, "day,

. y . . . dT dT
On voit, d’aprés ces derniéres relations, que — et —
da,, da,,
’ A s
s’annulent en méme temps. Nous pourrons donc tirer des
équations (27) les conclusions qui forment la scconde
partie du tableau suivant:

d*T dT
— ¢t — étant nuls tous deux.
day, day  dag,

()
Si T2o, ily aintersection ;

. . d
il y a non-intersection, lorsque — <l o,
day,
Si T=o, ¢ il y a intersection, lorsque ;——> o,
23]

il y a tangence lorsque — = o.
y 5 ’ q da,,

52. Pour que les conclusions que nous venons de dé-
duire soient légitimes, il faut que les hypothéses admises
dans ce dernier cas soient compatibles; ou, en d’autres
termes, que les équations (27), qui représentent alors
des plans paralléles au plan des x, x,, admettent les
mémes racines; c’est ce que nous allons vérifier.

Les équations (27), ou mieux les équations (4) et {5),
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deviennent, en ayant égard aux hypothéses actuelles,

d*T . ” d*T z d*T o
et [ e D s i+, =
. ‘ dag, da, ° da,, day, e da,, day, ’
(29 bis)
) o, AT BT,
s U, S — ) —— 2zl =o0.
da, day * da,, day, 2 da,, day, oL °

A

Pour que ces deux équations admettent les mémes racines
en X3, il faut et il suffit que

da:T d*T aT
20) day day day, day, __ day da,,
(29) 4T d'T T
da, day, da,, day, da, day,
Or des relations (28), puis des relations (16) et des rela-
. 1T
tions analogues obtenues en changeant en ;—«. on
4 a3

déduit immédiatement

dT daT dT 1 dT
day, " da,  da, ) day’
aT - d*T a’T 1 d'T |
day da,,  day, dalz’ day da,, ~ X day da,,’
a*T d'T a*T 1 d*T
day da,,  da,, da,, das, da,, = X day, da.,;
d’out 'on conclut
dT d*T d*T
da,, da da,, day, da,,
(30) dT= 2, ——dT—‘)", ———EI—T—-;P.
du,, day, da,, day, da,

Si l'on introduit enfin ces derniéres relations dans les
premiéres équations des groupes (10) et (12), on arrive a

d*T

day, day,
da*T
da,, day,

(31)

Les relations (29) se trouvent ainsi vérifiées. -

N
= A

A
</
T X

‘_n..: K T
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TrOISIEME BYPOTHESE.

d*T o d*T et d*T >
——— = =0 € o.
day, da,,: ’ day, dag, ’ dag, d,3

33. L’équation de la projection sur le plan des x,x;,
qui devient alors

d3’T + d*T -+ d*T z
—— T, X ——X, T —— T
da, da,, e day, da,, T day, das, >
1 d'T .
2 dayday, ‘T
pourra s’écrire de la maniére suivante :
d*T a’zz33 da,.
x,
da,, da,, dan daa‘ “arT
(32) \ da“ da,,
2 a*T a*T + d*T d*T
da, day, day,day ~ dandas, dayda,,
— T xi =o.
da day;

Or, de la premiére des formules (7), on déduit la
relation

a*T dT dT dT dT
(B T G = dag day ey day’
qui fournit, en ayant égard aux identités (9) et (10) et
aux hypothéses admises, la relation suivante :
&T < &T &T  &T a&T )

—miT— 2 .
(34) —mT da, day, da”da“da,,dau+da,,dagada“da,,

L’équation (29) prendra dés lors la forme

m; T R
r,=o,

X, X; + T T 3t
(c}a“ ({(lp,)
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d’ou I'on conclut immédiatement

d*T 4T &T
] . d. ., ¢
(V) dan da., et dandan. étant nuls, et P ifféren

de zéro.
1l y a intersection, lorsque T < o;
{ Il 'y a tangence, lorsque T=o.
Dans ce cas on a

(35) e 41 ___‘< dsT )2’

day, da,, da,,

NPT T [ . .
c’est-a-dire que 7o est nécessairement positif et ne peut
Qs

étre nul.
Les coordonnées du point de contact sont encore four-
nies par les équations (18); la vérification en est facile.

QUATRIEME HYPOTHESE.
d'T 2T a*T

U
~— =0 =0 = 0.
da, da,, ’ da day, 2 day, day,

5%. L’équation de la projection sur le plan des x, xs
sera dés lors

T aT 1 d'T

e Ty Ty e T Xy — = ———
dayday, da,,da;, 2 day da,,

(36) =o0;
c'est I’équation d’une droite. Voyons maintenant ce que
devient la projection sur le plan des x, x;.

Les relations (34) et (35) donnent d’abord

(37) a7

—_— =0 et T=o;
day, ’ ’

puis I'on déduit des identités (8)

dT 4T _  dT _

dag ' da,, > da,,
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des identités (9) ct (10)

(38) m’_d_'ll [T\ 4T __ [ 4T \*
' day, Kda”da,‘ P = \danday ) ¢

i

des identités (11) et (13), ou des formules (15)

a*T d*T d*T
—_— 0 — 0 —_— =0
da, da,, > da,da,, > dayda,,

On voit alors que’équation (5), projection de la courbe
d’intersection sur le plan des x, x;, se réduit a

&T a&T &T
(39) 7—r :

x, Iy + z? = 0;
dayda,, ?

—_—ryr— — ———
da, da, 2 da, da,, *

c’est encore une droite. Le plan coupe la surface suivant
une droite; l'autre droite est a I'infini. Cela aura lieu

tant que T ct
1 Ay day,

ce cas, ils sont nécessairement positifs (35).
Si Pon a a la fois

ne seront pas nuls a la fois, et, dans

dT dT

(‘ia_s; == 0, (—E =0,
il en résulte des relations (35)

&T o aeT o
dayda,,~ ’ dapday,”
puis des relations (11) et (12)

T T

—-—— =0, ———— =0
da,,da,, ’ da, day, ’

¢’est-a-dire que la premiére droite est aussi a 'infini; le
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plan est tangent & Pinfini. Ainsi

(VI) d*T a*T ' T Srant Is
e’ (1A {.
dayda,,’ dapda,,’ dagda, O TS
On a
dT
T=o —
> da,, o
et
11 nt ti 1 e et T t
interse s —— ne son
vain ction, orsqu 2as.  dan, e
pas nuls 4 la fois.
1l yatangence & Uinfini dT dT
y > infini lorsque — = o0 et — = 0.

ou coincidence, da, da,

CINQUIEME HYPOTHESE.

85. Quel que soit le plan donné, un au moins des
coeflicients my, m,, my n’est pas nul; c’est la ligne cor-
respondante au coefficient non nul que nous conviendrons
de placer la premiére dans le déterminant T. Cette pré-
caution étant toujours prise, il en résulte que la quan-
tité m, ne saurait étre supposée nulle.

11 ne restera donc plus a examiner qu’une seule hypo-
theése, celle ou m, est nul, car la valeur de my ne joue
aucun réle dans les discussions précédentes.

Or si my=o0, le plan sécant est parallele a2 I'axe
des x,, il suffit alors de discuter la projection sur le plan
de x, xy, et les résultats obtenus dans les discussions
précédentes se maintiendront évidemment.

56. Je vais maintenant résumer les conclusions qui vien-
nent d’éire établies, en en présentant le tableau sous
divers points de vue.
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II.

III.

a\a:

dT
\\h:

d ‘—,

.\a:

Vo.

Premier résumé.

( intersection, lorsque T2 o,
‘{
| tangence, lorsque T = o.
t { 1 T T >
non-intersection, lorsque o
’ 1 day, day; ’
1 T-—7p 4T <o
intersection orsque
\ ’ 1 day, day, ’
\ tangence, lorsque T =o.
Premier cas. T2o0.................. (intersection.
!
non-intersection,  si )
? RQ: A ’
d*T dT
- ——2 0, intersection(droites),si — > o
day, da,, < ‘ ( ) da, >0
. . dT
tangence (droite), si — = 0;
\ da,,
. . dT
d*T non-intersection, si —— < 0,
day, day . o
Deuxikmre cas. T —=o. A3 day . . . . dT
et { intersection(droites),si — > o,
&u‘ﬂ N\QS
o . . dT
da., da,, zo tangence (droite), si — —= 0}
day,
d:T , , . . dT dT
= o, | intersection(droites),si — et —
day, da,, da,,  da
et nulis,
d*T tangence a l'infini | ., dT X
—=o0 si—=—o0 e
da,, day ou coincidence, da,

ne sont pas
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SOLUTION DE LA QUESTION 460
(voir p. 45);

Par M. R. VERNIER,
Eléve du lycée Napoléon (classe de M. Amyot)

Je prends pour axes de coordonnées les droites AB

ct AC, jappelle («, 8), (&', ') les coordonnées des

points X et Y et (2, y) celles du point O. OX et OY ont
pour équations

y—p=L2L (e —a),
y— ’:E::'::(m—-a')

En faisant x = o dans la premiére équation et y = o
dans la deuxiéme, on trouve, tout calcul fait,

@ ' —_— ‘ZJ
an="L 8
= 167 —ay)
p—r
cn ayant égard i la relation
*_B
o - g’ ’

puisque les points A, X et Y sont en ligne droite.
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L’équation de MN est donc
«—af BB—r) _
(

+z-

C S e (e

ou
(1) ¥ a—n)+rp(B—0)—pF (ar —Ba)=0.

Or le point O étant sur la droite BC, on a la relation

xl
TET=0
d’ou on tire
, be — cx’

Yy = b

En portant cette valeur de y’ dans 'équation (1), on a
une équation du premier degré en x’ de la forme

' (my +nx+p)+m'y +nx+p =o.

La droite MN passe donc, quel que soit le point O, par
I'intersection des deux droites fixes my + nx +p=o
ety +n'x+p'=o.

En supposant que le point O vienne successivement
en B eten C, on voit que ce point fixe est a la rencontre

des deux droites BY et CX.

Note du Rédacteur. X et Y étant quelconques, les
droites OX et OY sont deux faisceaux homographiques;
par conséquent les points M et N forment deux suites de
points homographiques : I'enveloppe de la droite MN est
donc une conique qui devient un point lorsque X, Yet A
sont en ligne droite; le point A devient double.

M. le capitaine Lafonge prend pour axes les droites qui
vont des sommets A et C aux points fixes, et démontre,
par le procédé ordinaire, que la droite variable passe a
I'intersection de ces deux axes.
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 460 ;
Par M. Cemaries FORT,

Eléve du lycée de Toulouse (classe de M. Haillecourt).

Tutonime. Etant donnés quatre points fixes A,B,C, D.
si on prend deux points quelconques M et N sur les li-
gnes AB, CD, qu'on tireles droites NA, NB, MD, NC.
qu’on joigne EF, cette droite pivote autour d’un point

Sixe.

A M B

T A 7
NI Y /
F

Je tire les deux diagonales AD, BC, je joins le point E
a leur point de rencontre, et je prolonge EO jusqu’a sa
rencontre en F' avec AN. Je vais prouver que M, F, C
sont en ligne droite.

Les triangles et les transversales donnent
BCN MD PB.CD.NE=PC.ND.BE,
BCN AD CO ND.BH=BO.NH.CD,
DpoP AB PM OB.DA = DM.AO.PB,
DEH AB DM.AH.EB—EM.BH.DA.
EOH AN EF.AO.NH=OF.AH.EN.

Multipliant membre 2 membre ces cinq égalités et
supprimant les facteurs communs, il vient

PM.EF.OC =EM.OF.PC,
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les points C, F, M, situés sur les cotés du wriangle POE,
sont donc en ligne droite, ce qui démontre le théoréme
énoncé.

Corollaire. Si le triangle MCD est donné et que le
point N parcoure sa base CD en entrainant dans son mou-
vement les droites NA, NB, la droite EF passe autour du
point O, ce qui démontre le théoréme de la question 160.

THEOREMES GENERAUX SEGMENTAIRES, COURBES PLANES
ET SURFACES.

—

1. Soit

N=o

I'équation d'une ligne plane de degré n; par un point A
situé dans le plan de la courbe menons deux transversales.
Soient

@iy A3y Azy - eey Ay

les angles formantles r asymptotes (réels ou imaginaires)
de la courbe avec la premiére transversale, et

By Boeres Ba

les angles que forment ces asymptotes avec la seconde
transversale

P2s Py 5 P5

les n distances au point A des points d’intersection de la
premiére transversale avec la courbe,

95 F25--+5 qn

les n distances au point A des points d'intersection de la
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deuxicme transversale, on a

sina, sina,...sina, Py ps. . p,
sinB,sinf,...sinB, ¢ g....q,

Démonstration. Prenons les deux transversales pour
axes des x et des y; les deux membres de I’équation sont

. o . C ,
cxprimés chacun par le méme quotient % A étant le

coefficient de la plus haute puissance de y et C le coefli-
cient de la plus haute puissance de x.
Corollaire. Si dans deux courbes planes de degrés

quelconques, rapportées aux mémes axes, le quotient —

LA N]

cst le méme, le membre a droite de 'équation est le méme
dans les deux, ce qui donne une relation segmentaire.

Observation. Tant que les transversales ne changent
pas de direction I'équation subsiste; c’est le théoréme
segmentaire de Newton que Carnot a étendu a des trans-
versales formant un polygone.

2. En faisant
dans I'équation

on a évidemment
fx:C(x—pl)(.r—p.)(x—pg) e ('r'—pu)’
P1s Pas- - -» Pn sont les points- racines de Gauss.

Si l'on prend sur P'axe des x, a partir de l'origine, un

point B tel que AB=1r, ona

f(r)=Cl{r—p) (r—pi)-cc (r—pa)s

F—pyy I'—ps,-..., sont les distances points-racines au
point B.
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3. Soient données un nombre quelconque de courbes
algébriques de degré quelconque situdes dans le méme
plan. Pour fixer les idées , nous ne prendrons que quatre
courbes données par les équations en x, y :

P—o,
Q=o,
R =o,
S =o,

de degrés respectifs n,, 125, 1;, 1,, ou 1, est le nombre le
plus grand ; formons cette cinquiéme courbe qui sera aussi
de degré n, :

WP A47:Q 7R 4% S=o0;

les 1 sont des constantes arbitraires. Désignons par p, g, r,s
ce que deviennent P, Q, R, S en posanty = o, alors la
méme supposition donne

Mp g+ r+ ki s=o (1),

P, q, 1y s sontdes fonctions de x seulement.

Désignons par p., g, 75 § ce que deviellnemp, g, 1y s
en prenant x =1; soient a, 3, y, d quatre points-ra-
cines de ’équation (1), on a

M Pu raq, 42y r, s, =0,
)‘112/3 +).,(]ﬁ+ 13",3‘*‘)‘«-"‘3: o,
)\,py -f--)\gq7 +)‘:\r,/ +“Ais,/ = o0,

)‘1p6+)‘276‘+)‘3"a+)“‘cd‘_°'

Eliminant les 2 on a la relation
Pos Tus Tyr S
Pp 9g e S
P,y T, T, S

Déterminant

Pyy dgr Ty S
Amn. de Mathémat., 1. XVIII, (Mars 1859.) 8
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Or tous ces termes sont des produits segmentaires dans
les courbes P, Q, R, S (voir p. 112).

On a donc ici une relation segmentaire générale indé-
pendante des 2 et s’appliquant a toutes les cinquiémes
courbes formées par voie d’addition.

Les quatre valeurs a, 3, 7, d sont susceptibles de six
combinaisons binaires; on a ainsi six de ces relations seg-
mentaires, lesquelles ayant quelques segments communs,
fournissent d’autres relations ou le nombre des segments
est diminué.
ny(ng—1) (ny—2) (n,— 3)

Les n, donnent combinaisons;
1.2.3 4

., ng(ng—1)(ny;—2)(n,—3

on a donc généralement parlant (m=1)( ‘4 )(n—=3)

relations segmentaires.

Remarque. Quatre quelconque de ces cing équations
des courbes étant données, la cinquiéme s’en déduit par
wvoie d’addition. Soit

2P 4+%0Q+mR4+1S=T=o,
on déduit

T Xy
P=r —2Q— =
7 ).Q X

R — ?\JS.
A

4. En prenant seulement deux courbes P=0, Q=o,
ces courbes et la troisiéme qui en dérive passent par
les mémes n4 12, poinls.

Si

n=n=2,

on a trois coniques, ct la relation segmentaire est connue
sous le nom d’involution. Desargues I'a énoncée le pre-
mier pour les trois couples de droites du quadrilatére
complet; Sturm I'a étendue aux coniques.

3. Prenant un point fixe dans le plan de; cing courbes,
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les équations des polaires de quantiéme quelconque, relati-
vement a ces cinq courbes, ont la méme dépendance que
les équations des courbes, c’est-a-dire que 'une quel-
conque peut ¢tre formée par voie d’addition au moyen des
quatre autres; donc le théoréme segmentaire s’applique a
ces polaires.

j—{——: j—; = o est la courbe de degré n, — 1 renfer-
mant les (1, — 1)? pdles de la droite située & I'infini. On
voit que les cinq courbes qu'on forme .ainsi jouissent
encore de la propriété segmentaire.
7. Soient

P=Ay"+ ...+ F,

Q=Ay"~4 ... 4F,,

R=Av:4 ... +F,,

S=Ap=+ ... +F,,

désignant par T la cinquiéme courbe variable, on a

T=Ay“4+ ...+ F,,
d’on (p. 113)
Fo=2F +0F, 4+ F 4+, F,.

Si

F,=F,=F,=T,,
alors
Fo=(M+kh+X%+21)F.
Si I'on prend
Mt =13
on a aussi
¥, =F,.

Alors le produit des distances i l'origine des points-
racines situés sur I’axe des y est le méme dans toutes ces
courbes. Lorsqu'il n’y a que deux courbes Pet Q, on peut
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toujours choisir sur I'axe des y une origine telle que I,
devient égale a ;. Lorsque les deux courbes sont des
coniques, celte origine porte le nom de centre d'invo-
lution.

8. P, Q, R, S pouvant représenter des surfaces, on
vient & des conclusions analogues.

Note. Nous ne possédons qu'une géométric étriquéc ;
quand aurons-nous une géométrie finitésimale, infinité-
simale, embrassant toutc I'étendue? C’est la tiche et méme
le besoin de I’avenir: car la besogne s’allonge et nulle-
ment la vie; les divers genres d’ambitions, forces motrices
intérieures et extéricures de la sociéié actuelle, laissent
peu de place ala vie méditative et méme aux soins de la
vie physique. La limite assignée par M. Flourens restera
encore longtemps parmi les pia desideria. Cependant
cette limite a probablement existé dans les temps pri-
mitifs; elle est assignée de Dieu, cent vingt ans (Ge-

nése, 'V, 3).

QUESTIONS.

462. Dans un tétraédre, le produit des sinus des deux
angles diédres opposés est proportionnel au produit des
arétes de ces mémes angles (MeNTION ).

463. Soit I’équation

A a xS ant T ... H-a,x+a,=o0.
Si
(n—1)ai—(a+2) @ <o,

I'équation a au moins un couple de racines imagi-
naires. (ToepLrTZ.)
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464. Démontrer que I'équation de la sphére circon-
scrite 4 un tétraédre est

Z 2B sin (7, 9) sin (ay, By) sin («d, B88)

sin (a, B) =0

a, 3,7, 9 sont les premiers membres des équations des
faces mises sous la forme

xcosa 4 ycosa + zcosa” — p=o,

(7, 9) représente I'angle que fait la face y avece la face 2,
(eey, By) angle que fait Iintersection des faces o et 7 avee

intersection des faces 3 et 7. (Prouner.)
465.
a.a4+0... at(n—2)8. a-t(n—1)d
¢+ Oa—+420...a4+(2—1)7 % .
242024 37... « %43 :—i—(”ou_‘)[?'l_*—(”_l)sl

s et v aen et e et e s e e e “ s

24+n—18 a...a+4(n—3)0. a+ (n—2)J

Si Von fait

on retombe sur la question 432 (t. XVII, p. 185).
(MicuaeL Roserts.)

466. Par un point fixe A pris sur l'intersection de
deux plans fixes, on méne dans un de ces plans une droite
variable, et dans le second plan, par le méme point A,
une droite perpendiculaire a la premiére droite;) puis
toujours, par le point A, une troisiéme droite perpendi-
culaire aux deux premiéres; démontrer que I'enveloppe
du plan des deux premiéres droites est un cone du second
degré; et de méme la surface écrite par la troisiéme
droite. . (Mac-Curracu.)
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Application a la sphére de centre A. (CayLEY.)

467. Lorsque dans un tétraédre deux hauteurs se ren-
contrent, les deux autres hauteurs se rencontrent aussi.
468. Faire voir que p étant un nombre entier positif

quelconque, on a
mP (P —1#) (mP — 2r)

mP P (mpP — 1P
12,20, 3P

= — —
o=t 1P 17,20
(Bourcer, prof. de Faculié 4 Clermont.)

469. Soit le triangle ABC et D un point sur BC, on
a AA*.CD + AC’ . BD — AD.BC=BC.CD.DB.

SOLUTION DE LA DEUXIEME QUESTION DE M. STREBOR

(voir t. IX, p. 182);

Pax M. GENOCCHI.

Tutorime. 8¢ la fonction
™ x
¥ = log tang (K + —) ’
2

étant développée swivant les puissances de x, donne la

scrie
ry=azx+4 axr4azr 4-ax + ...,

le développement de x, suivant les puissances de y, scra

Z=ay—a)y'+ay —ay....

Car, on a

I

g (7 =) = e (§+3) " (feE)
\ 2,
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il s’ensuit que la fonction

= log t T
- = log tang | -+ —
y=togung (73
changera de signe avec x, et que par couséquem son

développement ne doit renfermer que des puissances im-
paires de cette variable. En faisant

ct substituant les expressions imaginaires connues, on

irouve
R T ST
drmtang o e
V—1 2= 4y
mais
ettt o= eV y—1 ey,
done
— V=1 eV—1—1
V—1 & =
\/—- VeV =
done

VT T = Vore—,
\/-—- 1 41

On voit, par la comparaison de ces deux équations, que
si 'on change x en y —1, on doit aussi changer y en

xy/—1: en supposant donc

y=ax+a,x 4 ay +...,

et remplacant x par y \/—x, y para V—1, on en con-
clura
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Les coeflicients a,, as, as, . . ., rentrent dans ceux que
présente le développement de la sécante, et qui ont été
étudiés par Euler dans son Calcul différentiel, 2 partie,
§§ 224-226. Ils ont beaucoup d’analogie avec les nombres
de Bernoulli. On les exprime de la maniére suivante par
des séries et par des intégrales définies :

”__2(2" 1 1 I
R TR TR TR

o n+1 fOC "'z
r.2...n _Jo P +e—r.z

EQUATIONS RESULTANT DE DIVERSES ELIMINATIONS;
D’arres BEZOUT.

1. Pour opérer I'élimination, Bezout a le premier in-
diquéla méthode des polynémes multiplicateurs, méthode
la plus générale, la plus compléte, la plus philosophique,
la scule qui soit entiérement satisfaisante. Toutefois on
n’en parle nulle part. Cest qu’on ne lit pas 'ouvrage oi
cette méthode est consignée. Auteur d’ouvrages élémen-
taires, modéles jamais égalés en clarié et en élégance,
Bezout a négligé ces deux qualités dans son ouvrage fon-
damental, dans sa Théorie générale des équations (1759),
chef d’ceuvre d’analyse, dont Jacobi faisait un trés-grand
cas, et qui renferme toutes les prétendues nouveaulés en
fait d’élimination, entre autres le théoréme (p. 342,
n° 402), et en partie aussi pour les déterminants (p. 388
et suivantes). Par des questions préparatoires, nous es-
sayerons, volente Deo, dc faire connaitre cette méthode.
En attendant, nous donnons ici quclques résultats qui
scront souvent consultés.
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2. Notation. Les letires a, b, c,..., désignent des
fonctions quelconques, d’'un nombre guelconque de va-
riables (a b') = (ab’— a’ b) ; (ab’ ") désignent des déter-
minants.

R désigne I'équation résultant de I'élimination.

Premier exemple.
axr—+b =o,
adx+ b =o,
(R} (ab')y=o.
Deuziéme cexemple (p. 300) (*).
axr? 4 bx 4- ¢ = o,
aat+bx+c=o,
(R) (ab")(bc') — (ac'P=o.
Troisiéme exemple (p. 300).

ax® 4 bx*+ cx +~d=o,
A+ b a4 cx+d=o,
(R)  gl(ab)(be") — (ac’)' + (ad’) (ab')] (cd)
g—ﬁ[(ab’)(bd’) — (ac’)(ad’)] (bd") =o.
+ [(ad’) (cd') — (ad’ ] (ad’)
Quatrieme exemple (p. 319).

ar? 4+ bxy +cy* + dx + ey + f=o,
dz-4cy+f=o,
d'x+e'y +~f =o,
(R) ¢ (df") 4 (' ¢") (4 f') = b (¢ f) (A f) + a (¢ 'Y =o.
Si
(d'e")=o,

(%) Ces pages sont celles de 'ouvrage de Bezout.
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alors on a
(R) (¢S")=o.

Cinquiéme exemple (p. 325).

axy + bx +cy+d=o,
axy+bx+cdy+d=o,
a’ay 4+ b"r 4+ "y +d' = o.

(R) (ad’ ") (be"d") — (ac’d”) (ab' d" )= o.

Sizieme exemple (p. 326).

ax’ 4+ bxy +rx4-dy +~e=o,
a4+ by +cdr+dy+e =o,
A" by x4+ d y +¢" =o.
(R)  [{abe")(be' &) — {ab"d") (ac! A" )4 (ab' ") (ab' d")} (cd' ¢")
+ (@b’ ") (bd' ") — (al/ d') (ad' ")) (ad' ")
S+ [(ab’ ") (b’ €”) — (ab'c”) (ae’ ") —(ab’ ¢")?]) (bd' ¢")=o0.

DE QUELQUES QUESTIONS D’ANALYSE INDETE‘JNEE.

L

Résoudre en nombres entiers Uéquation x*—ny* =1,
dans laquelle on suppose que n représente un nombre
entier, positif, non carré.

I. Cette question, proposée par FErmAT « comme un défi
A tous les géométres anglais, » n’a é1é, en définitive, ré-
solue d’'une maniére compléte et rigoureuse que par
Lacrance; il en a donné deux solutions; la seconde (*),

(*) Algébre d’Euler, t. 1, Additions, et Théoric des nombres de Legendre.
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fondée sur les propriéiés des fractions continues pério-
diques, se déduit simplement d’une proposition établie
dans les Nouvelles Annales.

11 a é1é démontré (t. I, p. 19 et 20) que

La racine carrée d’un nombre rationnel, qui n’est pas
un carré, est exprimée par une fraction continue pério-
dique, dont la période est précédée d’un seul quotient
incomplet ; et qu’en outre, le dernier quotient incomplet
de la partic périodique est double du quotient incom-
plet qui précéde la période.

On peut donc écrire

1

\/;:a-ﬁ— I
.
e
N 1
e —
. I
) e
N P
q -+ ;
2a—"—a—{—elc.,
ou, parce que 2« - i —a-—{—s/;z—
WP [ T arete.  C ’
(1) \/;:a—-}—— ;
ll"f-z-‘ -
. 1
o+ :
p+- ;
4+ ——
a-{—\/n.

Désignons par %l’une des réduites correspondantes a
I'avant-dernier quotient incomplet ¢ de la période, et

P S - . . .
par I—,;la réduite précédente qui se termine au quotient
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incomplet p; I'équation (1) donnera, comme on sait,

RICE I DEL
Q («+Vr) + P/

d’ou
(Qa+P —Q)yr=Quz+P—Qnr

Mais, Vr étant supposé incommensurable, cette der-
niére équation exige qu’on ait :

Qu+P —Q=o0, € Qa+P—Qnrn=o.
De la

Q—P . Qn—P"r
o = T ? €t a— T
Donc,
Q—P' _ Qn—7",
Q¢ Q7
ct, par suite,
(2) Q*— 2Q*=QP'—1PqQ'.

Q

Lorsque o est une réduite de rang pair,

QP —PQ = ~+1,
Q

et si % est une réduite de rang impair,

QP — PQ = —1;
dans le premier cas les nombres entiers Q et Q' satisfont
a I’équation
x—ny*=1,
dans le second ils donnent une solution entiére de I'équa-

tion

ny? —x?=1.

Or, en nommant A le nombre des quotients incomplets
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a, b,...,p, q, 22, de la période; et I le rang d'une pé-
riode, la réduitc correspondante a I'avant-dernier quo-
tient incomplet de cette période sera évidemment A% : il
s’ensuit que, si k est pair, les deux termes d’une réduite
correspondante a I'avant-dernier quotient d’une période
de rang quelconque, donneront une solution entiére de
I'équation x* — ny® = 1. Etque, si k est impair, on aura
une solution entiére de ’équation, en prenant les deux
termes d’une réduite correspondante a l'avant-dernier
quotient incomplet de toute périnde de rang pair.

Par conséquent, I'équation x* — ny* = 1 admet, tou-
jours, une infinité de solutions entiéres. 11 reste a faire
voir que la régle précédente donne toutes les solutions
entieres de cette équation. G.

La fin prochainement.

SOLUTION DE LA QUESTION 457

(voir tome XVII, page 434);

Par M. J. DE VIRIEU.

La formule proposée est un cas particulier de la se-
conde des formules suivantes :

65—13[1 112
+ — ( + (R +9) (33-5)
2 2 4\i
5755>.4 "
12 2n—22n—2 2n )

+(R+n 3)<-3---§-5...2n+l 2n+3 2n—3
+ .. alinfini, j

+ 38— 4R (R+23)<
R

3

Q.ﬂ
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ct

R-F(Rﬁ-ﬂ<%>2+(ﬁﬂ—2ﬁ(§%)2

(4R +13). - =

| =+ ...AaUlinfini,

ou R et d représentent des constantes quelconques, n une
variable positive croissant indéfiniment a partir de zéro,
et dont les accroissements successifs sont ¢gaux a 1.

Ces formules se déduisent de I'expression due 2 Wallis,

%.E.Q.Qé...g I'infini.

___(2; éé\ [2rn42 2n+02
= 1 3 3’5)" on+1 2an+3)°

2n 2n 4+ 2
2n I 272+ 1 ’

+
27 +1 272+ 1
an ont-2)

(1 3\ /3 5§ on—41 2n-+3
z, = —— el e [ — .
22) 4 4 2n—+2 2n—+ 2
En vertu de I'expression de Wallis, on a
© 2
uﬁ<;<”n’ [n<;<zn§

et pour

=limz,,

EN ]

. Sm .
n=-4®, hmn,,:;:llmu,., lim 1, =
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ona
P S v 1 ‘o2 4 2n+2)\3
= T an+3) (27 +5) "_211-1-5(3“5' '2n+3) ’
Ao — 1 o 1 Eé an -+ 2\2
‘"—_(211-1—3)’ " T on+2 \35° ).rz+3)
An — 4 1 t-—--}(n+4)ll3 2n+41\2
"T T e parg) T Y 246 "anrg)’
I 113 2n 4 1\2
Ay —= — —————2, = — ——— . .
== = 9 (35 T
Mais on a

In=Yo+ Dy, +Ay +. ...+ Ay,

Remplacant y successivement par u, v, t, z,0na
4o 1 {2\ 1 /2 4\?
un—‘§+‘5‘(3 +§' 3 g -+

Lt (2 4 oan \?
2n4+1\3 5 2741 ’
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a, b, f, g étant des constantes, 'on a

|+ <g~a+3b) —3b (%)

1 12
+(2a—5b)(§~§~§>
au, + bo, = 11 2 2 4> ’
“+(ba—nb)|z 5z =-— +. . B
(da—7 )<3 3’557

< [ 2n—22n—2 2n !
3'3'5 " on+12n+1 on+3)

2
+(ir=39)(53) /
St + gz = +(()f-5g)<l-%-%>7+ N
+[(2n42)f—(2n +1)g]
M I

[X1 , . I I
Posons dans la premiére équation a = 5 d— 3 R,

_—_-——Ig R, etdans ladeuxiéme,gzl{,f:R—i—;a, on

obtient

;60 —13R <1> \
+———+R (3 ‘.
9 3 '

1 1 2

+@®+9) (55°)
(33'—2R)u,,’—2R"n - \y
6 - +(R+26)<%.%.§.§--§>+...

+ (R + 79)

lse (L.1.2 on—22n—2 2n
| ‘5 2n412n+122+3)]
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et

+n+(n+a)(§)'

+(R+2a)<£.%>'
(BR+ )&+ 2Rz, _ ! 3\: .
2 +(R+36)(;-Z-(—3>+...

X
—
N |-
RN
Al w
Q'N
NN
+i1
| -
N—"

En passant aux limites (p. 126), on a les formules
annoncées au commencement de cet article. Faisant

d=o0, R=1,
on a la solution de la question 457.

Note. M. Hatterer (J.), maitre répétiteur au lycée de
Clermont-Ferrand, donne une solution déduite aussi de
I'expression Wallis.

SOLUTION DE LA QUESTION 376

(voir t. XV1, p. 179);

Par M. DE JONQUIERES.

Il s’agit de démontrer que sur une surface du troisieme
degré il existe, en général, vingt-sept droites.

Cette questlon aété lraltee, il ya que]ques années, par

MM. A. Cayley et G. Salmon. Je ne fais guére qu’analy-

ser diverses publications de ces deux savants géométres.

Lemme 1. Le cone circonscrit & une surface du de-
Ann. de Mathémat., t. XVIIIL. (Avril 1859.) 9



( 130)
gré m est du degré m (m—1); il am(m—1) (m—2)
arétes de rebroussement, et -;- m(m—1) (m— 2) (m— 3)

autres arétes doubles.

Pour le démontrer, soit U = o I'équation de ]a surface
exprimée en coordonnées quadrilittéres x,y, z, t. Soient
aussi (x, y, z, t), (&, y', 2/, U') les coordonnées de deux
points a et @' ; celles du point qui divise la droite aa’ dans
le rapport de A a u, seront

e+ pax', Ay py, Az4pd, A+ pl.

Substituons ces expressions aux coordonnées courantes,
dans I'équation de la surface, I'équation résnltante sera

du m®me degré en f;\, et ses m racines seront les valeurs des

coordonnées des points ou la surface est rencontrée par
la droite aa’.

Le résultat de cette substitution sera, en vertu du théo-
réme de Tay]or appliqué aux fonctions de quatre va-
1iables,

m—2

(U= U+ )mp AU+ “ AU+, .. =o,

ou l'on représente, pour abréger, par le symbole A Vo-
pération
d d

x’i+y'——+z 4+t —(*).
dx dy dz dr

Actuellement soit ¢ (U) = o ’équation qui exprime la

- , . . . L

condition nécessaire pour que I'équation [U] en - ait
P- .

deux racines égales. Si, dans cette équation, on regarde
x, ¥, 2, t comme variables, elle représentera le lieu géo-
métrique de tous les points tels, que la droite qui joint

™ Sous-entendez dU.
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chacun d’eux au point o' touche la surface donnée; en
d’autres termes, cette équation de condition

#

?(Uizo

sera I'équation du cone circonscrit qui.a son sommet au
point &' (&, ¥/, 2/, ).

Or on sait, par I’algébre, que la condition dont il s'agit,
relativement a une équation homogéne a deux variables
A et u, n’est autre chose que le résultat de I’élimination
entre les deux équations dérivées i‘[;%-] et d—,[ig—] On voit
donc que cette équation résultante est du degré m (m —1)
en x, y, z, t; or cest ’équation du céne circonscrit.
Donc la premiére partie du lemme est démontrée.

Les arétes de rebroussement du céne circonscrit sont
celles qui rencontrent la surface en trois points consécu-
tifs et infiniment voisins (*). Soient (x, y, z, 1) les coor-
données du point de contact d’une telle aréte, ’équation
[U] = o doit, dans ce cas, étre divisible par p®. Donc
le point de contact en question est I'un des points d’in~
tersection des trois surfaces U==0, AU =10, AU == o,
qui sont, respectivement, des degrés m, m —1, m — 2.
Le nombre de ces points singuliers est donc, en général ,

m(m—1)(m — 2),

et tel est par conséquent aussi le nombre des arétes de re-
broussement du céne, comme il s’agissait de le démontrer.

{*) Le plan tangent en un point quelconque d'une surface coupe cette
surface suivant yne courbe qui a un point double au point de contact du
plan. En chaque point double d’une courbe, il existe deux tangentes;
donc, en chaque point d’une surface, on peut lui mener deux tangentes
qui aient avec eile trois points communs infiniment voisins. On congoit
qu'il existe sur la surface certains points tels, que 'une de ces deux tan-
gentes singuliéres passe par le sommet du cone circonscrit. Cette tangente
est alors une aréte de rebroussement du cone.

9.
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Enfin les arétes doubles ordinaires du cone circonscrit
sont celles qui touchent la surface en deux points distincts.
L’équation [U] =0 a, dans ce cas, deux valeurs de p
nulles et deux autres égales entre ellés. Donc les coordon-
nées de 1'un quelconque des points de contact de ces tan-
gentes doubles doivent satisfaire aux équations

U=o0, AU=o0 e {(U)=o,
¢ (U) = o étant Iéquation qui exprime la condition né-
cessaire pour que |’équation

LU — AU . =0
1.2 1.2.3

ait des racines égales. ¢ (U) est évidemment du degré
(m—2)(m—3)enwx,y, z, t. Donc le nombre des points
de contact des tangentes doubles est, en général,

m(m—1)(m —2)(m—3),

et, par conséquent, celui des tangentes doubles, qui est
aussi celui des arétes doubles du cdne circonscrit, est égal

a -;m(m—-l) (m — 2) (m—3); ce qui compléte la dé-
monstration du lemme.

Lemwme II. Le nombre T des plans doubles tangents
au céne circonscrit a une surface du degré m, est donné

par la formule
T=§m(m_z)(m2-9)-(m+30')(m=_m —6)
+ 2D(D —1) + 6DD 4 gn'(n'_. 1),

dans laquelle D et IV représentent, respectivement, les



(133)
nombres de ses arétes doubles et de ses arétes de rebrous-
sement. ‘

Pour le démontrer, je rappelle les formules suivan-
tes, qui sont élémentaires, dans la théorie générale des
lignes courbes :

m étant le degré d’une courbe algébrique plane;

1 sa classe;

D le nombre de ses points doubles;

IY celui de ses points de rebroussement ;

T celui de ses tangentes doubles ;

T’ celui de ses tangentes d’inflexion ou statlionnaires ;

On a les trois relations fondamentales

m(m—1)=n+2D+ 3D/,
n(n—1)=m+ 2T+ 3T,
3m(m—2)=6D+4+8D+T,

dont la seconde se déduit de la premiére par la théorie des
polaires réciproques. On en conclut I'équation citée dans
le lemme, en les combinant entre elles et en éliminant
m
netT.
Or ces formules conviennent évidemment aux surfaces
coniques aussi bien qu’aux courbes planes. Donc I’équa-
tion du lemme est justifiée.

Corollaire. On en conclut que le cone du sixiéme degré,
qui est circonserit a une surface du troisiéme ordre, n’a
aucune aréte double, qu’il est doué de six arétes de re-
broussement et de vingt-sept plans tangents doubles.

Tatorime. Sur toute surface du troisiéme degré il
existe vingt-sept droites.

Premiére démonstration. Chaque plan tangent double
du cdne circonscrit a la surface est aussi un plan tangent
double de la surface, et par conséquent il la coupe suivant
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une droite et une conique (*). Réeiproquement, tout plan
passant par le sommet du cone et par Pune des droites de
la surface (sl en existe), est un plan tangent double du
cone.

Donc le nombre des droites qu'on peut mener sur la
surface est aussi célui des plans tangents doubles du
cdne circonscrit. Et, en vertu du lemme II (corollaire),
ce nombre est 27.

Seconde démonstration. Une surface du troisiéme
ordre contient, en général, un certain nombre de lignes
droites (**). Tout plan mené par une de ces droites coupe
la surface suivant la droite et une conique, c’est-a-dire
suivant une courbe du troisi¢éme ordre douée de deux

(*) En effet, le plan tangent en un point quelconque d’une surface la
coupe suivant une courbe qui a le point de contact pour point double;
car toute droite menée par ce point dans le plan tangent y rencontre la
surfzce en deux points infiniment voisins. Si le plan tangent est double,
il ya deux points de contact, et, par suite, la courbe d’intersection a
deux points doubles. Or, dans le cas actuel , cette courbe est du troisiéme
ordre seulement; donc elle ne peut avoir deux points doubles qu'a la
condition de se décomposer en une droite et une conique. Les deux points
de rencontre de la droite et de la conique sont les deux points doubles
de la courbe du troisiéme ordre que représente le systéme de ces deux
lignes.

(**) Pour qu’une droite coincide avec la surface, il faut exprimer
qu'elle l1a rencontre en 3-+ 1=} points, ce qu'on fera au moyen de
quatre ¢quations de condition, qui la détermineront complétement,
parce qu’'une droite ne comportant dans ses équations que quatre coeffi-
cients indépendants, ne peut étre assujettie qu’a quatre conditions. Les
ordonnées r des points d’intersection de la droite et de la surfaee seront
les racines d’une équation de la forme

Ar+4Br*4+Cr4+D=o,
et les quatre équations de condition dont il s’agit seront
A=o, B=o0, C=o0, D=o.
Cette démonstration prouve incidemment que la surface du troisiéme

degré est la seule surface genérale sur laquelle on puisse toujours tracer
des lignes droites. i
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points doubles. Un tel plan est donc un plan tangent
double, dont les deux points de contact sont les points
d’intersection de la droite et de la conique.

Par une détermination convenable du plan dont il s'a-
git, la conique elle-méme peut se réduire a deux droites,
et, dans ce cas, le plan coupe la surface suivant trois
lignes droites, ¢’est-a-dire suivant une ligne du troisiéme
ordre qui a trois points doubles, et par conséquent le plan
est alors un plan tangent triple, dont les trois points de
contact sont les trois sommets du triangle que forment les
trois droites. .

On démontre (*) que, par chacune des droites de la
surface, on peut mener cinq et seulement cinq plans tan-
gents triples. Considérons I'un quelconque M de ces plans.
Par chacune des trois-droites de la surface qu’il contient,
on peut mener quatre auntres plans semblables, sans
compter celui qui nous occupe. On a ainsi douze nouveaux
plans, dont chacun donne lieu a3 deux nouvelles droites
situées sur la surface. On a donc 24 drones qui, ajoutées
aux 3 contenues dans le plan M, font un total de 27.

Ce sont les seules qui existent sur la surface. Car, puis-
que les trois droites contenues dans le plan M forment

(*) Ce théoréme, dont M. Cayley ne donne pas la démonstration, se
prouve aisément comme il suit :

Rapportons la surface 4 trois axes rectangulaires, en choisissant la
droite donnée pour axe des x. Son équation, exprimée en coordonnées
ordinaires, devant étre satisfaite par les valeurs y = o et z = 0, ne con-
tiendra aucun des termes ou z se trouve isolément a diverses puissances ct
n’aura pas non plus de terme constant. On aura, par exemple,

Ay*+ B2 +Czly+ D2z +Eytz+Frz+Gzlx+He'y +layz
+Kzy+4+Lzz+Myz+0y*+ P22+ Ry+ Sz=o.
Soit
=ay
I'équation d'un plan passant par ’axe des z, et dont la position est fixée
par la scule valeur de l'indéterminée «. Ce plan coupera la surface suic
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Pintersection compléte de ce plan et de la surface, toute
autre droite de cette surface ne peut rencontrer le plan
M qu’en un point situé sur I'une des trois droites qu’il
contient. Cette droite est donc comprise dans un plan
passant par I'une de ces lignes, plan qui est lui-méme un
de ceux qu’on a déja considérés, puisque, passant déja par
deux droites de la surface, il ne peut la couper que sui-
vant une troisiéme droite.

Puisqu’il passe cinq plans tangents triples par chacune
des 27 droites, et que d’ailleurs chaque plan triple con-
tient trois droites, il s’ensuit que le nombre des plans
tangents triples est 45.

De méme que le nombre des tangentes,qu’on peut mener
a une courbe plane par un point intérieur, diminue quand
cette courbe a des points singuliers, de méme le nombre

vant une conique dont la projection sur le plan des xy aura pour équa-
tion

vy z (B +He*+Foau+A)+xy(Go*+la+E)+2*(Du—+C)
T+ y[a(M%EP)+0]+2(La +K)+(Sx+R)=o.

Désignons , pour abréger, par

a le coefficient de y?,

b » xy,
c » x?
2d » Y,
2¢ » x,
VA » V’équation.

On sait que la condition pour que I'équation ( V) se décompose en deux
facteurs linéaires est

ae* + cd® + fb* — acf — 2 bde =0

(wvoir par exemple Salmon’s Conics, 3¢ édit., p.66 ). Substituant les valeurs
des coefficients de I’équation (V ), on obtient une équation du cinquiéme
degré en «. Donc il existe généralement cinq valeurs de «, et pas davan-
tage, qui satisfont a la question ; en d’autre termes, il existe cinq plans
passant par la droite donnée sur la surface qui coupe cette surface sui-
vant un systéme de deux autres droites. Ce qu’il fallait démontrer.
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des droites de la surface du troisi¢me ordre diminue ainsi
que celui de ses plans tangents triples, quand la surface est
douée de points doubles, parce qu'une droite de la sur-
face qui passe par un de ces points doit étre comptée pour
deux, et pour quatre si elle joint deux de ces points.
Pour ces considérations et d’autres du méme genre, je
. dois me borner a renvoyer le lecteur a4 un article de
M. G. Salmon, inséré dans le IV< vol. du Cambridge and
Dublin Mathematical Journal.

On sait que, sil’on méne quatre plans quelconques par
une génératrice rectiligne d’une surface réglée du second
ordre, leur rapport anharmonique est égal a celui des
quatre points ou ils sont tangents a la surface (*). Les
lignes droites de la surface du troisi¢éme ordre donnent
lieu 4 un théoréme analogue qui est ainsi congu :

Si l’on méne quatre plans quelconques par une droite
située sur une surface du troisiéme ordre, les quatre seg-
ments, que déterminent sur cette droite leurs deux points
de tangence respectifs, sont en involution , et ils corres-
pondent anharmoni(]uement aux quatre plalls.

La démonstration de ce théoréme est une conséquence
du principe de correspondance anharmonique de
M. Chasles. Car a un plan il correspond a la fois deux
points de tangence sur la droite, et réciproquement, a
chacun de ces points, indistinctement, il ne correspond
qu’un seul plan tangent (4 moins que ce point ne soit un
point singulier de la surface, ce qui n’a pas lieu en géné-
ral). Or les points sont en ligne droite, et les plans pas-
sent par un méme point. Donc, etc.

Chacun des deux points doubles de I'involution dont
-1l s’agit est tel, que le plan tangent a la surface en ce
point est le méme que le plan tangent au point infiniment

(*) CHasLEs, Mémoire sur les surfaces réglées du second ordre.,
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voisin dans la direction de la droite. C’est par conséquent
‘un point parabolique de la surface, selon P'expression
adoptée par les géométres depuis M. Charles Dupin.
Note du Rédacteur. Sur la surface donhée par 1'é-
quation :
2= ax’ + bxy 4+ cx* +dy + ex +f

b — fac <o,

on ne peut tracer qu’'une seule droite située 4 'infini.

M. Steiner donne la démonstration suivante :

Soient trois angles triédres; leurs plans se coupent sui-
vant neuf droites par lesquelles passent une infinité de
surfaces du troisiéme degré (voir p. 49); ces neuf droites
et un point donné déterminent une de ces surfaces ; or, ces
neuf droites forment six groupes de trois droites chacune
tels, que dans chaque groupe les droites ne se rencontrent
pas; par chaque groupe passe donc un hyperboloide a
une vappe; chaque hyperboloide rencontre encorela sur-
face du troisiéme ordre (en trois droites); il existe donc
vingt-sept droites sur cette surface.

ou

SUR QUELQUES PROPRIETES
DES SURFACES DU TROISIEME ORDRE;

D'arris M. F BRIOSCHI.

1. Sur une surface du troisi¢me degré (*) existent, en
général, 27 droites (**). M Cayley a démontré que ces

(*) Extrait des Annali di 8cienze matematiche e fisiche, da Barnaba Tor-
tolini, t. VI, 1855.

(**) La découverte de ces 27 lignes appartient a M. Hart ( Dublin Jour-
nal).
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27 droites forment 45 groupes chacun de trois droites
dans un méme plan ; autrement une surface du troisiéme
degré a 45 plans tangents qui touchent la surface, chacun
suivant trois droites. Il est évident que chacune des droites
est dans cinq des 45 plans; de sorte que les 45 plans
peuvent se partager en g faisceaux de 5 plans chacun
(p- 136).
M. Hart a donné une notation trés-commode pour in-
diquer les 27 droites et les 45 plans.
Les droites sont représentées par les 27 lettres
A, B, C; A, B, GC; A, B, G
a, by, ¢; ay, by ;o oay, by o
a, By s Y2y By @i @, By s
18 plans sont représentés en unissant dans chaque ligne
horizontale trois mémes lettres avec des indices différents

ou trois lettres différentes avec les mémes indices; ainsi
la ligne des A donne les six plans

A A.A;, BB,B;, C C.C,, A/BC,, A,B,C., A;B,C,.

De méme la ligne des a et des a.
Les 27 autres plans sont.

Aax, B|b|ﬁ|, Clcl')'n

b2ﬁz, Cy Y2,y Ay %y,
€33y a3%3, ' ba,BM
Asc, ﬁs, Bzaz'?a, Czbz%,
asy., byay, ﬂsﬁu

bla'.', "'lﬁn Ci Y2y
Aaba‘)’z, Bic; as, caasﬁz,
a o, ”lﬁsa bn?s,
Czpn bz’l:; (SR
La droite A, est rencontrée par les dix lignes

(M) A,A;BCa,b,c50, Bavss
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la droite A, n’est pas rencontrée par les seize lignes
(N) B.B, C?Csazas b bycicr2ya, ﬁl p;\"l'lr

Chaque ligne de la série (N) est rencontrée par 5 de la
série M et par 5 de la série N.
Ainsi B, est rencontrée par

A,B o, B, 9, de la série (M),
et par
B;C.a. b, ¢, de la série (N).

Les 16 droites de la série (N) combinées deux a deux
donnent 120 couples de droites; le cinquiéme de ces
couples sont des droites (ui se rencontrent; il y a donc
40 couples ou les droites se rencontrent, et 8o couples on
il n'y a pas de rencontre ; chacun de ces 8o couples n’est
pas rencontré non plus par la droite A;. Il y a donc
8o ternes de droites ou il n’y a pas de rencontre.

2. Ce qu'on dit de A, s'applique a toute autre droite;

. 10,2 - . .
il y a done —?7 = 135 couples de droites qui se cou-

sent; =27 — 216 les de droi i
l lll, > = 21 COUP es e droites qlll ne se coupenl

, 216.10 .
pas, et, par conséquent, = 720 ternes de droites

qui ne se coupent pas.
Nous appelons terne trois droites qui ne se coupent
pas.

3. Ternes conjugués. Soit le terne a,3;7, formé de
droites qui ne se coupent pas, et de méme le terne a, by cs;
mais chacune de ces derniéres droites coupe les trois pre-
miéres droites: ces deux ternes sont des conjugués et sont,
par conséquent, sur une hyperboloide 4 une nappe.

Hexagones conjugués. Deux ternes conjugués don-



((141)
nent naissance a trois hexagones ou les cotés opposés se

rencontrent; par exemple les deux ternes précédents
donnent les trois hexagones conjugués

a, o bs ﬁs €y Y2,
a, ps ba Y2 Ca %y
a, Yz ba *, C; ﬁa-

4. Groupes opposés. Considérant un terne on trouve
6 autres droites dont aucune ne rencontre le terne, et ces
6 droites se partagent en deux ternes.

Exemple. Soit le terne o, 37,3 aucune de ces droites
n’est coupée par les 6 droites b,ciasbsascy; ces six
droites se partagent en deux ternes a, b, ¢35, asbscy; ces
deux ternes sont dits opposés au terne o, Bs s

Les groupes opposés a deux ternes conjugués sont
cux-mémes des ternes conjugués.

Exemple. o, (3;ys, a, by, sont des ternes conjugués;
les groupes opposés au premier terne sont

a, b, c,,

a; b, e,y
les groupes opposés au sccond sont

X2 ﬁl VER)
43 ‘31 Qi
qui constituent des ternes conjugués.
Dans cct exemple les trois hexagones opposés sont

a o by ﬁa‘cz Y2
a2, b, Bics 93,
aya; b, Baci .-

Le célébre géométre donne encore d’autres considéra-
tions du méme genre. M. Schlaffli, profond analyste de
I'Université de Berne, a traité la méme question (Quar-
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terly Journal ; mai 1837, p. 65 et 110) et divise la sur-
face en espéces d'aprés le nombre de droites réelles et
imaginaires. .
Nous ne comprenons pas encore suffisamment cet im~
portant travail pour en faire une exposition; nous en
rendrons compte si nous parvenons a le bien comprendre.

SUR LE NOMBRE DES POINTS MULTIPLES D'UNE COURBE
ALGEBRIQUE ;
Rectification d'wn précédent article ;

Par M. Aser. TRANSON.

J’ai montré dans ce Journal (mars 1851, t. X, p. 91)
que le nombre des points doubles d’une courbe algé-
brique de degré n ne peut pas surpasser le nombre
(n—1)(n—2)

n .

Dans un Mémoire publié a Rome dans le mois de mai
1852 (Annali di Sciecnze Matematiche e Fisiche), Mé-
moire que M. Terquem vient de me communiquer, 'au-
teur, M. Fortunato Padula, démontre 4 sa maniére le
méme théoréme qui, d’aprés ce qu’il nous apprend, avait
éré primitivement énoncé par M. Steiner, et dont M. Pa-
dula avait déja publié une démonstration en 1844.

Favais a la méme occasion donné trois autres formules,
I'une pour la limite supérieure du nombre des points
multiples dont le degré de multiplicité est au moins égal
i p, c'est-a-dire o le nombre des branches qui se ren-
contrent est au moins w; 'autre pour le nombre des
points de degré ., lorsque les u branches s’y touchent
au lien de §’y traverser: la troisiéme pour le nombre des
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points ou, sur p branches qui se rencontrent, il y en a p/
qui se touchent. ,

M. Padula, dans le Mémoire ci-dessus indiqué, con-
teste 1'exactitude de ces trois formules. Je reconnais la
validité de sa critique quant aux deux derniéres. Je les
rectifierai donc tout a 'heure, et on verra que, pour ré-
parer mon inadvertance, je n’aurai pas besoin de recourir
a un autre principe que celui sur lequel j’avais fondé mes
recherches. Quant 4 ma premiére formule, j'ai lieu de
croire que M. Padula n’a pas lu bien attentivement cette
partie de mon travail.

Voici en effet ce que je disais pour trouver, dans une
courbe algébrique de degré 2, le nombre des points dont
la multiplicité est an moins égale a p.

« Le nombre des points du degré de multiplicité u ne
saurait atteindre celui des points qui déterminent une

o, 2n . 2n
courbe de degré — — 2. (Si cette formule — — 2 donne

un nombre fractionnaire, entendez alors que le nombre
des points en question ne peut pas atteindre celui des
oints qui déterminent la courbe dont le degré surpasse
points qui dét t la courbe dont le deg

. L1 on , .
immédiatement — — 2). Cela résulte de la relation
}l-

e 2 ®

h

(%“)(3?+)><L_2)

ou le premier membre de I'inégalité représente le nombre
des rencontres nécessaires que la proposée aurait avec une

courbe de degré 2, passant par des points de mul-
fl.

tiplicité u en nombre

o) )

2
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» On est donc assuré de pouvoir placer tous les points
. ,2n
en question sur une courbe du degré — — 2. Chacun de
' ¢

ces points entrera pour une seule unité dans le nombre
des points déterminants de la courbe auxiliaire; mais il
déterminera u rencontres; de sorte qu'en appelant y le
nombre des points cherchés, on a la relation

2

(35—2) (2—“£+1>+(f*—-l)y§(i‘—"—z>n,

d’ou on tire pour y la formule suivante
pour y

(n—p)[2n (E‘_‘)‘—f‘](l). .
(p—1)p

A

Y

On voudra bien remarquer que j’avais expressément
, , . 2n . . .
réservé le cas o1 =— — 2 étant un nombre fractionnaire
FL

ne pourrait pas représenter le degré d'une courbe. Mais
dans ce cas-la méme mon principe ne me faisait pas dé-
faut, et je I'énoncais avec la modification convenable,
puisque je disais formellement que le degré de la courbe
auxiliaire serait alors le nombre entier immédiatement

L . . 2n e
supérieur 4 — — 2. Avec cette indication, le lecteur que
123

1)
cela intéresserait pouvait construire la formule relative

au cas réservé (*¥).

(*) Voir Nouvelles Annales, t. X, p. g6. Cette citation peut offrir quel-
que obscurité au lecteur qui n’aura pas sous les yeux le reste de I'article.
Mais cette obscurité se dissipera a 1’aide des explications données plus loin
pour la rectification des deux derniéres formules.

(**) Soit « le nombre entier égal ou bien immédiatement supérieur a

-

— — 2, selon que cette expression est un nombre entier ou fractionnaire ;
“
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Malheureusement ces réserves et ces indications ont été
insuffisantes. Aprés avoir trouvé de son coté une formule

. an . e,
qui, lorsque — est un nombre entier, coincide exacte-
P

ment avec la mienne, ainsi qu’il a soin de le déclarer
lui-méme, M. Padula met ma formule en défaut,. préci-

2n . .
sément lorsque — est un nombre fractionnaire. Par ce

moyen il me fait trouver qu'une courbe du cinquiéme
degré n’admet jamais un point multiple du quatriéme
degré de multiplicité, tandis qu’une courbe du septiéme
degré pourrait en admettre deux. Mais c’est un résultat
qu’il m’attribue fort gratuitement.

De mon coté, pour étre parfaitement juste, je me plais
a reconnaitre que, quand ma formule ne coincide pas avec

’ \ . an .
celle de M. Padula, c’est-a-dire lorsque — est fraction-
!L

naire, la limite que je trouve est moins avantageuse que
la sienne.

Et maintenant j’arrive a la rectification de mes deux
derniéres formules.

Soit y le nombre des points multiples dont le degré de
multiplicité est au moins égal 4 ¢, mais ou les p branches
de la courbe se touchent au lieu de se traverser.

. . n . .y
Soit 22 le nombre égal 4 - — 1, si cette derniére ex-
}L

le nombre y des points cherchés ne saurait atteindre 1a limite “_(“2;3).
On peut donc prendre sur la courbe dounée un nombre de points égal a

3 . . .
rler?) ‘ “:_ )parmx lesquels se trouveront les points cherchés, et y faire

passer une courbe de degré «. Celle-ci aura avec la proposée un nombre
2o 3 .
de rencontres égal a 3—#——2 -+ (# —1)7; nombre qui ne peut pas dé-
2n—o—3
2(p—1)
raméne i celle du texte lorsqu’on y remplace « par 28 ..
*

passer na. D'ou il résulte qu'on a v g 2( ), formule qui se

Ann, de Mathémat., t. XVIIL. (Avril 1859.) 10
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pression est un nombre pair; ou bien soit 2« le nombre
pair immédiateglent supérieur 4 — — 1 si celui-ci est im-
pair ou fractionnaire. ¢

Je dis que le nombre y des points cherchés est néces-
sairement moindre que « (4« + 3), ¢'est-a-dire moindre
que la moitié du nombre des conditions qui déterminent
une courbe du degré 4«. Supposons en effet qu’on puisse
avoir y —qa (4a+ 3); alors on pourrait, par tous ces
points, faire passer une courbe du degré 4« avec la condi-
tion que cette courbe auxiliaire aurait en chacun de ces
points méme tangente que la proposée; car ce serait im-
poser 2 a (4a + 3) conditions. Mais alors le nombre des
rencontres serait au moins égal & 2 uax (4« + 3), expres-
sion que )’écris comme il suit :

3
fol2pa+ o k
ce qui, a cause de 2pa S n — p, donnerait un nombre de

e v 1 < qe
rencontres au moins égal & 4o (n + 5 ), c’est-a-dire un

nombre supérieur au produit des degrés des deux équa-
tions.

Maintenant prenons sur la courbe un nombre de points
égal & a(4a+3), parmi lesquels nous aurons choisi tous
les points cherchés en nombre y. Construisons une courbe
du degré 4« qui passe par ces points et qui y touche la
courbe donnée; le nombre total des rencontres, comparé
au produit du degré des équations, donnera

2a(fa+3)+2(p—1)y Sh4an,
d’ou on tire la formule

2«(11-—4«—3)-

<
rE——
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Par des considérations semblables on trouvera, pour le
nombre z des points dont la multiplicité est p et ou p’
branches se touchent,

20:(271:40::— 3).
ptp—a

[LVAN

23

formule dans laquelle 2 « représente le nombre pair égal

ou immédiatement supérieur a

;— 1.

+¥

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 458 (CATALAN)

(voir p. 66) ;

Par M. CHABIRAND,

Eléve de Vinstitution Sainte-Barbe.

Si P'on considére une hyperbole équilatére rapportée a
ses asymptotes, que I'on donne successivement aux ab-
scisses les valeurs 1, 2, 3,. .., n, les ordonnées correspon-

| B § 1
dantes seront —s —s« s vy —
12 n

. . 1 L1
Or, I’aire comprise entre I'ordonnée Tet I'ordonnée -
n

est égale a In. Cette aire pouvant étre regardée comme
la limite d'une somme de rectangles, on peut dire qu'il
résulte immédiatement de 14 que si 2 croit indéfiniment,
I'unité pouvant étre prise aussi petite qu'on voudra, on a
a la limite

de méme
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Retranchant la premiére égalité de la deuxiéme,
1 I

n—+1 +n+2

+..A+-]-=lzn—-ln;
2n

done

lim ! + ! [ '\ = 12
n4t1  n42 T an) 7
Note. M. Rebstein, de 'Ecole polytechnique de Zu-
rich, rameéne la série 4 une autre série de termes différen-
tiels qu’il intégre successivement.

SOLUTION DE LA QUESTION 459

(voir page 45);

Par M. B. VERNIER,
Eléve du lycée Napoléon.

Yappelle o et 3 les longueurs des deux perpendicu-
laires données, d leur distance, a,b,c,. . ., ! les moyennes
géométriques.

On suppose a > f3.

La surface cherchée est

S=i<“':p+a+b+c+...+l)-

P
Or
« _a_b_ 1l _atat+btc+...+1_ Pla
a b ¢ T p— at+b4c+H ... +I+B p’
d’ou
P/B
B\ .«

a—l——'b+c+.‘.+1=
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et
P -3
[ = —a
sodexp 3 PVE—"
P 2 14 . Pfa
B
Je pose
Pla
11— —=m,
\/a
d’ou '
1 log(1—m)
=)
P P
log -
i

logarithme dans une base quelconque, et

P a_ .
S=§_.°‘+ﬂ+3_ﬁ.__.log(l—m);‘.
P2 logf
B

) :
\/ % s’approche de I'unité et m s’approche de zéro; donc

a la limite p croissant indéfiniment,

S:S.p—a-lo l:&.m_-{i (log népérien).
g% ¢ L2 ’
5 B

Note. MM. J. C. Dupain et de Chardonnet ont traité
la méme question de la méme maniére, et en y ajoutant
la formule de quadrature par intégration de la logarith-
mique.

Les abscisses croissant en progression arihmétique et
les ordonnées en progression géométrique, il est intuitif
que les premiéres sont les logarithmes des secondes. Cest
la considération dont s’est servi M. Rouquet, régent de
mathématiques au collége de Castres.
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MM. Bouterg, de Clermont; Stéphart, éléve du lycée
Charlemagne; Francais (Emlle) et A. Puget, éléves du
lycée de Caen; Challiot, éléve du lycée de Versailles;
Lemoine, éléve du Prytanée, ont eu recours i la limite
d’une progression géométrique.

NOTE SUR LES QUESTIONS 453 ET 458;
Paz M. H. LEMONNIER,

Professeur de mathématiques spéciales au lycée de Nantes.

F x étant une fonction continue dans l'intervalle de x,
a X, dont la dérivée F’'x soit également continue et de
plus constamment croissante ou décroissante dans cet
intervalle, on sait que si X — x, se partage en n parties
égales x,—xry=x3— 2, =2—xy=... =X —x,_,=h,
I'accroissement FX — Fux, est compris entre les deux
sommes

h(Fag+Fz +...+Fax,_,)

et
h(Fx,+Fax+...4+Fa).
Cela posé :
1. Soit
Fz=1(1 4+ x),
d’ou

1+’
faisons croitre x de o jusqu’a n en prenant L =1, il s’en-
suit

I 1 I
(l+n)>2+3+4+ -+-”_*_l

1 1 I I
<ytrtateety
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De la
I 1 )
l’l>;+§+‘..+;
: 1 1 1 I
I+1ﬂ>;+;+§+...+;°
Donc
2(x+n)<'+'+'+ +I<x+ln
it el .

(Quest. 483, p. 68.)

2. Si on fait pour la méme fonction x, =nr —1et
X =N —1, on aura de méme

N 1 1
IN—”_1;>II+I n+2+'“+ﬁ
<44+
a1 T N—1
d’on, en prenant N = 2n,
1 1 1
12>n+l+n+2+'”+;_l-l
L ——
2 n41 " 2mn—1

(Quest. 488, p. 66)

La différence des deux limites est

en conséquence, si 7 croit indéfiniment, I'expression

I 1
n i n~2

et L
an

a pour limite /z.



Qu’on prenne

N + np,
on aura
I 1 |
ip’ e —
p>n+1+n+2+ +np
<t —— .
n n+l o np_l’

et p restant fixe, si z croit indéfiniment, /p est la limite
de I'expression ‘ '

1 I |

n 41 +n+2+°"+;;—z.
3. Soit
I
Fre i
T =
d’oun
) A — !

E=—
faisons croitre x indéfiniment a partir d'une premiére
valeur x >>1, et soit A = 1. La méme considération donne

(p—1) (z—1)"

I 1
EE AN EEEY

1
‘>.t—l’+ +...

X I 1
<(x—1)P+;P+(x+I)P+"'
de sorte que

1 < 1 + I I
e~ (z P (st
done

+es

I > I S S S
(p—1)(x—1p~'" (p—rpp= "2t " (zrp  (z+2p

On en conclut, au cas de p > 1, la convergence de la



(153 )
série
1 1 1
A P ey AL

et en particulier de la série
I + I + I 2 +
lP ’2_5 3P + "47 s e

Ajoutons que si cette derniére série est poussée jusqu’au
I |

(o ey T
I T

P (a0 (=P

I. .
terme;mcluswement, leresteR = +

se trouve compris entre (

DE QUELQUES QUESTIONS D’ANALYSE INDETERMINEE.

(Fin d’un premier article, voir p. 122,)

II. Nous supposons maintenant que deux nombres Q
et Q', entiers et positifs, vérifient I'équation x*— ny* =1;
ainsi, par hypothése, on a I'égalité numérique

Q—r.Q*=1.
Q

Il s’agit de démontrer que I'expression fractionnaire Q
est nécessairement une réduite de rang pair de la fraction
continue périodique qui représente la valeur de vz, et,
qu’en outre, cette réduite correspond i I'avant-dernier
quotient incomplet de 'une des périodes de la fraction
continue.

Je considére, d’abord, le cas particulier ou Q' = 1.

Dans ce cas, I'égalité supposée Q* — nQ'* =1, devient

Q*—n=r1, et donne yn = yQ*—1.
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Mais, en réduisant VQ*— 1 en fraction continue, on

obtient

F=i=(@— 1)+

1+

2(Q—1)+ ,

'+ 2(Q —1) + etc.

Q

On voit donc que Q’ ou %, est précisément la seconde

- 1 . . L e e
réduite (Q —1) 4 < de la fraction continue périodique

qui représente la valeur de \/n, et que cette réduite cor-
respond a P'avant-dernier quotient incomplet d’une pé-
riode, qui est ici la premiére.

En second lieu je suppose Q > 1.

Les nombres Q et (Y sont premiers entre eux, la frac-

tion(—%est irréductible, c’est ce qui résulte de 1’égalité
Q' —nQ?=1.
De plus, si 'on désigne par « le premier quotient in-

complet de la réduction de /7 en fraction continue, a sera
aussi le premier quotient incomplet de la fraction conti-

nue égale a 3,- Car la relation Q* —n(QY* =1 donne
Q 1 i lai . .
Q= n+6,—,7 et il est clair que si \/r est compris

centre les deux nombres entiers consécutifs o, @ +1, il en

I
sera de méme de \/ n+ g
Ainsi, en convertissant, par la régle ordinaire ’expres-

Q

sion commensurablec o fraction continue, on aura une
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égalité de la forme
Q _ '
[ <°‘+ a+.

° 1
<+ —

T
P+; 3

et le dénominateur ¢, de la derniére fraction intégrante
1 ) sz
—, sera plus grand que I'unité.

Si le nombre des quotients a, a,..., p, ¢, est impair,

en remplacant l— par — 1, ilviendra
(g—1)+=
1
%3(“+a+-
L . l
P+

(q—!)-*-%);

on peut donc, dans tous les cas, considérer les deux
nombres Q et Q' comme les deux termes d’une réduite
de rang pair, provenant d’une fraction continue

1
+.
-+
P+

(1) a-—i—a

1
q + e€tc.

dont le premier quotient incomplet est a, le dénomina-
. .. 1 .
teur ¢ de la derniére fraction intégrante — de cette ré-
q
duite pouvant, d’ailleurs , étre égal a I'unité.

YN P P .
Cela posé, je désigne par 7 la réduite de rang im-
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pair qui se termine au quotient incomplet p précédant ¢
dans la fraction continue (1). Il s’ensuit
QP —PQ'=+41 ‘et PLQ, PLQ:
de sorte que P’ et P sont deux nombres entiers positifs
moindres que Q' et Q et qui vérifient I'équation indéter-
minée du premier degré

Qz— Q7 =+1.
Cette derniére équation admet aussi la solution entiére
2=Q—aQ, Z=nQ —aQ,
car la substitution de ces valeurs de z et 2’ donne
Qz— Q7 =Q(Q—2«Q')—Q (2Q —aQ)
=Q'— nQ* =+ 1.
De plus, le nombre Q — 2 Q’ est positif et moindre que

Q' puisque la fraction % est comprise entre a et & —+1I.
De méme le nombre Q' — aQ est positif et moindre
. p
que Q. Cela résulte simplement de ce que 1’équation
Qz—Q'z  =+1
revient a
y__Qz—1,
=T
on voit qu’a une valeur entiére de z positive moindre que
Q’ correspond une valeur de z' positive et plus petite que
le nombre Q.

Or, on sait que 'équation indéterminée

2

Qz—Q'Z =41

ne peut admettre qu'une seule solution entiére positive,
dans laquelle les valeurs des inconnues z et z' soient res-
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pectivement plus petites que les coefficients Q’ et Q; on

a donc
(2) P'=Q—aQ, '
(3) - P:nQ’—aQ.

Ces égalités établies , posons I'équation

I

a—+.
+

4) Vr=a+

p+—

1
q+u+.1:’

d’ou

Vr= Qa+x)+P Qa+P+Qx.
T Q(a4+z)+P T Qa+P +Qx

En ayant égard aux égalités (2) et (3), cette derniére

équation se réduit a

\/;_IIQ’—y-Q.z

T Q+Q=

On en tire

2= Q= Vn(Q—QVr)_ o
Q—Q yr Q—Q yr

Par suite ’équation (4) donne

1
~/;'—'a‘—*.a+.
e
P+
q—+

1

20 4+ ———3
a + etc.’

résultat qui montre qu'effectivement la fraction

Q

— est
Q
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une réduite correspondante i 'avant-dernier quotient
incomplet d'une période de la fraction continue dont la
valeur est yn. C’est ce qu'il fallait démontrer. G.

RECTIFICATION.

Page 205 (probléme 19) du Programme que j'ai pu-
blié avec M. Roguet, au lieu de « angle quelconque, »
il faut lire « angle droit. »

Cette rectification m’a éié indiquée par M'"e Adol-
phine D¥**. Les Nouvelles Annales doivent déja a
M!e Adolphine D*** plusieurs excellents articles (voir

t. XVI, p. 288). G.

NOTE SUR UNE QUESTION DE MINIMUM RELATIVK
AUX POLYGONES REGULIERS ;

Par M. MOURGUE,

Professeur au lycée Napoléon.

Tatorime. Le centre d’'un polygone régulicr est le
point pour lequel la somme des m*™* puissances de ses
distances aux sommets ou aux cétés de ce polygone est
la plus petite possible.

Pour le démontrer, il suffit de considérer dans le plan
du polygone un point X différent du centre O, et de faire
voir qu'il en existe un second pour lequel la somme des
distances de 'ordre m est moindre.

Admettons un instant la proposition suivante :

Lemme. 8t trois nombres positifs x, y, a, dont les deux
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premiers sont inégaux, vérifient
(1) X+y2-2a,
ils vérifieront aussi Uinégalité

(2) X" 4yt >2am.

Corollaire. Si x, y, a, désignent respectivement deux
cotés d’un triangle et la médiane qu’ils comprennent, ou
bien encore les deux bases d’un trapéze et la paralléle
équidistante, la relation (1) sera satisfaite et par suite
aussi (2).

Cela posé, figurons-nous la circonférence décrite de O
comme centre avec OX pour rayon, et inscrivons-y, a
partir de X, un polygone semblable au proposé polygone.

Soit Y le second sommet dans I'ordre de I'inscription.
Les distances respectives de X et de Y a deux sommets ou
a deux cotés qui se succédent, dans le polygone proposé,
suivant J’ordre précédent, sont égales comme cotés ho-
mologues des triangles évidemment égaux, qu’on obtient
en joignant le centre aux extrémités de ces droites.

Par conséquent aussi les m*™* puissances des dis-
tances dupoint X, aux sommets ou aux cétés dupolygone
donné, sont respectivement égales a celles qui concer-
nent le point Y..

En second lieu, soit A le milieu de XY et x, y, a les
distances des points X, Y, A, i un sommet ou a un coté
quelconque du polygone. En vertu du corollaire on aura

z" 4 y™ > 2.a™;

d’ou, par addition des inégalités analogues,

21’"+2]”‘>22a’".
=3

Mais
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S>3,

ce qu’il fallait démontrer.
Remarque. Pour le cas ot m=1 et oit I'on considére
les distances de X et de A aux cé6tés du polygone, on a

donc

X+ y =a, et par suite Z T = 2 a, ce qui est conforme

3 un théoréme connu.
Démonstration du lemme. Si

z+y22a,

. on aura

™+ ym > 2a™,
Admettoas en effet que

4y 2 2a",
d’on

mais

d’ou, par addition,
. x’l+‘ +]7l+l > 2a’l+|.

Or
x+r22a;
donc .
x’ +y? > 2a2
et, en continuant,
™+ ym > 2a™.

Remarque. 1l en résulte aussi que six + y = 24, la
somme x™ - ¥™ est minimum pour * =y = a.
En terminant cette Note, j'ajouterai un mot sur une
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autre question de minimum. De méme que, dans une
recherche de ce genre, en multipliant par— ” lepolyndéme

ax® 4+ bx + c, et en laissant de c6té le terme indépen-
dant, on le raméne au type connu x (k —x), on peut
ax*+ bx +e¢

m—q— au type précédent.

aussi ramener la fraction

K . oy
ou au type £+ —» qui se traduit également dans une

propriété du cercle.
En effet, cette fraction diminuée dé @ donne un résultat
de 'une des formes suivantes :

q pe+q
x’-l—P‘r—i-q’ .z“‘—i—px—i—q"

selon que b égale ou non ap.
La premiére nous raméne au polynéme du second de-
gré. La seconde, en posant p’'x + ¢' = p’z, devient
Pz : P

o ,+,-ou H

z msz 4 n n .

24—+ m
z

suivant que 7 sera supérieur a zéro ounon, il y aurd ou
il n’y aura pas de maximum et de minimum.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 457

(voir page 128) ;

: Psr M. GENOCCHI.

La série proposée est un cas particulier dé la série hy-
pergéométrique
_ b a(at1B(B+1)
F(ayp"’)—-l""m‘F 1.2.7(7_'_') -+
Ann. de Mathémat., . XVIIL. (Mai 1859.) 1
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que Gauss a considérée d’une maniére générale €t avec
toute la rigueur désirable. Il a exprimé la somme de cette
série par des fonctions gamma, et donné la condition
nécessaire et suffisante de sa convergence qui est simple-
ment la suivante
«a+B+9=Zo0.
En faisant

on trouve la formule de M. Catalan.
On peut aussi la démontrer par la méthode de Parse-

val.On a

N _ 1 1.1, 1.1.3
I—xr=1 —;1‘—;—-‘41‘—2.4.6
= SN USSR LL PP T I U
2 2.4 2.4.6 R
séries qui sont convergentes toutes les deux lorsque le
module analytique de x est I'unité. En multipliant, on

obtient un résultat de cette forme

(1) \/2—(.1:—*—.7,-—'): A-;-ZB.z"" —f—ZCx—",

ou L 2 2
e 0 () (50

Je fais maintenant

x:cos?+\/—_lsin9,

je multiplie (1) par d¢ et J'intégre de 9 = o a p=2%.
11 vient

\/2—(x+.t”')=\/2—2cosg;:zsin—;-q),

™ = cosme + \—1sinmy,

"= cosng — y—1sinz g,
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et, par suite,

8=A.2z, dou A= é
P

On a une autre démonstration en multipliant I'é-
quation

l—Q/l—-z“sin"q»:-l~z‘?sin’u,>+-l'—lz‘sin‘fp .
2 2.4

4 1.1.3
2.4.6

dzdy ., ..
par —— et intégrant entre les limites z =0, z=1,
¥4

28 sinp +. . .

(P:O, ?:éﬂ

Je remarquerai encore que Gauss a aussi transformé la
série F (@, (3, ) en fraction continue, et en un produit
d’une infinité de facteurs, mais qu’il n’est pas I'inventeur
de la décomposition de l'intégrale eulérienne B (p, ¢) en
un nombre infini de facteurs : cette décomposition est
due a Euler lui-méme dont les formules et les méthodes -
sont rapportées par Lacroix dans le III volume de son
grand Traité.

LIEU GEOMETRIQUE DE CERTAIN POINT DANS LES CONIQUES.

1. Soit
Ay*+Baxy+Cx’+Dy+Ex+F=o0

I’équation d’une conique rapportée a des axes quelcon-
ques.

Supposons que le coefficient C varie de — o a + o et
que les cinqautres coefficients soient des fonctions entiéres
algébriques données de deux quantités « et 6;

dy +~ex +f=o0
dy +cx+fi=o, .
1.
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sont les équations données de deux droites tangentes a la
conique; il s’agit de trouver le lieu géométrique du point
qui a pour coordonnées « et f3.
L’équation de condition pour que la premiére droite
soit tangente, est

4GC[fdD — f'A — d*F) + d*E:+ ¢'[? — [AF] + f*B?
-+ 2de[2BF — DE}— 2 fdBF + 2fe[2AE —BD |=o.
(Poirles Nouvelles Annales, t.11, p. 108.)

On a une équation semblable pour la seconde droite.
Eliminant C, on trouve pour I'équation du lieu cher-
ché
B[S} — & f] 1
DE*dd,[d, f— df,]
F[D'— {AF |[ed’ — ¢'d]
A[D — 4 AF][ef3— el /"]
D[D*— 4 AF][e} fd— e fid,]
B*F[fdi—fid*]
B'Dff\[fid — fd]
2F[2BF — DE]dd,[d e — de, ] =o,
2 A[2BF — DE][def? — d,e,f?]
2D[2BF —DE]dd [e, f— ef]
+ 3BEFdd, [df, — d.f]
-+ 2BEAff\[fd, — fid]
+ 2F[2AE — BD][fed}— fie d?)
+ 2A[2AE — BD] ffi[fie — fe]
+ 2D[2AE — BD] ff, [ de, — d, ¢]

Lorsque B=o0 et que D* — 4AF a un facteur commun
en a et 8 avec E, le degré du lieu s’abaisse; de méme si
A a un facteur commun en « et 3 avec D.

Application. Soit
A=1,B=0, D=— 28, E=+2q¢, F= a7
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I'équation du lien devient, aprés avoir divisé par «,
[e'd?) b+ 2dd,[de,}a?B + [e*d? |af? + 2dd,[de, ] B°
(A) + 2a'[ fie,d* )+ 2[e¥fid\]aB + 2B*[ fie,d?]
+ [ f)a+ 2B[f '+ f1df]+ 2 [ fiel -
Les termes du troisiéme degré peuvent se mettre sous la
forme
[+ Bl{(e?d ] + 2 dd, (de)];
ainsi il n’y a qu’une asymptote réelle (¥).
Lieu du centre.

" Ordonnant I’équation (A) par rapport 4 «, on a
(B) Pa*+Qa?+ Ra+ S =o;

P =[¢ed}],

Q=24dd,[de}p + 2[ fie,d*],

R=[¢d}]p*+[fidie]+ [ 1],

S = add,\[de, 1p*+ 2[ fie,d*1B*+a[efi + e, f) [df 118

“+2ffi[fie].
désignons par &, o, a” les trois racines de I'équation (B)
et par x, y les coordonnées du centre, on a
r=_5

et I'équation du lieu du centre est

( o + 1//) ( o 4 alll) ( o 4 o"/1,)
xr — X — T — 3 K}
2 2 2

La théorie des fonctions symétriques donne
8Pz’ — 8PQz*+ 22 (RP — Q'] +P(QR —S)=o,
dans laquelle on remplace 8 par y. Ainsi, on obtient une

ns laq P pary >
équation du troisiéme degré, en x et y ; ce qu'on pouvait
prévoir a priori. Lo
- ¥
(*) Cas particulier. a, 8, coordonnées du foyer; axe des y directrice ; ’
axes rectangulaires.
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SUR LE TRIANGLE INSCRIT ET CIRCONSCRIT;

D’arrEs Anprews HART.

1. Eemme. Soient A, B, C, D, M cinq fonctions li-
néaires a deux variables.

AB =CD est I'équation d’'une conique passant par
les points d’intersection de A avec C et D; de B avec C
et D.

AB = M?* est 'équation d’'une conique touchant les
droites A et B, et la corde de contact est"M.

CD = M?* est I'équation d’une conique touchant les
droites C et D, et il est évident que les trois coniques
passent par les mémes quatre points, et que les quatre
points de contact sont sur la méme droite M, car unc de
ces deux équations est la conséquence des deux autres.

2. Soient ABC, abc deux triangles inscrits dans la
méme conique P.

Si AB et ab touchent la conique Q, alors Aa et Bb
touchent une conique X passant par les quatre points I
d’intersection de P et Q (lemme I).

$i BC et bc touchent une conique R, passant par les
mémes quatre points, alors B et Cc toucheront la coni-
que X.

Et puisque A a et Cc touchent une conique X, il s’en-
suit que AC et ac touchent une conique S qui passe par
les mémes quatre points I. (CavirEy.)
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RELATION GIRCULAIRE DE MOBIUS.

Saient A, B, C, P quatre points dans un plan.

® cercle passant par A, B, C;

o cercle passant par B, C, P;

B cercle passant par A, C, P;

y cercle passant par A, B, P.

Soient A/, B, C! tfois autres points pris posés arbitrai-
dans le méme plan;

o’ cercle passant par A', B/, C';

o' cercle passant par B/, C' et faisant avec le cercle o'
méme angle que « avec w;

@’ cercle passant par A’ et C/, et faisant avec le cercle
' méme angle que 3 avec w;

7 cercle passant par A’ et B et faisant avec le cercle o’
méme angle que y avec o.

Alors o, 3, 7/ se couperont a un méme point P’; et

o' passe par les trois points A/, B, C';

o passe par les trois points B/, C, P';

f' passe par les trois points A', C', P;

7' passe par les trois points A, B, P’;

de sorte que P et P’ se correspondent.

Ainsi étant donnée une figure plane quelconque, on
peut tracer une autre correspondante telle, que quatre
points de la premiére figure étant sur un cercle, quatre
points de I'autre figure sont aussi sur un cercle.

C’est une cyclographie analogue i la grammagraphie,
autrement dit homographie. On peut aussi imaginer une
sphérographie.
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TRANSFORMATION DES MODULES DANS LES CONGRUENCES
DU PREMIER DEGRE,
Caractéres de divisibilité des mombres ;

D’arris BOUNIAKOWSKY.

1. N —r =p, p est un nombre quelconque;; cela veut
dire que N — r est divisible par p, et p est dit module ;
il s’agit de trouver r. .

Soit

N=(p+n)g+r, ou np+an,
ng, = (p -+ n)q. =+ r., n nombre entier arbitraire,

nqy = (p 4+ n)qs—+ ny,

rgmoy = (p+n)gn—+ 10, o8 nga<p-+n,
ail)si'
) { N=(gi+q:+¢s +. .. gn) pHri+rtr+...+nrq,
=(q+¢+gs+. ..+ gn)p+N.
Si N’ est inférieur a p, on a
N =r.
Si N surpasse p + n, on le divise par p et on a le reste

cherché r; si p' surpasse encore p—+n, on agit comme
ci-dessus sur N, on parvient a

N/ =r 4 F,+ r+. ..+ nq,,
ou

N=p+N, et N <N;
et continuant de méme on parvient a N®) moindre que
p+n.



(169 )
2. Dans notre systéme de numération, on choisit z# de
maniére que p -+ n soit une puissance de 10; ce qui donne
les restes a vue.

1°. Exemple. p = g; faisant n =1, p+n=10, on
tombe sur la régle connue; car les r sont les chiffres de N.

2°. N= 3678912, p = 989, prenons n= 11, de sorte
que p + n = 10°%, alors

3678_—:%; » r =912
3678 r, =458
fo458 ry = dfo
4o ri4ro+r; = 1810 = 989 + 821
44o

ainsi le reste de N divisé par 983 est 821
On a ainsi un caractére de divisibilité pour 989g.

3. Prenons n négativement, alors
N=(P"'”)‘7|+"n
—ng=—(p—nr)gs—ri,
ng:= (p—n)q;+r,
—ngy=—(p—n)q.—r,
Fngp=x(p—n)gnra,
d’on
N=(gi—q@:+¢Eg)p+r+nt+rn+...
o ngn. ‘ '

(2)

On emploie cette formule lorsque p est trop éloigné
d’une puissance de 10. '
Soit, par exemple,

N = 1731865, p= 3y,
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on prendra
10°=3.37 — 11,

732865 r=65, n=2=8

7328 ry =266, r, =48 ) ,
806,08 7= g, 76 "fff’ mEn
806 ~ 230
88.66 — 76 gg
7
88 1,54 "
9,6 8 11
99 "
Ainsi le reste dela division est 6.
En effet,

732865 = 37.19827 + 6.

QUESTIONS.

470. Si sur la diagonale d’un rectangle comme corde
on décrit un cercle, le lieu des extrémités d'un diamétre
paralléle & I'autre diagonale est une hyperbole équila-
tére. (Kurrer, de Tréves.)

471. Tous les cercles qui sont la perspective d'une
méme conique sur un méme plan, ont pour axe radical
commun l'intersection de ce plan avec le plan de la co-
nique. (O. BokLEn.)

472. Les quatre hauteurs d’un tétraédre sont les élé-
ments rectilignes d’un hyperboloide a une nappe.

(STEINER.)

473. Quatre génératrices d'un hyperboloide étant

donuées, construire le tétraédre qui ait ces quatre droites
pour hauteurs.
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474. Le déterminant

a—b, a—b, a—b,..., a—2b,
a,—b, a—>b, ay—by,..., a,— b,
a,—b, a,—b,, a;—by,. ... a—b,
an"'b|7 an'—'b2) a, — b'ﬂ‘- 1) a, bu

est égal a4 (a, — a,) (by — b,) lorsque n =2, et pour
n > 2 il est nul.

475. Construire la conique lorsqu’on donne trois tan-
gentes et une directrice (p. 165).

476. Cercle des huit points. ABCD est un quadrila-
tére plan, E intersection des cotés opposés AC, BD; F
intersection de AB, CD. Il y a quatre triangles de formés.
AB avec son prolongement fait partie de ces trois triangles
ABE, ACF, BDF; dans le triangle ABE, joignons E op-
posé & AB avec le centre du cercle circonscrit a ce triangle;
dans le triangle BDF, joignons D opposé au prolongement
BF de AB, avecle centre du cercle circonscrit a ce triangle;
dans le triangle ACF, joignons C opposé & la droite BAF
avec le centre du cercle circonscrit au triangle ACF'; ces
trois droites se coupent en un méme point I. Les trois
autres cOtés du quadrilatére fournissent d’une maniére
analogue trois autres points I ces quatre points I et les
quatre centres des cercles circonscrits sont sur la méme
circonférence (*). (Hermes.)

4T17. Les projections 48 sommet d’un triangle rectiligne
sur les quatre bissectrices des deux autres angles sont en
ligne droite. (ArTHUR LAscases, de Lorient.)

478. A, B, C trois points fixes, AB=¢, BC =a«,

(*) L’existence de quatre centres sur unc circonférence est une décou-
verte de Steinier, démontréc dans les Nouvelles Annales.



172
CA=bd,a, 0B,y distanc(es' Zesp)ectives des trois points &
une droite fixe, 'on a
a*a’+ b + ¢y — (a'+ b — &) af — (b'+ ' — a?) By
—(+a*—b") 2= 48
S = aire du triangle ABC. (SaLmon.) (¥)

479.

@ b= (a -+ b —nab (a- b1

a? bz' (a+b)u—t

1.2

”'”_4'n—5a363(a 4 by

+ 1.2.3

n.n—5n—6.n—1 . s
1.2.3.4 atbt(a+b)

+ n(n—G) (:’;?;(2"";8)('1—9) pe bs(a+b)n_m+-°'i

n entier positif; on arréte la série lorsque I’exposant de
(@ + &) devient négatif. (SrErN.)

LIMITES DE LA SERIE HARMONIQUE
(Solution des questions 452 et 453);

D’apris M. SCHLOMILCH.

1. Lemme.
a4a,+a; + ... +a,.>n€/a.a§a, Y T

2, %+%+é+...+”—:———'§(n+l); (lemme),

3
12 3 n
—t . m=nr,
1 2 3 n

(*) Vient de publier dix-sept Lessons sur Valgébre supérieure moderne,
préliminaires d’un ouvrage sur les High surfaces, faisant suite aux High
curves ; clarté extréme, profondeur et élévation. Nous en parlerons souvent.
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d’oui par soustraction
i

- L1 I .
Sn= - = cee - y P —1]:
‘ l+2+3+ +n>n[(l+n) 1]

3.
LI SIS SIS
2 3 4 "R +0 "
2 3 4 n—+1
3 4+ +n+1_ni
par soustraction
{ !
3 (r+1)] 7
Sp= 14~ 41 + 2 T n r|.
n =1 P -3-+ ;<Il “l—(n-i-l) —n—l—[]’
.3 .
" * @3t la folution de la question 452 (t. XVII, p. 434).
Posons
nd l.(r+1)
'=n+1, no=Il.n~+1, nE=——,
ainsi
s>ln—l l(ea——x‘),
n ln—+1 _3
Sn<”+l -+ S (l—-—e )-
Or
I<B —l
d‘
l>l-—0
donc

Se >1(n+1),
S, <1+I(n+1);

c’est la solution de la question 453.
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Le rapport arithmétique des deux limites est constant;
le rapport géométrique approche de I'unité avec n crois~
sant : donc la différence entre S, et ses limites diminue
de plus en plus. _

M. Schlomilch fait observer que les limites loga-
rithmiques peuvent s’obtenir par la considération des
séries I (1+4-x) et log (1—x); c'est ce qu’a fait I'éléve
Michaux (p. 68).

Le procédé de M. Schlomilch s’applique 4 la série

1 I
a+l+x+2+"'+a+n'

DEMONSTRATION DE BEUX THEOREMES DE M. STEINER
ey PXIV past

Par M. DEWULF.

Tatorkme L. P, P, étant deux points quelconques situés
dans le plan d’une courbe de degré n, les pieds des
normales abaissées de ces deux points surla courbe sont
distribués respectivement sur deux courbes chacune de
degré n ayant en commun n®—n--1 points fixes,
savoir les (n—1)* points, pdles de la droite située & l'in-
fini, péles pris par rapport a la courbe donnée et
n points situés a linfini.

Rappelons d’abord comment on détermine les poles
d’une droite par rapport a une courbe de degré n.

Soit F (x, y) = o I'équation de cette courbe; cette
équation peut étre mise sous la forme

Ps + oo+ Przt ... + 9+ g =0,

¢, représentant I'agrégat des termes de degré r:
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Si 'on méne une tangente a cette courbe par le point
(2, B), on aura pour déterminer les points de contact, les
deux équations

dF dF
—_— {BR — - _— o —
F(z, y)=o0, (B ‘y)dy + (a x)dz__o.

La derniére de ces équations s’abaisse au degré n —1 et
se met sous la forme
(1) dF - dF - F
- -— 4 AFA=0
dy *dz ’
en posant

F=p i+ 2¢no—+...4(n—1)g —+ ng,.

Cette courbe se nomme la premiére polaire du point
(«, B) par rapport a la courbe.
Si le point (a, ) parcourt la droite

{2) y=Azx+B,

on aura
Bp=Axz—+B;

ce qui permet de mettre ’équation (1) sous la forme

dF dF dF
Pl Sl —_ k=o,
(A(l)f+dx>a+Bd]+ 0,

qui est]'équation générale de toutes les premiéres polaires
des différents points de la droite donnée.

Cette équation est satisfaite quelle que soit la valeur
de « si I'on pose
4

dF dF¥
A — — =0

(3) dy T ’

(4) : Bj—:+lr:=0.
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Ces deux courbes sont de degré (r —1) et se coupent et
(n — 1)? points.

Donc les premiéres polaires de tous les points d’ume
droite par rapport a une courbe de degré n passent par
(n —1)* points fixes, que I'on nomme pdles de la droite
par rapport i la courbe.

Si la droite (2) passe a l'infini, les équations (3) et (4)
deviennent

Ad—F-i—ﬁ-—o i1E-'-o
dy " dzx~ 7 dy " 7’
ou bien
dF _  dF _
d—z——-o, Z;—-—O

Remarque. Les pbles de la droite située a I'infini sont
sur la courbe de degré (2 —1)

dF dF

iz Ty = ©
qui renferme aussi les points multiples de la courbe don-
née. (Théoréme de Pliicker.)
Passons a la démonstration du théoréme de Steiner.
On a pour déterminer les points ou les normales a une
courbe menée par un point donné la coupent normale-
ment, les deux équations

F(z, y)=o,
(5) (b= — (=) G =0

Ces deux équations sont du degré n.

On concldt de 1a que par un point on peut générale-
ment mener »* normales 4 une courbe du degré n. Ce
faisceau de n* normales coupe la courbe en n® points.
Les n® points ou le faisceau coupe la courbe & angle droit
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sont sur une courbe de degré . On sait d’ailleurs (SaLmox,
Nouvelles Annales, 1. IX, p. 274) que les n® — n* points
ou le faisceau normal coupe la courbe obliquement sont
sur une courbe de degré n (n —1).
L’équation (5) peut se mettre sous la forme

dF dF dF dF
ﬁd—__ady—- Y T dy

= 0.

Si le point («, ) parcourt la droite .

—=Ax -+ B,
la relation
p:Aa—I—B

permettra de mettre I’équation (5) sous la forme
/ A dF dF dF x dF B dF
—_—— ] 2 — — —z——B— ) =
( ar  dy Vi "y T A | T
qui est 'équation générale de toutes les courbes, lieux des
pieds des normales abaissées des différents points de la
droite (2) a la courbe.

Cette équation est satisfaite, quelle que soit la valeur
de «, si I'on pose

\ dF  dF
dF dF
(7) O L

Ces courbes sont I'une du degré n, I'autre du degré (n—1)
et se coupent par conséquent en n (n —1) points fixes.

L’équation (7), en y remplacant aF par sa valeur tirée
Td .
de I'équation (6), devient
dF
Ann, de Mathémat., t. XVIIL. (Mai 1850.) 12

(8 (y—B) 3 = A=
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Cette équation est satisfaite si I'on pose
y—B=A=x, .
cc qui prouve que n des n (n —1) points d’intersection
des équations (6) et (7) sont sur la droite donnée.
L’équation (8) cst aussi satisfaite si 'on pose
g dF __

L dr .
mais alors d’aprés I’équation (6) on a aussi

dF

_ 0

dy
Donc, parmi les n (n —1) points d’intersection des équa-
tions (6) et (7), (n —1)? se trouvent a l'intersection de

dFP dF ,
— =— 0 et — =— 0, eLne sont,par consequent, autres que
dr dy ! P q ’ q

les (n —1)* poles dc la droite située a I'infini par rapport
a la courbe donnée.

Nota. Je crois que I'énoncé donné dans les Nouvelles
Annales est inexact (t. XIV, p. 232).Il ne peut y avoir n
points a 'infini.

En effet 4 chaque point a linfini correspondent des
asymptotes paralléles pour les courbes des équations (6)
et (7 )

L’équation (6) nc peut donner que (r — 1) asymptotes
étant de degré (n — 1). D’ailleurs les équations qui don-
nent les coefficients angulaires de ces asymptotes sont

dcp,,(l,c)_ dg,(1,¢)

A dr dy -
do,(1,¢)  dg,(1,¢)
(@) . e &= o

Il est évident que toute valeur de ¢ différente de A ne
peut satisfaire en méme temps a ces deux équations. Les
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points a I'infini sont donc tous sur la droite y = Ax+B,
mais pour qu’il y ait (z —1) points & l'infini, I'équa-
tion («) devrait avoir n —1 racines égales a A, ce qui
n’a pas lieu en général. ‘

Il faut donc énoncer le théoréme ainsi :

Etant donnée une droite quelconque dans le plan
d’une courbe de degré n, les pieds des normales abais-
sées des différents points de cette droite sont distribués
respectivement sur des courbes chacine de degré n ayant
en commun n®*— n points fixes, (n —1)* de ces points
sont les poles de la droite située a Uinfini et n de ces
points sont sur la droite donnée.

En appelant podaire d'un point par rapport a une
courbe de degré n la courbe de degré n qui renferme les
n® points ou le faisceau normal coupe la courbe a angle
droit, on pourrait dire : un point a par rapport a une
courbe une infinité de podaires toutes de degré 7, et cha-
cune d’elles est podaire au point fixe par rapport a toutes
celles qui la précédent dans la série.

TatorkMe II. Le lieu des sommets des angles droits
circonscrits & une courbe de la classe n est une courbe de
degré n® (*).

Soient

F(p, 9)=0, pr+qr=1,
les équations d’une courbe de la classe . On sait que
F (p, q) doit étre de degré n.

La droite py + px =1 dans chacune de ses positions
est tangente & la courbe. Les coordonnées ordinaires du
sommet de I’angle droit circonscrit a la courbe seront done
données par les deux équations

(1) pY+qgX=1,
() p:Y +q¢.X=1,

(*) Dans les coniques, ce lieu est un cercle double. Tu.
12.
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entre les coefficients desquelles on a la relation

(3) Pt qiq,=o0.
On a de plus les deux relations

(4) F(Pl? ']-)ZO,
(5) F(p., g:) =o0.

Eliminant P1s P2y 41> qo entre les équations (1), (2), (3),
(4), (5), nous aurons une équation en XY qui sera 1é-
quation du lieu cherché.

Les équations (4) et (5) sont du degré n, les trois autres
sont du premier degré. D’aprés le théoréme de Bezout
I'équation finale scra du degré n*. Ce qui démontre le
théoréme.

Yajoute ici une observation sur le premier théoréme
qui donne un nouveau théoréme général. Reprenons
I’équation de la podaire d’un point of3

g 4E _ dE ( ¢, 4F)

Si nous posons

@ tdy - \Taz T " ay )
dF dF
dz =o, et ‘F = o,
cette équation est satisfaite quelles que soient les valeurs
de a et §; ce qui donne ce théoréme :

Les podaires de tous les points du plan d’une courbe
de degré n ont en commun (n—1)* points fixes, qui ne
sont autres que les poles de la droite située a Uinfini
par rapport a cette méme courbe. Ces (n —1)* points
fixes sont situés sur la courbe

dF dF
Frae

de degré (n—1) qui renferme les points multiples de la
courbe donnée.
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TRANSFORMATION DES PROPRIETES METRIQUES DES FIGURES
(voir t. XVII, p 381);

Par M. FAURE,

Capitaine d'artillerie.

Considérons dans la premiére figure un polygone formé
par les droites A’, B/, C’, D',..., F'. §i l'on trace une
droite arbitrairc P’ dans le plan du polygone, son aire §'
est donnée par le relation

S=ABP+BUCP+CDP+...+FAP,

dans la figure homographique nous aurons un polygone
formé des droites A, B, C, D,..., I et une droite P, et,
d’aprés la relation (1), on aura
/A.B.P B.C.P
S=um- (———&-————{- ’
. T ™
T, T, représentent le produit des distances des sommets

des triangles ABP, BCP, ..., a la droite.

1. L’égalité précédente montre que si ’on trace dans
le plan d’un polygone une droite quelconque, la somme
des triangles formes par dewx cétés consécutifs du po-
lygone et la droite arbitraire, divisés respectivement par
le produit des distances de leurs sommets & une droite
fixe, est une quantité constante.

Lorsque la droite arbitraire sera a l'infini, la rela-
tion (3) pourra servir i déterminer la constante. Cette
constante sera donc égale & la somme des triangles
JSormés par deux cétés consécutifs du polygone et la
droite fixe, divisés respectivement par lc cube de la
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distance a la droite fixe du sommet du polygone déter-
miné par ces deux cétés.

Dans ces théorémes, le mot somme doit étre pris dans
le sens de somme algébrique.

Relativement aux courbes planes, on voit que :

1°. 8ilon considére une courbe comme un polygone
d’'une infinité ‘de cétés infiniment petits, Uintégrale
qui donnera la somme de tous les triangles qui auraient
pour bases ces cités et pour sommets communs un point
arbitraire de son plan, divisés respectivement par le pro-
duit des distances de leurs sommets & une droite fixe, sera
constante.

2°. 8¢ l’on projette chaque élément d’'une courbe sur
une droite fixe 1 par des paralléles de direction arbi-
traire, lintégrale qui donnera la somme de ces pro-
jections divisées respectivement par le carré de la dis-
tance de lélément correspondant a la droite 1, sera
constante, quelle que soit la direction des paralléles.

3°. 8i l'on trace une droite P dans le plan d’une
courbe, l'intégrale qui donnera la somme des triangles
ayant pour cétés cette droite P et deux éléments consé-
cutifs de la courbe, divisés respectivement par le pro-
duit des distances de ses sommets a une droite fixe , sera
constante, quelle que soit la droite P.

On doit remarquer que les courbes dont nous parlons
ne sont pas nécessairement soumises a une définition
mathématique : nos théorémes ont lieu pour des courbes
tracées au hasard.

Deux cercles étant concentriques, si d’un point de
'un on méne des tangentes a I'autre et que ’on trace la
corde de contact, on forme un triangle dont l'aire est
constante.

La transformation homographique donne ce théoréme :

Lorsque deux coniques ont un double contact suivant
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une droite 1, ct que d’un point de Uune on méne des
tangentes a l'autre, elles déterminent avec la corde de
contact de ces tangentes un triangle tel, que le rapport
de son aire au produit des perpendiculaires abaissées de
ses sommets sur la droite 1, est constant.

Si la droite I est a I'infini, les deux coniques sont ho-
mothétiques et I'aire du triangle est constante.

Dans hyperbole, I'aire du triangle déterminé par les
asymplotes et une tangente est constant. Donc :

Etant données une conique et deux tangentes fixes,
une tangente variable détermine avec cclles-ci un trian-
gle tel, que le rapport de son aire au produit des dis-
tances de ses sommets & la corde de contact des tan-
gentes fixes est constant.

Deux rayons rectangulaires et la droite qui joint deux
de leurs points d’intersections avec le cercle déterminent
un triangle dont Iaire est constante. Donc :

Etant donnés une conique et un point O, si 'on méne
par ce point deux droites conjuguées et que U'on joigne
deux de leurs points d’intersections avec la conique, le
rapport de U aire du triangle ainsi formé au produit des
distances de ses sommets a la polaire du point O scra
une quantité constante.

Rappelons que deux droites conjuguées relatives a un
point O sont deux droites telles, que le pole de T'une se
trouve sur lautre.

Si dans le théoréme précédent la polaire du point O est
a I'infini, ce point est le centre de la conique; les droites
(ui y passent deviennent des diamétres conjugués, et
Paire du triangle construit sur ces diameétres est con-
stant ( théoréme d’Apollonius).

Lorsque deux triangles o’ b'¢’, b, ¢, ont leurs cotés
homologues paralléles, 'aire d'un triangle def a la fois
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inscrit dans I'un et circonscrit dans I'autre est moyenne
proportionnelle entre les aires des triangles semblables.
De la : Lorsque les cotés de deux triangles abe, a b, e,
se coupent deux & deux sur une droite 1 (triangles ho-
mologiques), si Uon inscrit dans l'un un triangle def,
circonscrit a l'autre, on a la relation

@2 __ abc.a,bc,
S.etg? a.ﬁ.‘y.a..ﬁ‘.y,,

ou les lettres grecques représentent les distances des
points correspondants a la droite 1.

Si un triangle a’ b ¢’ dont les sommets sont situés res-
pectivement sur trois droites paralléles A’, B/, C’ se meut
parallélement a lui-méme, il conserve une aire constante.

Donc

Etant donné un faisceau de quatre droites A, B, C, 1 et
trois points fixes sur cette derniére droite, si Uon inscrit
dans les trois premiéres un triangle abe dont les c6tés pas-
sent respectivement par les points fixes, Uaire de ce
triangle divisée par le produit des distances de ses som-
mets & la droite 1 donne un quotient constant.

La suite prochainement.

SOLUTION DE LA QUESTION 469

(voir page 118);

Par M. A. POITRASSON, S. J.

Du séminaire de Vals (Haute-Loire).

Soient le triangle ABC et D un point sur BC: on a

(«) AB'.CD + AC .BD — AD". BC = BC.CD.DB.
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Ce théoréme n’est que la reproduction du théoréme
suivant, démontré par Carnot.

Dans tout triangle, si du sommet de l’un quelconque
des angles on méne une transversale a la base opposée
(de maniére qu’elle coupe cette base et non son prolon-
gement), le carré de cette transversale, multiplié par
cette base, est égale a la somme des carrés des deux
autres cotés, multipliés chacun par le segment opposé de
cette base, moins cette méme base multipliée par le pro-
duit de deux segments (Géométrie de position, p. 263).

M. Chasles (Géométrie supérieure, p, 233) a généra-
lisé ce théoréme en disant que :

« Etant donné un nombre impair (2v + 1) de points
a,b,c, etc., en ligne droite, et étant pris un point quel-
conque m sur la droite ou en dehors, indifféremment, on
a toujours I'équation

—-2y 2y
am bm

ab.ac.ad. .. + be.bd. be. ..

+...=1;

équation qui devient, dans le cas ou
(2v+1)=3;

les trois points étant B, C, D et A le point arbitraire,

WK W
DB.CB T CD.BC T BD.DC "’

ou

AB®.CD + AC". DB + AD". BC + BC.DC.BD = o,

qui n'est autre quc I'équation (z), dans laquelle on a
donné un signe contraire aux segments comptés de gauche
a droite et a ccux comptés de droite & gauche.
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Note. MM. Raphael Girard, éléve de I'institution De-
lorme, a Lyon (classe de M. Adanson), Brault, Chauliac
et Francoise,, ont envoyé des solutions directes.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 460 (*)

( voir p. 108);

Par M. A. POITRASSON, S. J.

Du séminaire de Vals.

On donne un triangle ABC et deux points X, Y en
ligne droite avec son sommet Aj; on joint les points X, Y
avec un point quelconque O de BC par les droites OX,
OY qui coupent AB, AC en deux points M, N. La droite
MN passe par un point fixe quel que soit le point O.

En cffet les six points A, B, C, X, Y, O sont les som-
mets d'un hexagone ABYOXC inscrit aux deux droites
XY, BC; donc, d’aprés un théoréme connu (Poncelet,
Propriétés projectives, sect.1l, chap. I, n° 170) les points
de concours des cotés opposés AB, OX; BY, XC; YO,
CA sont en ligne droite, et comme BY et CX ne changent
pas quel que soit le point O, la droite MN passera tou-

(*) Excellente solution. .
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jours par le point P, intersection des deux cotés XC. YB.
C. Q. F. D.

Corollaire. BC étant supposé a P'infini, la proposi-
tion est encore vraie et I'énoncé se change en celui-ci :

Etant donné un angle BAC et deux points X, Y en
ligne droite avec son sommet, si par les points X et Y
on méne deux droites paralléles qui rencontrent les cotés
de I’angle en des points M, N, la droite MN passera tou-
jours par le méme point, quelle que soit la direction des

droites paralléles XM, YN.

EXERCICE NUMERIQUE SUR LES CONIQUES.

Equations de deux coniques.

ny*—3xzy +52*—8y —2z2+3=o,
8y’ + xzy + 82— 11y —qx + 5=o.

Coordonnées des quatre points dintersection.

_I _2
w—gy )’—37
2 _ 3
1—37 J’—-—ga
3 5

r = — = —y
7 7T

5 1.

8
I
al
<

I



( 188)

GRAND CONCOURS DE 1837

{ voir t. XVI, p. 109);

Etant données deux coniques C et C’, on méne dans la
premiére tous les systémes possibles de diamétres conju-
gués, et, par un point de la circonférence de I'autre, on
mene des paralléles aux diaméires de chaque systéme.
Faire voir que la droite qui joint les seconds points d'in-
tersection de ces paralléles avec la courbe passent par un
méme point.

Note. Cette question n’a é1é insérée ni dans le Journal,
ni dans la Revue de Instruction publique; j'en dois la
communication i 'obligeance de M. Hauser, professeur au
lycée Charlemagne.

GRAND CONGOURS DE 1858.

CLASSE DE LOGIQUE (SECTION DES SCIENCEs) (1o juillet).
Mathématigues.

1°. Kiant donnés deux angles triédres égaux et ayant
le méme sommet, on peut toujours mener par le sommet
une droite telle, que sil'on fait tourner le premier triédre
autour de cette droite comme axe, il vienne coincider
avec le second.

2°. Deux nombres 2 ¢t n' jouissent de cette propriété
que chacun d’cux est la somme des carrés de deux nom-
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bres entiers, le produit nn' de ces nombres sera égale-
ment la somme des carrés de deux nombres entiers.

Physique (12 juillet).
1°. Qu’est-ce que la chaleur latente?
2°. Faire connaitre et discuter les principaux pro-
cédés employés pour distiller les liquides.
3°. On demande quel doit étre le rayon d'un ballon
sphérique formé d’un taffetas qui pése 250 grammes le
métre carré, pour que plein d’hydrogéne 4 20 degrés et
a la pression de o™,75 il ait une force ascensionnelle
nulle, lorsqu’il se trouve dans’air sec 4 méme tempéra-
ture et 2 méme pression; le litre d’air & zéro et sous la
pression de o™,76 pése 087,293 et le poids spécifique de
I'hydrogéne rapporté a 'air est 0,0693. On sait d’ailleurs
que le coeflicient de dilatation est 0,00367.

MATHEMATIQUES SPECIALES (14 juillet).

Mathématiques.

K étant un nombre donné et « un angle aussi donné,
mais compris entre o et 180 degrés; g, G et & étant des
inconnues auxiliaires liées par les relations

G sing = — sin«,
G cosg = K sina + cos«,

G sin’a
h=— —;

on demande les racines réelles de I'équation
hsin'z —sin(r — o) = 0.
On donnera a G le méme signe que K.

Note. Cette question n’a été comprise ni des éléves
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ni méme des professeurs surveillants, qui ont demandé
vainement une autre question.

Chimie (15 juillet).

1°. Du chlore et de ses principaux composés.

Montrer quelles sont les analogies du brome et de I'iode,
soit entre eux, soit avec le chlore.

2°. Analyse du gaz acide chlorhydrique.

Analyse du gaz acide sulfureux.

Analyse de I'acide phosphorique et détermination de
I’équivalent du phosphore.

3°. Un kilogramme d’acide oxalique étant donné, com-
bien obtiendra-t-on d’oxyde de carbone sec a 11 degrés
et 0,758, en le traitant par I'acide sulfurique concentré?

On suppose l'expérience faite avec I'acide oxalique
cristallisé du commerce.

Physique (16 juillet ).

1°. Une éprouvette cylindrique a fond plat ayant a
I'intérieur une longueur / est originairement pleine d’air
sous la pression atmosphérique. On I'enfonce verticale-
ment dans le mercure en ayant soin de tenir I'ouverture
tournée vers le bas : il ne s’échappe point d’air. On de-

.mande & quelle pression le gaz intérieur sera soumis,
lorsque le plan de I'ouverture se trouvera a une distance
h du niveau du mercure dans le réservoir qui sert a I'ex-
périence. On néglige les effets de la capillarité.

On examinera en particulier le cas ou

l=o0"2, p=o0,76 et h=1™

2°. Loi des attractions et répulsions électriques.
Démonstration expérimentale de ces lois.
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Le produit de quatre nombres entiers en progression arithmétique ne saurait
étre le bicarré d’un nombre rationnel ;

Par M. BERTON,

Employé au Ministére de la Marine.

Soient @, @ + k, a + 2k, a + 31 les quatre nombres
proposés et P leur produit, on a

a(a+3h)\=a®+ 3ah,
(a+ h)(a+2k)=a*+ 3ak + 2/,
d'ou
P={(a*+ 3ah + k*)* — k¢,
et faisant P = p*,
P+ b= (a* + 3ak + R*).

Mais, d’aprés un théoréme connu (t. V, p. 71), la somme
de deux bicarrés ne saurait étre égale & un carré; donc
I'équation ci-dessus est impossible dans les conditions
de la question; ainsi P ne saurait étre égal 4 un bicarré.

Remarque. Si avec quatre nombres entiers en pro-
gression arithmétique on forme un quadrilatére inscrip-
tible, la surface de ce quadrilatére ne saurait étre expri-
mée par le carré d’'un nombre rationnel.

En effet, la surface d'un tel quadrilatére a pour ex-
pression la racine carrée du produit de quatre facteurs
enliers qui se trouvent en progression arithmétique.

Note du Rédacteur. Foir Chasles, Apercu histo-
rigue : Géométrie des Indiens, p. 417.
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SUR UNE SURFACE ENGENDREE PAR DES NORMALES.
1. Soit
S=Py+Qa=o
P’équation rendue homogéne d’'une surface; P et Q sont
des fonctions entiéres de x, y, z, u, et les axes sont rec-
tangulaires.
L’axe des z est sur la surface; car faisant

xr —= J’ = 0 )
z reste indéterminé.
Soient x4, ¥4, 21, u; les coordonnées d’un point de la
surface, on aura

_f(_—"Pl,yl'('Ql-rl:o;

les indices indiquent des valeurs particuliéres.
L’équation du plan qui touche la surface au point dé-
signé est '
df, qaf, af, df,

Zd—a+]'z‘yi+xz;l+ltc—l;;:0.

Si le point de contact est sur I'axe des z, alors
P )

r, =Yy, =0,

etl'on a
daf, dfi df; af,
—_— -_— PI — = —_— == 0.
dz, s dy, > dx, Q. du, ©

Ainsi I'équation du plan tangent devient
P,y +Qx=o,

P, et Q, sont des fonctions de z, et u,.
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Les équations de lanormale a la surface au méme point
xy =y, =0 sont, les axes étant rectangulaires,

z=0, Piy—Qz=o.

Donc I'équation de la surface formée par toutes les nor-
males a la surface partant de tous les points de z est

Py —Qzxz=o.

Toutes ces normales sont paralléles au plan xy; cest
donc un conoide de degré r—+ 1, si r désigne la plus
haute puissance de z dans P, et Q,. [

Si z ne monte qu’au premier degré dans P, et Q,, le
conoide devient un paraboloide hyperbolique. Ce théo-
réme a été démontré par M. Chasles lorsque la surface
donnée est réglée et de second degré (Correspondance
mathématique de Quételet, p. 97, § 75, 1839).

Un paraboloide hyperbolique donne un second parabo-
loide hyperbolique, ce second produit un troisiéme ren-
contrant rectangulairement le second et est tangent au
premier; de sorte que ce troisiéme reproduit le second
et ainsi de suite.

SERIE DE TCHEBICHEF.

Bul. de I'Acad. de §.-Pétershourg, t. XV, n® 15, p. 29. Octobre 1858.

Soit
w=/[f(z),
fonctions affectées d’erreurs quelconques; M. Tchebichef
trouve le développement par la méthode des moindres
carrés (*).

(*) Cest la véritable wncihode d'interpolation; clle tient compte des er-
reurs possibles dans les' mesures. Tu.

Ann. de Mathémat., t. XVIIL (Mai 183g.1 13
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Faisons successivement’
w=Ff(k), w=f(2h),..., w,=f(nk),

ces valeurs étant affectées d’erreurs égales.
u se développe suivant les dénominateurs de la fraction
continue résultant du développement de I'expression

I I
.z-—h+.r-—21_z+"'+.t—n}i.

Ces dénominateurs s’expriment a un facteur constant
prés, et en prenant Ax =% par

M(x— h)(z — 2k)...(x — Ih)(x — nh— 2})...{x — nh — I}),
on a cette série

3zi(n—i)Au

mA\.l‘—h)(.Trﬂh— /l)

I
u=-eu;
n
Sifid1)(n—i)(n—i—1)Au
1127 n.(rt — 1%) (0 — 2%) A

+5

A (o — h) (x — 2h) (x — nh — h) (x — nh — 2.h)

Si(i ) (e4+2)(n—1)(n—i—1)(n —i—2)Auy
1 2834 n.(nt— 1) 2 — 2 (nt — 3%) A0

+7

A (x—h) (z— 2 h)(x — 3 h) (x — nh — }) (x—nh + 2h) (x — nh — 3h)

Les signes 2 s’étendentde i =147 =n.
Désignant les fonctions

A(r—h)(z—nk—h), A(z—h),.. ., A
par A', A?, A%, etc., on a

A= (2l —1)h(2x — nh — k) A"
— (t—ap[n — (I — 1)) Al
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d’ou Lon tire

AN=h(2x—nh—rh),

A*=3h* (20 — nh — k) — (n* — 1) &Y,

& =154 (22 —nh — Ay —3(3n* — 9 ) A (22— nh— k)

A = 105/ (2.2 — nk — hY'— 30 (3n'— 13) k(2.2 — nh— k)
9w —1){n — g) ,

A = gh5h (22— nh — h)'— 1050 (r* — 7) b (22—nh—P )
+ 15(152* — 230n" + 4o ) k(2 x — nh — k).

Le développement en fraction continue de 'expression

I 1 1 1
.z'+lz+.r—-2/z+.t~——3h+”'+

x -+ nh

devient

HCETOL
. e
3 (22— nh—h)— 2! (n?*—2?) A

3 (" —3%) It
5(2.2‘-—7!]l—}l)—-— 7 (2x .—m-

2 —n—~h —

NOTE SUR LES SERIES DIVERGENTES;
Par M. E. CATALAN.

I. En rédigeant, I'année derniére, un T'raité élémen-
taire des séries, Je remarquai cette proposition trés-simple,
qui infirme la plupart des théories imprimées et ensei-
gnées :

La somme .d’un nombre indéfiniment grand (*) de

(*® .Indéfmiment grand signifie ici : qui croft indéfiniment.

13.
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termes consécutifs peut avoir pour limite zéro , sans que
la série soit convergente.

Pour vérifier ce théoréme, il suffit de considérer la série
divergente
I I ’ I
PY TR VE SRR Parary vy rarurs SRR

etde prendre la somme des n termes qui suivent le n",
On obtient ainsi

< I 1
Su—8,= (n+2)l(n+2)+' ' '+(2n+1)l{2n+1)

. I
Tous les termes du second membre sont moindres que —-;
nin

donc
L

oy — S, < —
S)n n < lII b
et, conséquemment ,
lim (Sg,,—— S,,) = o.

IL. Si, dans une série divergente, la somme d’un nom-
bre indéfiniment grand de termes a quelquefois pour li-
mite zéro, cetlc somme peut, a plus forte raison, tendre
vers une limite finie, s’il existe, entre le nombre n de
ces termes et le rang a du premier d’entre eux, une re-
lation convenablement choisie. Par exemple,

. . 1 I 1
(1) hm<”+l+n+2+...+;’—l>_l2.

Cette formule (1) est devenue la question 458. Généra-
lement, les solutions m’ont paru, ou inexactes, ou trop
compliquées : j’espére que la démonstration suivante
sera jugée simple et rigoureuse :

III. Tatorme (évident au moyen d’une figure). Soit
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f (x) une fonction positive et indéfiniment décroissante,
du moins & partir de x = a — 13 soit F (x) la fonction
primitive de f(x). On a

(2) fla)+fla+1)+flat2)+... +fla+n—1)
>F(a+n)—F(a),

(3) { Sla)y+fla+1)+...+fla+n—1)

<F(a+n)—F (a) = fla+n)+f(a).

IV. Cororraire. 8P le nombre entier n est une fonc-
tion donnée du nombre entier a, qui devienne infinie en
méme temps que a, et si la différence F (a+ n) — F (a)
tend vers une limite A lorsque a croit indéfiniment,

m[ f(a)+f(a+1)+...+ fle+nrn—1)]=2

V. AppricATiONS. 1°. Soient

fla)=—> n=(p—1)a+yg,

I
a
p et q étant deux nombres entiers donnés. On aura
F(a)=la+4C,
F(a+nrn) —F(a) =1 (p+g>, r=Ip;

donc,

(4) ‘im[—:;+ L +...+—'———]:lp.

a—-+1 a-+ 2 pa—+q—1i

En particulier,

1
(1) lim[i-!— - + Gt —a— =12
a a+1 a-+2 20 —1
2°, Soient
1
Sfla)= —: n=a%



(198)

d’ou
F(a)=1lla+C,
1
la* 4+ 114+ —
T )
F(a +n)—F(a)=!1 » -l e H
puis A =1/2 et
» I 1

m+(a+x)l(a+l) -
1
+(af+a—~l)l(a’+a——1)

lim

3°. Soient, enfin,

f(x):\/i-;, a:b’, Il:2b+],
b étant un nombre entier.
Ces hypothéses donnent
F(z)= ayz+C, F(a+n)—F(a)=2;

donc

I 1 1 1
l m +—_—t.. . | = 2.
l [\/ N \/b2+2 ¢b=+zb]
VI. Remarque. A cause des inégalités (2), (3), on a

1 1
g S
Vo b Vb4 25 >

1
—_ e .. + 3 ;
Vor Vb " \/b'+2b< (b"")

ce qui est assez curieux.
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SOLUTION- DE LA QUESTION 435

(voir t. XVII, p. 186) ;

Par M. Lowis CREMONA.

Professeur a Cremone.

Sur les longueurs OA, OB, OC données dans I'espace,
on prend respectivement les points a, b, ¢ ; les rapports
Aa, Bb, Cc sont donnés. Trouver : 1° I'enveloppe du
plan abc; 2° le lieu du centre de gravité du triangle abc.

D’aprés I'énoncé, les droites OA, OB, OC sont divisées
en parties proportionnelles ou semblablement, et a, b,
c sont des points homologues de ces divisions. Si 1'on de-
mande 'enveloppe du plan abc, la question est un cas
particulier de la suivante : o

Trois divisions homographiques étant données sur trois
droites situées d'une maniére quelconque dans ’espace, on
demande I'enveloppe du plan de trois points homologues.

On trouve ce probléme avec son corrélatif parmi les
questions proposées (p. 298) dans I'ouvrage capital de
M. Steiner : Systematische Entwickelung der .Abhan-
gigkeit geometrischer Gestalten von einander (*). Ber-
lin, 1832.

La question corrélative est résolue par le théoréme sui-
vant de M. Chasles :

Si trois droites données dans 'espace sont les axes de
trois faisceaux homographiques de plans, le lieu du point
commun 4 trois plans homologues est une cubique gau-
che (**) (courbe a double courbure du troisiéme ordre

(*) On n’a publié que la premiére partie de cette admirable production;
quand Vauteur nous donnera-t-il les autres? C..
(**) Locution italienng trés-expressive que nous conservons. Twm.
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et de-troisi¢tme classe) qui a deux de ses points sur cha-
cune des droites données.

De la on tire, par le principe de dualité:

Si trois droites données dans I’espace sont divisées ho-
mographiquement, I'enveloppe du plan de trois points
homologues est une surface développable de la troisiéme
classe (et du quatriéme ordre) qui a deux de ses plans
tangents passant par chaque droite donnée; ou bien, ce
qui est la méme chose, le plan de trois points homologues
est osculateur d’'une cubique gauche qui a deux de ses
plans osculateurs passant par chaque droite donnée.

Dans le cas particulier qui constitue la question 435,
les divisions homographiques données sont semblables ;
donc les points a I'infini des droites OA, OB, OC sont ho-
mologues; par conséquent le plan abc enveloppe une
surface développable de la troisiéme classe (et du qua-
triéme ordre) qui a un plan tangent a 'infini; ou bien
le plan abc est osculateur d'une cubique gauche qui a un
plan osculateur 4 I'infini. Les plans OBC, OCA, OAB,
ABC sont osculateurs de la méme courbe.

On résout la question avec facilité aussi par le calcul.
Posons

OA=a, OB=bH, OC=c,

OQa=p, Ob=gq, Oc=r,
done

p—a__qg—b_ r—c

o = =5

I v

¢ étant variable avec p, ¢, r; A, u, v constantes. Cela
montre que p, ¢, r sont les coordonnées courantes d'une
droite fixe rapportée aux axes OA, OB, OC.

Les coordonnées du centre de gravité du triangle abc
sont

(@=+1i), y:’%(b—kyi), z=%(c+vi);‘

X =

[SS1)
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donc le lieu du centre est la droite
3z—a__3y-—-b_3z—-c
A - © - v

)

qui est paralléle a la droite fixe menée ci-dessus.
Le plan abc a pour équation

z z
—+Z+—:I,
. p q T
ou bien
z y z
a—;—'Ai—*—b—f—y.i—*—c—i—vi_-l

Si dans cette équation on fait disparaitre les dénomi-
nateurs, elle devient du troisiéme degré en ¢; donc le
, .
plan abc est osculateur d’une cubique gauche. Pour ob-
tenir les équations de cette courbe, je dérive la derniére
¢quation deux fois par rapport au paramétre 7'

Az + ry P,
S R T R G
Wx pry vz
(@rrip "B +pir T lexd)

3 —

De ces trois équations, on tire

o pv(a -+ i}
= T ha—ie)(2b — pa)’
o (b + pi)?
T T b —pa)(pe—vt) -
)y(c+vi)3

p—
T T e—

(pe +vb)(va— )\c)’
équation de la cubique gauche qui est évidemment osculée
par les plans

x Y z_
r—o, y=0, 2=0, ;+-5+;-——l-

Le plan a Vinfini est aussi osculateur de la courbe , parce
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que les valeurs trouvées de x, y, z ne contiennent pas le
paramétre variable 7 en diviseur.

Les équations ci-dessus sont simples et symétriques;
mais si 'on veut étudier la cubique gauche qui résout la
question proposée, il est bien plus simple de faire usage
de la représentation analytique de ces courbes, que j'ai
donnée dans un Mémoire inséré dans les dnnali di Ma-
tematica pura e applicata (Roma, 1858).+Soient x = o
le plan osculateur dans un point de la courbe qu’on prend
pour origine; y = o.le plan qui touche la courbe dans
ce méme point et la coupe a I'infini; z = o le plan qui
coupe la courbe a D'origine et la touche a l'infini. Les
¢quations de la courbe seront

r=ai*, y=203 z=ci,

a, b, c étant des constantes et i le paramétre variable. La
droite x = z = o divise en deux parties égales les cordes
de la courbe paralléles au plan y = o. La courbe a un
grand nombre de propriétés qu'il est bien facile de dé-
couvrir a 'aide des équations données ci-devant.

La circonstance que la cubique gauche, dont nous
nous occupons étant osculée par le plan a 'infini constitue
pour elle un caractére spécifique qui la distingue de toute
autre espéce de courbe du méme degré. Si I'on compare
les cubiques gauches aux coniques planes, 'espéce parti-
culiére de cubique dont il s’agit correspond a la para-
bole, qui, comme on sait, est touchée par la droite a
I'infini. Dans un petit Mémoire qui va étre publié dans
les Annali di Matematica j’ai classifié les cubiques gau-
ches comme il suit (*) :

Premier genre. La courbe a trois asymptotes réelles;

(*) C’est unc exposition analytique trés-bien faite des belles études de
M. Chasles sur les cubiques gauches. J'en ai fait la traduction, que je pu-
blierai le plus tot possible. Ty,
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il n’y a pas de plans osculateurs paralléles ; les plans os-
culateurs coupent la surface développable qu'ils enve-
loppent suivant des coniques qui sont toutes des hyper-
bolés; les centres de ces hyperboles sont sur une ellipse.
Le plan de cette ellipse rencontre la cubique en trois
points réels-et coupent les cones du second degré qui pas-
sent par la cubique suivant des hyperboles.

Second genre. La cubique a une seule asymptote réelle
et deux plans osculateurs paralléles entre eux qui coupent
la surface développable (dont la courbe est 'aréte de re-
broussement) suivant deux paraboles; tous les autres
plans osculateurs coupent la méme surface suivant des
cllipses ou des hyperboles. Les centres de ces coniques
sont sur une hyperbole dont le plan est paralléle et équi-
distant aux deux plans osculateurs paralléles. Une branche
de I'hyperbole focale contient les centres des ellipses;
I'autre branche contient les centres des hyperboles. Les
points de la cubique gauche auxquels correspondent des
ellipses sont situés entre les plans osculateurs paralléles;
les points auxquels correspondent des hyperboles sont au
dehors. Le plan de I'hyperbole locale rencontre la cus
bique gauche dans un seul point réel et coupe les cones du
second degré qui passent par la courbe suivant des ellipses.

Tels sont les seuls cas absolument généraux que peu-
vent présenter les cubiques gauches. Mais il y a & consi-
dérer aussi deux cas particuliers, savoir :

1°. La courbe a une seule asymptote réelle a distance
finie ; les deux autres sont aussi réelles, mais elles coinci-
dent a Vinfini. Clest-a-dire : le plan & l'infini coupe la
courbe dans un point et est tangent dans un autre. Les
plans osculateurs coupent la développable suivant des hy-
perboles, a I'exception d’une seule qui est une parabole.
Les autres de ces hyperboles sont sur une autre parabole.
Les deux paraboles sont dans un méme plan qui coupe les
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cones du second degré passant par la courbe suivant des
paraboles.
2°. La courbe a toutes ses asymptotes qui coincident
a linfini, savoir, elle est osculée par le plan a l'infini,
Les plans osculateurs coupent la développable suivant des
paraboles.

SOLUTION DE LA QUESTION 462

(voir p. 116) ;

Par MM. Pauvr DE CHAULIAC er Georces PUGENS,

Eléves du collége Sainte-Marie , 2 Toulouse.

)

SABC étant un tétraédre quelconque, désignons par V
son volume, par « le diedre dont I'aréte est BC, par 8
celui dont V'aréte est AS, par &, k', &”, h"” les hauteurs
du tétraédre qui partent respectivement des sommets S,
A, B, C; et enfin par k la perpendiculaire abaissée du
point S sur 'aréte BC.

On a

. k.BC k.BC k1 . BC
Sl == - — = =
kK k.BC  asurf SBC 6V

b

et de méme

. R”R". AS

sin § = v
d’'ou l'on tire .

sina.sinf = é‘gGhTf -BC.AS,
ou bien
BC.AS _ 36V:
sina.snp  ARRER
Donc, . ...

MM. de Chardonnel (de Chélons-sur—Marné), Edouard
Mynard, éléve du lycée Saint-Louis, donnent la méme
solution.
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SOLUTION DE LA QUESTION 465

(voir t. XVIII, p. 117);

Par M. A.-A. TERQUEM,

Eléve du lycée Saint-Louis.

Solution. Je prends un des plans pour plan des xy, et
I'aréte pour axe des x et I'origine au point A. L’équation
du premier plan est

2 == 0;
solt
y = az

celle du second plan. Les équations d’une droite dans le
plan xy sont

23=0, y=—=mx,

m étant le paramétre variable. Les équations de la droite
perpendiculaire située dans le second plan sont

I
= — — X —= az,;
J m e H

P’équation du plan qui pasée par ces deux droites est
(1) mr—y-+a(m*+1)z=o0;
la dérivée par rapport a m est
(2) xr 4+ 2maz = 0;
éliminant m entre (1) et (2), on obtient
2azx'+ fa*zy — az(z*+y')=o,
et supprimant la solution z =o,
+fazy—y*=o,

équation d’un cone ayant son sommet au centre.
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L’équation de la normale au plan variable est
X Z
ma(mr1) —7
éliminant m entre ces deux équations, nous aurons
ay (#+7')+zyt=o0,"
ou, en supprimant le plan y =o,o0na
a(x*+ y*)+zy =o.

C’est aussi un cone rapporté au centre.

Nota. M. L. Brault (éléve de I'Institution Barbet), pre-
nant pour plans des coordonnées les plans bissecteurs des
deux plans donnés, parvient aux mémes résultats; au
moyen d’une sphére,dont le centre est en A, on transforme
le théoréme en un autre relatif au triangle sphérique.

SOLUTION DE LA QUESTION 467

(voir p. 118);

Par MM. Pauvr DE CHAULIAC er Georces PUGENS,

Eléves du collége Sainte-Marie, a Toulouse.

SABC étantun tétraédre quelconque, soient i, b/, &"”, "
les hauteurs qui partent respectivement des sommets S, A,
B, C, et supposons que les deux premiéres se rencontrent.

Le plan P passant par % et k', est perpendiculaire sur
les deux faces ABC, SBC; et, par conséquent, sur I'a-
réte BC ; d’ou il suit que cette derniére droite est perpen-
diculaire sur I'aréte SA (*), droite située dans le plan P.

(*) Deux droites non situées dans le méme plan sont perpendiculaires
I'une sur I'autre, lorsqu’en menant par un point de I'une une paralléle a
Yautre, cette troisi¢éme droite fait avec la premiére un angle droit.
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De plus, A" et k" étant respectivement perpendicu-
laires sur les faces SAC, SAB, le sont aussi sur SA, et,
par conséquent, cette derniére droite est perpendiculaire
a la fois aux deux plans déterminés par les deux couples
de droites

(BC, #”),  (BC, A");

ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que ces plans se con-
fondent. Donc, etc.

MM. Emile Francoise (éléve du lycée de Caen) et
G. V¥*** ont résolu la question de la méme maniére. °

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 469

(voir p. 118);

Par MM. Pauvr DE CHAULIAC er Maurice DE BOYSSON,

Eléves du collége Sainte-Marie, 4 Toulouse.

Le point E étant la projection du sommet A sur le
coté BC, sil'on considére la distance DE comme positive
ounégative, selon qu’en la parcourant 4 partirdu point D,
on va ou non dans le sens de B vers C; on saitqu'on a les
égalités

—: s —
AB — AD <+ BD + 2.BD.DE, |,
—_—1 —_— —32
AC = AD —+ CD -+ 2.CD.DE,
d’ott I'on tire , aprés avoir multiplié les deux membres de
la premiére égalité par CD, et ceux de la seconde par BD,
—_ _ —1
AB .CD + AC .BD = AD .BC + BC.CD.BD.
Donc, etc.

Scolie I. La question précédente peut étre généralisée
comme il suit :
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Le point D étant supposé sur le coté BC ou sur son
prolongement, si 'on considére les distances BD et CD
comme positives ou négatives, selon qu’en les parcou-
rant respectivement & partir des points B et C, on va ou
non dans le sens de B vers C, on a la relation

— — —2
AB .CD — AC .BD + AD .BC = BC.CD.BD
La démonstration se faittoujours comme précédemment.

Scolie 1I. Le théoréme précédent, qui renferme comme
cas-particulier la proposition XIV¢ du 3¢ livre de Legendre
(3¢ édition de Blanchet), est dit & Stewart (*).

Ces deux scolies sont communiqués par MM. de Chau-
liac et de Boysson. .

MM. Brault (éléve de Vinstitution Barbet), Emile
Francoise (éléve du lycée de Caen) et G. V¥*¥ ont résolu
la question de la méme maniére.

THEOREME
Sur le trapeze et sur le tronc de pyramide.

B et b longueur des bases, ¢ longueur d’une paralléle
aux bases menée par le centre de gravité et terminée aux
c6tés non paralléles; on a

2 B2 — 4°
€= ———-
3 B* — b?
Théoréme analogue pour le tronc de pyramide.
3 Bi— b
€= Z B — &
¢, B, & sont des aires. (Prouger.)

»

(*) CuasLes, Apercu historique sur Uorigine et le développement des mé-
thodes en géométrie , p. 175.



(é‘iﬁs)

ARITHMOLOGIE.
Probléeme sur la puissance des nombres ;
Par M. BERTON,

Employé au Ministére de la Marine.

Trouver, parmi les puissances parfaites des nombres
entiers , celles qui ont pour racines la somme des chiffres
nécessaire a leur expression dans un systéme de numéra-
tion donné.

Désignons pai N une quelconque des puissances cher-
chées, et par (p + 1) le nombre de chiffres nécessaires a
son expression dans le systéme de numération dont la
base est B; nous aurons les deux équations

{1) N®"—=aBf + bBP' +... 4+ gB+ £,
(2) N=a+b+...4+g+"h

Mais chacun des chiffres a, b,..., g, kétant au plus
égal a (B —1), nous pourrons poser

(3) Ns(B—1)(p+1).
Substituant dans I'équation (1), il viendra
(B—1)"(p+1)"2aBP+ bB—' + ... 4 gB+ 4,

et, a fortiori, _
Bm_(p 4+ l)m>Bp,.

(p 41y >Brm

Appliquant les logarithmes en prenant B pour base du
systéme, on obtient

d’ou

(4) log (p -+ 1) > =",

m
Ann, de Mathémat., t. XV1IL, (Juin 1859.) 14
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inégalité qui donne la limite supérieure &1 nombre de
chiffres des puissances cherchées. Ce nombre p, une fois
connu, devra étre substitué dans I’équation (3), pour
que I'on puisse déduire de cette relation la limite des ra-
cines qui doivent satisfaire a la condition énoncée. Si
donc on désigne par N’ cette derniére limite, il suffira,
pour résoudre le probléme , d’élever successivement a la
puissance donnée les nombres

(4
1, 2, 3, 4,..., N,

et de voir si, parmi les expressions de ces puissances, il
y en a dont la somme des chiffres est égale a la racine qui
leur correspond.

Dans le cas particulier' de telle puissance ou de telle
base données, on pourra abréger le nombre de ces essais
en observant que si I'on retranche membre 4 membre les
équations (1) et (2), la différence N (N~ —1) devra
étre divisible par (B —1).

Pour faire une premiére application, soient

B=10 et m=2.

La formule (4) donne

F—2
?
2

log (p+1)>

d’ou
p<4.
Donc, s’il existe, dans le systéme décimal, des carrés
dont la racine carrée est égale a la somme des chiffres de
leur expression, ces carrés ne peuvent étre composés au
plus que de quatre chiffres, et 36 est la limite des racines
carrées dont il s’agit, car I'équation (3) devient dans les

conditions de la question

N<g(3+1)=36.

Mais si I'on retranche membre 2 membre les équations (1)

.
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et (2), on remarquera dans 'hypothése que le produit
N (N —1) sera nécessairement divisible par 9, que par
suite les racines carrées des nombres cherchés, ou ces
racines diminuées d'une unité, devront étre divisibles
par g, et qu'en définitive les seuls nombres qu’il y ait
lieu d’élever au carré sont

1, 9, 10, 18, 19, 27, 28, 36.
Or ces nombres ont respectivement pour carrés

t, 81, 100, 324, 361, 729, 784, 1206,
et la somme des chiffres de ces carrés dans I'ordre donné
est
1,9, 1, 9, 10, 18, 19, 18.

Il n’y a donc, parmi tous les carrés exprimés dans le
systéme décimal (en outre de I'unité) que le nombre 81
dont la somme des chiffres considérés comme représen-
tant des unités simples soit égale a sa racine carrée.

Note. On peut généraliser ce résultat en disant que,
dans un systéme de numération a base quelconque, la
somme des chiffres du carré de la base diminuée de I'u-
nité est toujours égale  la racine carrée de ce carré.

En effet, on a

(B—1f=B(B—2)+1,
nombre dont la somme des chiffres est égale &
(B—2)+1=(B—1).
Soit, pour seconde application,
m=3 avec B=r1o.
L’équation (4) donne
log (p+1)> (’—’—;—_—-?:)7

d’ou

p<6.
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Donc 3'il existe dans le systéme décimal des cubes dont

la racine cubique est égale & la somme des chiffres de leur

expression, ces cubes ne peuvent étre composés, au plus,

que desix chiffres, et 54 est la limite des racines cubiques

dont il s’agit; car I'équation (3) devient, dans les con-
ditions de la question,

N< 9 (5+1) = 54.

Mais si 'on retranche membre i membre les équa-
tions (1) et (2), on remarquera dans I’ hypothese que le

produit
N(N—1)(N~+1)

et conséquemment I'un des trois facteurs N, (N —1),
(N —4-1) devra étre divisible par 9; que par suite les
racines cubiques des nombres cherchés ou ces racines
diminuées ou augmentées de I'unité devront étre divisi-
bles par g, et quen définitive les seuls nombres qu’il
y ait licu d’élever au cube sont :

1, 8, o, 10, 17, - 18, 19,
26, 27, 28, 35, 36, 39,
44, 45, 46, 53, 54,

Or le tableau suivant présente les cubes de ces nombres
dans Vordre donné, et, en dessous de chacun d’eux,
entre parenthéses, la somme de leurs chiffres :

1 512 729 1000 4913 5832 6859
(8) (18) (1) (17) (18) (28)
17596 19683 21952 42875 46656 50653
(26)  (27)  (19)  (26) (27)  (r9)
85184 ogui25 97336 148877 157464
(26)  (18)  (=8)  (35) (27)

d’ou I'on voit que, parmi tous les cubes exprimés dans le
systéme décimal (en outre de I'unité), il n'y en a que
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cing dont la somme des chiffres soit égale & leur racine

cubique.

Ces cubes et leurs racines sont :
Cubes... ....... 512 4913 5832 17576, 19683
Racines cubiques.. 8 17 18 26 2%

~EXEIH}ICE NUMERIQUE SUR LES CONIQUES.

Une conique qui passe par les cinq points (1, 2),
(3,8), (—1,4), (—3,—1), (—4,3), les premiers

nombres étant des x et les seconds des y, a pour équation
79xz* — 320xy + 301y’ + 11012 — 1665 y + 1586 = 0.

(SaLmon, Corics, p. 211.)

NOTE
Sur la limite supérieure des racines négatives déduites de la formule anx
différences de Newton ;

Par M. VITASSE,

Professeur au lycée de Tours.

La formule de Newton permet de former un polynéme
algébrique de degré m, quand on connait pour une va-
leur particuliére attribuée & la variable la valeur de sa
fonction et de ses m différences. La voici :

T—Z (B—2
—x, h h

h 870+ 1.2

X, (X — T, X — T,
. ( . __,>...( - m+x>
+

1.2.3...m

fla)=yo+ = Ay,

A™ ¥4
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Supposons, pour fixer les idées, que m soit un nombre
pair, et que le coeflicient de la plus haute puissance de x
soit positif. Dans ce cas, la différence de I'ordre m est
positive, et sil'on se reporte 4 la maniére dont on forme
le tableau des différences, on verra que pour une valeur
négative de x suﬁisamment grande, la différence de I'or-
dre m — 1 sera négative, celle de 'ordre m — 2 positive,
celle de 'ordre m — 3 négative, etc., la dlfference pre-
miére negatlve etla valeur de la fonction positive (¥).
Or si + x, est la plus petite valeur absolue de la va-
riable pour laquelle toutes ces conditions sont satisfaites,
cette valeur sera une limite supérieure des racines né-
gatives. :
En effet, si dans la formule qui précéde la valeur ab-
solue.de x est plus grande que x,, xr — x, scra négatif

—_—r, . N s , .
5 et comme Ay, est par hypothése négatif,

P 4
€t aussi

le produit <i,—17ﬂ’) Ay, sera positif. Dans le troisiéme

terme, les facteurs z%, _.r__—h_x, — 1 seront négatifs, et
comme A%y, est positif, ce terme sera encore positif. Gé-
néralement, les termes contenant en facteur une diffé-
rence d’ordre pair et positive, contenant aussi un nombre
pair de facteurs tous négatifs, seront positifs; pour une
raison analogue, les termes contenant en facteur une dif-
férence d’ordre impair seront aussi positifs. Donc f'(x)
gardera une valeur positive pour toutes les valeurs néga-
tives de x, qui sont en valeur absolue plus grandes que x, ;
X, est donc une limite supéricure des racines négatives.

Si m était un nombre impair, on prouverait de la
méme maniére que si pour x, la fonction et ses différences

(*) Car ces différences sont exprimées par des fonctions alternativement
de degre pair et impaic.  Tw.
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de divers ordres sont alternativement négatives et posi-
tives, x, sera une limite supérieure des racines négatives.

Ainsi dans tous les cas, la plus petite valeur absolue de
x, pour laquelle la fonction et ses différences auront des
valeurs dont les signes sont alternés, sera une llmlte su-
périeure des racines négatives.

Si I'on applique cette remarque i 1'équation

v —nzr4n=o0,

on trouve que x = — 4 est la limite dont il s’agit. La ra-
cine négative est en effet comprise entre — 3 et — 4.

(Algébre de Bertrand, p. 377.)

GONIQUE DONNEE PAR DES PGINTS OU DES TANGENTES;
Par M. E. DE JONQUIERES.

ProsLime. Zrouver quelle est Uespéce de la section
conique qui est déterminée par cing conditions données
(points ou droites).

I. Je supposerai que les cinq conditions sont cinq
points ou cing tangentes , car tous les autres cas se ramé-
nent aisément a ces deux-la. Par exemple, si les données
sont trois points et deux tangentes, on cherchera les
points de contact des deux tangentes et la question sera
réduite i celle oi 'on donne cing points. Mais comme on
a alors quatre coniques distinctes qui satisfont aux con-
ditions proposées, il faudra déterminer U'espéce de cha-
cune de ces quatre coniques.

II. Si les données sont les cinq points @, b, ¢, 4, ¢,
on ménera par le point a trois droites ac'y ad', ae' pa-
ralléles respectivement aux’ droites bc, bd, be. Si les
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rayons doubles des deux faisceaux homographiques (*)
a(c,d, e) eta(cd,d,€) sont réels et distincts, la co-
nique est une hyperbole dont les asymptotes sont paral-
léles & ces deux rayons. Dans ce cas, les rayons doubles
peuvent étre rectangulaires, et alors la conique est une
hyperbole équilatére. Si ces rayons doubles sont coinci-
dents, la courbe a deux points confondus en un seul a
I'infini; c’est donc une parabole. Enfin, s’ils sont ima-
ginaires, la courbe est une ellipse. Dans ce dernier cas,
les deux faisceaux peuvent étre semblables (voir Géom.
sup., n° 445, p. 103), et la conique est un cercle. :

Telle est, pour le-cas des cinq points, la solution indi-
quéc par M. Chasles dans sa Géom. sup., n° 646, p. 458.

Celui ou l'on donne cing tangentes peut, ainsi qu’on
va le voir, se résoudre avec la méme facilité.

IIl. On donne cing tangentes de la conique dent on
veut déterminer Uespéce.

Soient Sc, Sc’ deux des tangentes données; les trois au-
tres marquent sur celles-ci deux divisions homographiques
a,b,ceta’,b’, ¢'. Le point S étant considéré successi-
vement comme appartenant a l'une et a I'autre de ces
deux divisions, on cherchera ses homologues r et z; ce
sont les points de contact des tangentes Sc, Sc’ avec la
courbe. On cherchera aussi les points I et J' qui cor-
respondent, dans les deux divisions, respectivement, au
point de l'autre qui est situé a linfini. Si ces points
sont eux-mémes a l'infini, la courbe est une parabole.
S’ils sont a distance finie,on achévera le parallélogramme
circonscrit SIS'J’; dont le centre O est le centre méme de
la conique. Menant alors les droites Om et O r paralléles
respectivement 4 Sc et S¢’, et joignant Or et Ot, on aura
deux systémes de diamétres conjugués, savoir Or, Om et

) Considéres comme homographiques.  Tw,
. grap
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Ot, On. Les rayons doubles de I'involution déterminée
par les deux angles mOr, n Ot sont les asymptotes de la
conique (Géom. sup ., n° 689, p. 485). Donc cette courbe
sera une hyperbole ou une ellipse, suivant que ces rayons
sont réels ou imaginaires, c’est-a-dire suivant que les
deux angles n’empiéteront pas ou bien empiéteront I'un
sur Pautre. Si les deux angles sont droits, la conique est
un cercle.

IV. Autrement. On ne déterminera que le point de
contact r.et le centre O. Puis on ménera, par les points
a, b, c trois droites paralléles a rO, qui couperont Sc’ en
trois points a, 5, 7. Les deux divisions de points a’, b/,
¢’ et a, B, y sont homographiques. On cherchera les
points doubles de ces deux divisions. S’ils sont réels, c’est
une preuve que la conrbe a deux tangentes réelles paral-
léles au diamétre réel rO, et, par conséquent, c’est une
ellipse. Mais si ces deux poiuts sont imaginaires, ces tan-
gentes sont imaginaires et la conique est une hyperbole.

Ainsi le probléme est résolu. .

SOLUTION DE LA QUESTION 463

(voir p. 116);

Par M. L. BRAULT,
filéve de Vinstitution Barbet.

Soit I'équation
(1) It @ 2 A . A+ 4, =0,
sl
(r—1)a} — (n+2)a, < 0;
I’équation a au moins un couple de racines imaginaires.

TogrLiTz.
On sait que si

Sflz)=o
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a toutes ses racines réelles , les équations
f’(x):o, S (x)=0,...,

ontaussi leurs racines réelles. La dérivée de'ordre (n—2)
du premier membre del’équation (1), égalée a zéro, donne,
cn otant un factcur commun,

(2) n(rn—1)z*+ 2(n—1)ax+ 2a,=0.

La condition de réalité des racines de cette équation est
(n—1)al —2na,™>o.

Orsil'on a
(n—1)al —(n+2)a, <o,

on aura, a fortiori,
(n—1)a} —2na, <o,

ct, dans ce cas, I'équation (2) ayant ses racines imagi-
naires, I’équation (1) aura au moins un couple de racines
imaginaires.

Note du Rédacteur. (n—1)a} — 2na, est la somme
des carrés de la différence des racines. Toute fonction
symétr 1que dont chaque terme ne renferme que des expo-
sants pairs, positifs ou négatifs fournit un cruenum
lorsque cette fonction a une valeur neo:mve

M. Chabirand, éléve de I’école préparatoire de Sainte-
Barbe , donne la méme solution que M. Brault.
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SOLUTION DE LA QUESTION 468
(voir p. 118 ); *

Par UN PROFESSEUR.

La question 468 (Bourget, professeur a la Faculié de
Clermont) rentre dans I'identité
A A(A—a) A(A—a){A—0b)

1— = + —
a a.b a.b.c

.=o0,

quand un des facteurs A—a, A—b, A—c,... de- -
vient nul, ce qui doit avoir été remarqué il y a longtcmps.

A A—a

Jo—— = — 9

a a

somme des deux premiers termes;

A—-a<A ):(A-—a)(A—b)

- — ’
a a.b

b

somme des trois premiers termes;

(A—a)(A—10b) A\ (A—a)(A—b)(A—c)
\ a.b (I_—c.>_~_ " oa.b.c ’

somme des quatre premiers termes;

(A—a) (A—1b)(A—c) (A )

a.b.c a !

(A—a)(A—b)(A——-c)(A—«tl),
a.b.c.d

somme des cinq premicrs termes; et ainsi de suite.
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CONCOURS DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE (1858),
CGomposition mathématique ;

Par M. LEon BRAULT,

Eléve de Pinstitution Barbet.

x, y, z désignant des coordonnées rectangulaires et m
un paraméire variable, on demande de déterminer les
diverses surfaces que peut représenter I'équation

x4 (2m*+ 1) (y*+ 2*) — 2(xy + vz + y3)
—=o2m*— 3 m+1,
lorsque le paramétre m variede — o0 a + o .
L’équation proposée peut se metire sous la forme

2 2 .
x—y —23) —(my —z) 4+ —(m—1)z*
(A) (2 —y =2+ —(m'y —z)+—( )
=aom*—3m—+1.
Les racines réelles de I'équation (m*—1) = o sont —1
, . I
et + 1; celles de ’équation 2m*—3m + 1 = o sont 3

etr.

Cela posé, en désignant par P, Q, R des polynoémes du
premier degré, et par A une constante, quand on fait

varier m de — o a + %, 'équation A prend successive-
ment les formes suivantes :

1°. Pourm = — o,
y*—+22=1. (Cylindre droit de révolution. )
2. m variantde — © i — 1,

P? 4 Q*+ R*= 4. (Ellipsoides. )
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3, Pourm=—r1,

P'+ Q' = #*. (Cylindre elliptique.)

4°. mvariant de — 1 a + 1
2
P*+ Q*— R’=4#’. (Hyperboloides & une nappe. )
50, Pour m = ~,
2
P24 Q*—R?=o0. (Cone elliptique.)

. 1
6°. m variant de 4+ - a —1,
2

P*+4 Q*— R?= — i’. (Hyperboloides & deux nappes.)
7°. Pour m =1,
P?+ Q*=o. (Ligne droite.)
8°. m variantde 4+ 1 4 4+,
P+ Q>+ R*= 4 (Ellipsoides.)
9°. Pour m :.—i— w©,
»*+22=1. (Cylindre droit de révolution.)

Remarque. La forme de I'équation A permet de déter-
miner facilement, dans chaque cas particulier, un sys-
téme de plans diamétraux conjugués, quand il en existe;
et de déterminer aussi les systémes de génératrices rec-
tilignes que peuvent admettre les surfaces considérées.

Note du Rédacteur. Deux quelconques de ces sur-
faces (A) se coupent suivant une ligne dont la projection
sur le plan des xy est un cercle; 'enveloppe de toutes ces
surfaces est une surface du sixiéme degré.

Lorsque les dix coeflicients de I'équation générale sont
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fonctions d’'un méme paramétre, variantde —oo 4 + o,
on ne peut guére déterminer les diverses surfaces, qu'en
ayant recours aux formules de M. Painvin.

EQUATIONS D'UN CERCLE TOUCHANT DES DROITES
D’arris M. CAYLEY.
1°. Equations des trois droites
Az+By—+C =o,
Ar+By+C=o,
A"z 4+ By 4+ C"=o.

Equation du cercle touchant ces trois droites

VAz+By+C, JAz+By+C, YA"z+B"y+C’
VATBI,  yAaaFi, (Vas®i | —o.
VA —Bi, VA'—¥i, VA" —B"i
2°. Kquations des trois droites
xcosa—+ ysina— p=o,
xcos f 4 ycosP— g =o0, ) axesrectang.

ZCcoSy -+ y cosy — r = 0.

Equation du cercle

sin-lz—(?—'y) yrcosa 4 ysina —p

+s'm];(7—-a) VacosB + ycosp—gq

.1 , 0
+sm;(az-—p) yxeosy + ysiny — 7= o.
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Posons
S=sin(f—1q)+sin(y—a)+sin(a—~p), o

on obtient pour équation du cercle, sous forme ration-
nelle,

+[Sz + p(sin B—sin y)+q (sin y—sin « )+ r(sin a—sin B)]?
—+[Sy + p (cosp—cosy)+g(cos y—cos«)+ r(cos a—cos B)]*
—[psin(B—17) +gsin(y—a)+ rsin(« — B) P =o0.
3°. Equations de quatre droites
Azxz+By+C =o,
A'x+By+C =o,
A”J’.‘ + B”j’ +C”-—— 0,
Alll‘r + Bllly + CIII: o.

Equation de condition pour qu'un cercle touche ces
quatre droites:

A, B, C, A" + B
N, B, ¢, VARTER
A”, B", C”, (Ang+ A |

Am, Bm’ Cm’ \/Am’-f— Bm; {

i
b

SOLUTION DU PROBLEME V

(voir BULLETIN, D. 5);

Par M. Eucine DUPONT,
¥léve du lycée Louis-le-Grand ( classe de M. Bouquet).

Les quatre centres O, 0’, 0", O" des cercles qui tou-
chent trois cdtés d’un triangle ABC étant réunis deux a

.
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deux donnent six longueurs. Démontrer que les milieux
‘1,P. K, N, H, M de ces longueurs sont sur la circon-
férence circonscrite au triangle.

Lemme. Si dans un triangle ABC on méne les trois
hauteurs AG , BF, CE dont les pieds sont E, F, G et qui
se rencontrent en un point O, et qu'on prenne les mi-
lieux H, K, 1 des distances du point O & chacun des
sommets, les points E, F, G, H, K, I sont sur une méme
circonférence avec les milieux M, N, P des cotés du
triangle ABC.

C’est le cercle des six points.

Or, le triangle O’'O”0Q” a ses cotés respectivement per-
pendiculaires aux bissectrices des angles du triangle pro-
posé; car soit ’O” I'un de ses cotés, cette ligne est bis-
sectrice de I'angle supplémentaire de CAB; elle est donc
perpendiculaire sur la bissectrice O” A de I'angle CAB.

Alors les points M, I, P, A, K, N, C,H, B se trou-
vent, d’aprés le lemme précédent , sur une méme circon-
férence qui, passant aux points C, A et B, est la circon-
férence circonscrite au triangle ABC.  c¢. . ¥. p.

SOLUTION DE LA QUESTION 406

(voir t. XVI, p. 401);

Par M. C. SOUILLART,

Ancien éléve de PEcole Normale.

Trouver I'équation du cercle qui coupe a angle droit
trois cercles donnés.
1. Je cherche d’abord la relation qui doit exister entre

les coefficients des équations de deux cercles pour que
ces deux cercles se coupent a angle droit.
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Soient
U=ua(a?+ y*)+ 2bxz + 2¢cyz 4 ez = o0,
U=a, (x4 y*)+ 2022 + 2¢, J;z—i—e, =0

les équations de deux cercles rendus homogénes (en coor-
données rectangulaires). '

1

Le centre du premier cercle a pour coordonunées — —»
a

3

[4 . , .
— =, et si 'on désigne par r son rayon, on a
a

e b\? c\?
—— <_> -+ (_) — ’-Z.g
a a a,

De méme pour le deuxié¢me cercle, les coordonnées du

b, ¢ .
centre sont — —y — —'a et s1ry est son rayon, on a
1 a,

=)+ (3] =
—=\—)+ =] —r.
a, a, \a

Jexprime que la distance des centres est I'hypoténuse
d'un triangle rectangle ayant pour cotés de I’angle droit
" les rayons des deux cercles. Il vient

b emg)=rs
a a, a a,

ce qui donne, en éliminant les rayons,

e e b, ¢ ¢
- —2———2-—=o0,
a  a, a a, aa,

ou bien
ae, — 2bb, — 2¢cc,+ea,=o0:

c’est la relation cherchée.
2. Soient maintenant

U =0, U,=o0, Uy=0o
Ann. de Mathémat., t. XVIIL (Juin 1859.) 15
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les équations des trois cercles, et soit

. U=o

I’équation inconnué du cercle qui les coupe a angle droit.
Je suppose que ces équations aient la forme indiquée plus
haut, chaque coefficient faisant connaitre par son indice
le cercle auquel il se rapporte, et les coefficients sans
indices appartenant au cercle inconnu. On aura, entre
les coefficients a, b, c, e les trois équations

ae, — 2bb, — 2¢¢, + ea, = o,
ac, — 2bb, — 2¢c¢, + ea, = o,
ac, — 2bb, — 2¢0c, 4+ ca, = o.

Entre ces trois équations ct 'équation U = o ou
a(z*+y)+2bxz + 2cyz + €2 =o,

il faut éliminer a, b, ¢, e. On sait que le résultat scra

e 1). ¢y a,
¢ b, ¢,  a,

= 0.
e, b ¢, a,

x4yt —xz —yz 2?

Telle est 'équation cherchée. Si on la transforme, en
multipliant par x, y ou z les éléments des diverses co-
lonnes et ajoutant aux éléments d’une colonne les élé-
ments d’'une autre ou de deux autres, on obtient

ez+bzr4+cy bziax cziay a
ez 4 b+, bz a,xz cz4ay a
=0,

ez+ bix+oy biz+axr cztay a,

o [)) o z2?
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ou bien .
dU, dU, dU,

dz dxr dy . @
‘dU, dU, dU.
dz dz dy @ =o0;
dU, dU, dU,
& & &
o o o 22
ou enfin
dU, dU, 4y,

dr dy dz
dU, d4U, dU,
dx dy z
dU;, dU, duU,
dx dy dz

Remarque 1. En transformant le déterminant, on a
introduit le facteur z* & tous les termes de I'équation,
puis supprimant le facteur z*, il reste le facteur com-
mun z.

Remarque 11. Sil'on-considére la tangente menée au
. Zy 2 . 1 1 ) .
point { —, =) du premier cercle et les'tangentes aux
z, 0z ) |

. X . . . .

points (-’, L’) et (—3, Zf) du deuxiéme et du troisiéme
2, 2 % Z3

cercle, la condition pour que ces trois droites se coupent

au méme point est, comme on le voit aisément,
dU, dU, dU,
dz, dy, dz,
) dU; d Uz (IUQ
dz, dy, dz,
dU, dU, du,
dzx, dy, dz,

=90,
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équation tout & fait analogue a celle qu’on doit trouver,
et dont on pourrait peut-&tre tirer parti pour résoudre la
question proposée.

La solution qui précéde suppose que les axes des coor-
données soient rectangulaires : mais il a été démontré

par M. G. Salmon (t. XVII, p. 95) que le déterminant

dU, d4U, dU,
dx dy dz
dU, dU, dU,

de  dy dz

du, dU; dU,
dx dy dz

est un covariant des trois courbes U, , Uy, U; : en I'éga-
lant & zéro, on a donc toujours la méme courbe, quels
que soient les axes.

L’équation du cercle orthotomique a trois cercles don-~
nés a été mise par M. Brioschi (t. XV, p. 463) sous
une autre forme remarquable qu'on peut déduire de la
précédente.

Soit

A=o0

I’équation de la polaire de 'origine des coordonnées par
rapport au cercle U; on a

Soit

Péquation de la droite yui joint les centres des cercles U,,
U, 5 les coordonnées de ces deux centres sont respective-
Cy

b b c .
ment — —, — — et ——, — -3 done la ligne des cen-
Qa, a, a, a, .
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tres a pour équation

b. c,
Ta  a
b s =,
a, a,
z r
z z
ou
b, ¢ dy
b, ¢; a; | =o,
—x —y z
ou enfin
dUu, du,
dr -Zy—
=05
dU, dU,
Az dy
donc .
dU, duU,
= T
= dU, dU,
dx dy
par suite
dU, dU,
“:ﬂ dx dy
dz | dU, dU,
Az dy

Soient de méme
=0, v=oO

les équations des polaires de l'origine par rapport aux
cercles U, et Uy, et

les équations des droites qui joignent les centres des cer-
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cles U; et Uy, U, et U, ; on aura évidemment

dU, dU, dy,

de dy dz

dU, dU, dU

2 v=| = : 2
Hmp dr dy dz
dU, dU, dU;,

dxr dy dz

I’équation du cercle orthotomique prend donc la forme
I+ mp +nv=o.

Note. MM. Richard Oxamendi, Cremona, professeur
a Cremone, Ragonneau, capitaine d’artillerie, Joseph
Martelli (de Milan) emploient a peu prés les mémes cou-
sidérations jusqu’a la page 227.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 406 (G. SALMON)

(voir p. 224);

Par M. G. CHABIRAND,

Eléve de Pinstitution Jauffret.

Soient
U =0, U,=o0, U;=o0

les équations rendues homogénes de trois cercles; I'équa-
tion du cercle qui coupe les premiers a angle droit est
donnée par la relation

av, v, v
dx dy dz

. _ dU, dU, dU,|
de dy “dz =
dU., dU, dU,
= o |
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Je représente par X = o I'équation du cercle cherché;

Jappelle EE;’ 2 les coordonnées de son centre; jlappelle de

4
méme ;.l’ f; ':;:, i;: ;Ef, zzf les coordonnées des centres
des trois cercles donnés.

On exprimera que les cercles U, = 0, X = o se cou-
pent a angle droit, si 'on exprime que la polaire du
centre de X par rapport a U, se confond avec la polalre
du centre de U, par rapport a X.

Ces deux polaires ont pour équations

IIU. dUl dUI __

dx—i—na) C-——--— )
dX+ dX | dX__O
iy 'y'd7-+z'_(7;_ .

Développant chacune de ces équations et exprimant
u’elles représentent une méme droite, on trouve

28z, + 20y, — (ki + x) =o,
kyety désignant ici, pour abréger, les termes indépen-

dams de Z - %’a T " dans les équations

U=o0, X=o.

Les cercles U, , U; donnent scmblablement

282, + 20y, — §(h 4+ ) ¢
280, + 20y, — (4, +x)=

Au.moyen de I'équation
X =o,

on peut éliminer y successivement dans chacunc de ces
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trois équations, et alors elles deviennent

du, dU, dU,

il it N S g
3(1.7.‘ +n (1]’+C' az o,
dU, dU, _dU,
EE--I-H-I—[;-"FC—E—Os
(40, AU, C'dUS .
dz Ty d: T

Pour obtenir I'équation cherchée, il ne reste plus qu’a
éliminer £, v, { entre ces trois équations. Pour cela il
suffit d’égaler le déterminant i o. La proposition se trouve
donc démontrée.

M. Joseph Bonnet, éléeve de I'institution Mayer, donne
a peu pres la méme solution.

SOLUTION DE LA QUESTION 467

(voir p. 118);

Par MM. H. DE CHARDONNEL,

De Chalons-sur-Marne.

Er DARBOUX,
Eléve du lycée de Nimes ( classe de M. Dupain).

Soient SABC le tétraédre proposé, AE, BF les deux hau-
teurs qui se rencontrent, H leur point d'intersection. Le
plan de ces deux hauteurs ABD, perpendiculaire aux faces
SAC, SBC, sera perpendiculaire a leur commune inter-
section SC. Menons, par cette derniére ligne, un nou-
veau plan SGC perpendiculaire & AB, commune inter-
section de SAB avec ABC et perpendiculaire par consé-
quent a ces deux faces elles-mémes. Il est évident que ce
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plan contient les hauteurs SK, Cl; donc ces lignes se
renconlrent. C. Q. F. D.

Nota. La ligne GD, commune intersection des plans
SGC, ADB, passe au point H comme troisiéme hauteur
dans le triangle ADB. On voit, de plus, que le point L,
intersection des deux derniéres hautcurs, tombe toujours
sur la ligne GD, GD, SK, CI étant les trois hauteurs du
triangle SGC.

SOLUTION DE LA QUESTION 468

. (voir page 116 ;

Par M. Emirz FRANCOISE,

Eléve du lycée de Caen.

Faire voir que si p est un nombre entier positif quel-
conque, on a
mP P (mP — 1F)

0=1— — ———— D

1 12,20 °t
(Bourcer.)
Je crois qu'il faul ainsi rectifier I'énoncé :
Si m est un nombre positif quelconque, on a
mP mP(mP—1P)

1 0o =1 — — _— e
(v v 17,28 ’

quel que soit p.
Je désigne par S, la somme des n premiers termes.
Jai

Szzlf’-——Pz————— car 1#==1,

mP—1f P (mf—1P)  (mP —17) (mP — 2P)
1 [T 17,27
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en général
(mP— 1)P (mP — 2¢). .. (mb — nb)
S,H.\ =i .
1w.20, .. nf

Si m est un nombre entier positif, la somme des m -1
premiers termes sera
(mP — xP)(mP — 27)...(mP — mP)

S, =.'_t = 0.
mr 17,2¢, .. mp

Les termes suivants seront tous nuls, parce qu’ils con-
tiendront tous, le facteur m? — m?.

Donc le second membre de V'égalité (1) sera identique-
ment nul, quel que soit p. C. Q. F. D.

SUR LA SERIE DE SCHWAB:
Par J. DE VIRIEU,

Régent a Saumur.

1. Dans une note ajoutée a un article de M. Farcy
(NVouvelles Annales, t. 111, p. 582), M. le Rédacteur
s’exprime ainsi :

« Il serait intéressant de trouver la limite de la série
» de Schwab par un moyen direct (p. 585). »

Cette limite se déduit du théoréme suivant :

Soit une série illimitée

(A) Aoy A1y Aay vy opyay Aynygy

ou le premier terme étant nul ou positif et le deuxiéme
plus grand que le premier, chaque terme impair est moyen
arithmétique, chaque \erme pair est moyen géométrique
entre les deux termes qui le précédent immédiatement;
les termes impairs forment une série croissante, les ter-
mes impairs une série décroissante.
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Ces deux derniéres séries ont une méme limite qui est la
limite de la série (A). Cette limite est égale au double de
I'inverse du plus petit des arcs qui, dans une circonférence

I
dont le rayon est ———— sont sous-tendus par une corde
a®—a? P
17 %

] . 2 .
égale & —. Cest ce que nous allons démontrer.
a,

2. Les termes de la série (A) se déduisent des deux
premiers au moyen des formules

Aapy + Qo
(B) Qappr = ————— 9 fOpy3 == VA2 Qoppi s

2

3. Soit R le rayon d’une circonférence, U un arc de
cette circonférence plus petit que le quadrant, R, U étant
des quantités déterminées par

a=too (L), =L eosie|V):
U—R o R ’ ll.—-ﬁ(‘ sec(—r—{ .

r e . I
En désignant par 9 un angle compris entre o et =7, on a
: 2

aoz%{col?, a, :%{cosécq», U = Ry,

a, . 1 —
COsp == —3 SNy = — \Ja’—a Re—
? a, ? i a, va, © \/af — (1:
4. Les formules (B) donneut de suite

. b ot/' > 11 oséc,l
=—-.=c - a=--=¢ -9
“=3R Kz?,’ TR (2?

On en dédnit d’abord par induction

I 1 1
(1) a,_,,-':i.zncnt <; q))a

(o) I , [
(2] (IM_H--R";(OSCC (;? 9

.
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formules dont la généralité est ensuite démontrée , en fai-
sant voir au moyen des formules (B), que si clles sont
vraies pour n = v, elles le sont également pour n=v+-1.
Les formules (1) et (2) donnent

11 I
(3) e (F ')

5. Les formules (1), (2), (3) peuvent s'écrire ainsi
qu’il suit :

(6) Ay — @, =2 L.I_I tane _I_.E_] > .l..
’ on R (Y 2n+| R U

Sous cette forme, elles montrent que, en faisant tendre n
vers I'infini, a,, croit constamment, a,,,; décroit con-

stamment ; a,,,, — a,, décroit constamment et indéfini-
ment.

.. , . 1 2
‘ De plus la limite de la série (A) est T °% s
Or 2U est le plus petit des arcs qui dans une circon-

, 1 , L
férence de rayon \/—’———7 ont pour corde R >< 2 sing ou
a, —a,

2 . 1 , , .
-~ ce qul démontre le théoréeme énoncé au commence-
a,

ment de cet article.
La série de Schwab sc¢ déduit de la série (A) en posant

(ly =0, «;=1,
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2U=n

on a

.. 2
ct pour limite =.
™

CONSIDERATIONS GENERALES SUR LA QUESTION 406 (SALMON)

(.voir p. 29%);

Par M. FAURE,

Capitaine d’artillerie.

Etant données trois courbes planes A, B, C de Uor~
dre m, trouver le lieu des points de contact des courbes
d’ordre m, qui passant par les points d’intersection des
courbes A et B touchent la troisiéme C.

Une courbe passant par les intersections de A et B est
de la forme A+ 2B =o0, A représentant une constante
arbitraire. Soit x',, x,, &, les coordonnées trilitéres du
point de contact de cette courbe avec C= o, I'équation
de la tangente & cette courbe en ce point est

(1) Cx,+Cux,+Cix;=o0,

X1y Xy, T3 désignant les coordonnées courantes, C,, Cy, Cy
les dérivées de la fonction C par rapport a ces variables
respectives, dérivées dans lesquelles on a mis x',, &, , ',

a la place des coordonnées x,, x,, x;. La tangente a la
courbe A + 2B =0 en ce méme point sera pareillement

(A +12B) x4+ {A;+)2By) x, + (A, + 1By )z, = 03
or, ces deux tangentes doivent é&tre identiques; donc u
désignant une constante,’
( A|+)\B|+P~C|=°1
(‘) A2+)\Bz+{-l-cz'—_—"0,
A, +2B,+ (1-0320;,
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éliminant A ¢t u entre ces équations, le résultat

A, B, C
(3) A, B, C|=o
A, B, C

sera le lieu des points de contact des courbes du faisceau
A + 2B = o avec la courbe C. La courbe que I'on obtient
ainsi est de degré 3 (m—1), par'conséquent par les points
d'intersection des courbes A et B, on peut en général
mener 3 (m —1) courbes qui touchent C.

La symétrie de ’équation (3) montre que, s par les
points d’intersection de deux quelconques des courbes
A, B, C on méne les 3 (m — 1) courbes qui touchent la
troisiéme, on obtiendra en tout g (m —1) points de con-
tact situés sur la courbe (3) d’ordre 3 (m —1).

On peut remarquer que la courbe (3) passe, 1° par les
points doubles des courbes A, B, C; car les points dou-
bles de la premiére, par exemple, sont déterminés par
les équations A, = A,= A;=o0; 2° par les points dou-
bles de toutes les courbes passant par les intersections de
deux quelconques d’entre elles A et B. En effet, les points
doubles dc I'une de ces courbes A 4+ 2B =0 sont déter-
minés par les équations

A +)B,=o,
A,+1B,=o,
A, +)B,=o;

si elles ont lieu simultanément, I'équation (3) est évi-
demment vérifiée, en observant qu’aux éléments de la
premiére colonne d'un déterminant on peut ajouter res-
pectivement ceux de la deuxiéme multipliés par A; 3° la
courbe (3) passe aussi par les points doubles des courbes
A 4+ 2B + pC=o0. Cela se voit comme précédemment.
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On obtient encore la courbe (3) en cherchant :

1°. Le licu des points qui ontle méme axe harmonique
relativement A la courbe C et a 'une de celles du fais-
ceau A + ABj; car I'équation (1) est I'axe harmonique du
point X', i, &, relativement a la courbe C, etc. (*);

2°. Le lieu du point dont les axes harmoniques relatifs
aux trois courbes A , B, C passent par un méme point;

3°. Le lieu des points doubles des courbes représen-

tées par I’équation A+ AB + uC = o, ou X et ¢ sont deux
constantes arbitraires.
- Lorsque m=2, on a ce théoréme : Etant données trois
coniques , par les intersections de deux quelconques
d’entre elles on peut mener trois coniques qui touchent
la troisiéme ; on obtient ainsi neuf points de contact si-
tués sur une courbe du troisitme degré. Cette courbe
passe encore par neuf points déterminés; ce sont les
points d’intersection des cétés et des diagonales des qua-
drilatéres inscrits a la fois dans deux quelconques des
coniques donunées.

Lorsque les trois coniques ou plus généralement les
courbes A, B, C passent par un méme point, le lieu cor-
respondant passera par ce point. Des cercles situés dans
un méme plan passent par deux mémes points situés a
I'infini : il résulte de 1a que si les coniques du théoréme
précédent deviennent des cercles, le lieu correspondant,
qui.est toujours du troisiéme degré, se décomposera en
une droite située entiérement a l'infini et en une courbe
du second degré qui doit étre un cercle, puisque cette
courbe doit passer par deux points déterminés situés a
Pinfini.

De 1a résulte ce théoréme : Trois cercles étant situés
dans un méme plan, on peut généralement tracer, par

(*) L’axe harmonique est donné par le théoréme de Maclaurin. Tx.
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les intersections de deux d’entre eux, deux cercles qui
touchent le troisiéme; on a ainsi six points de contact
situés sur un méme cercle. Ce cercle coupe orthogonale-~
ment les trois cercles donnés.

Cette derniére partie s’apercoit facilement (*).

11 est donc démontré que si A, B, C représentent trois
cercles, I'équation (3) sera le cercle qui les coupe ortho-
gonalement. '

Soit

(2 — oz, + (2, — By P = r2az?

I'un de ces cercles A ; on a des équations analogues pour
les deux autres B et C; I'équation (3) devient

o—o 2y Lr—Bx, —a r—B «Z’z+~l‘3(o€2 +B2 —r?)
=z, ,—B x, —o 2 —B Ttz (¢ + B —1"?) | =o0;

z—o'z, x,—B'x, —o"z—p Tz, ("B —1"?)
développant , on a
3 Lot B (5 1 ]
X[z (B—F) + m(e'—a) + 2 («f'— Ba’)| =0(*);

le premier facteur est la polaire de I'origine relativement
au cercle C; le second est la droite qui joint les centres
des cercles A et B. Désignons par .

a:b:c:o

les équations des droites qui joignent les centres des cer-
clesBetC, CetA, A et B, et par

a=0=c=o

(*) C’est a démontrer. Tw.
(**) On divise par le facteur z,. Tm.
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les polaires de I'origine relativenient aux cercles A B', C,
I'équation (3) prendra la forme

aa’ 4+ bb'+ ¢’ = o.
(Brroscax, voir p. 230.)

On peut interpréter autrement l'équation du cercle
orthogonal & trois autres; en effet, on ne changera pas
le déterminant précédent en ajoutant aux éléments de la
troisiéme colonne multipliés par x;, ceux de la premiére
et de la deuxiéme multipliés respectivement par x, et x.
On a ainsi

r—awxr, r—fBx A
v —dox, z,—8x B|=o.
z — o'z, x,—B'x C

Le point x,, x,, x; appartenant au cercle orthogonal,
A sera le carré de la tangente menée de*ce point au cercle
A, de méme B sera le carré de la tangente menée du méme
point au cercle B, etc., le déterminant

I — ax, Xy— By

x, — o x, x—

indique le double de I'aire du triangle qui a pour sommets
le point (x,, x,, x3) et les centres des cercles A et B..

Désignons donc par a, b, ¢ les longueurs des tangentes
menées d'un point du cercle orthogonal aux trois cercles A,
B, C, para’, b’, ¢’ les aires des triangles ayant un de leurs
sommets en ce point et les deux autres aux centres B et C,
Cet A, A et B. Pour tous les points du cercle orthogonal
on aura la relation géométrique

at.a'+ bt 4+ ct. ' =o.

Ann. de Mathémat., (. XV, (Juillet 1859.) 16
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SOLUTION DE LA QUESTION 461

(voir t. XVIII, p. 48);

Par M. BOUTERG (pe CrermoNT).

Démontrer que la série

I I 1
1230 Va3 nw) 3.4 (nxa)

est convergente et a pour limite

1
(A—1).1.2.3.. .n—1 ’

Ce qui donne la formule

L -+ - —4-—-—l -+ —
e = K
An Au+l An+: (Il—l) An—l

n n n n—t

cn désignant par A’ le nombre des arrangementsden —+1
lettres nan.
Lemme. On a identiquement

a —a ac
b—e 5 h(b—0)

donc on peut poser la série des identités suivantes :

n

il

1+
n—1 n—1

9

1 1 1 1.2

A—1  nti—a  n-i + (n+l)(n+\l-—2),
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1.2 __ 1.2 _ 1.2
(n40)(r+x—2) " (r+1)(r+2=3) " (nt1)(n+2)

+ 1.2.3
(n+1)(n+2)(n+2—3)°

1.2.3.. . k—1
(n+1)(n+2)...(n+lr-——2)(n+lc_—_2—7c_:)
_ 1.2.3...(k—1)
—(n+1)(n+2)...(n+lc—2)[n+lr_—-—1—/r]
. 1.2.3...k—1 |
T (n+1)(r+2).. (a+hk—1)

1.2.3... 4
Trr (o) (e k= [ —1]

Ajoutons membre 4 membre toutes ces égalités, il vient

T 1 1.2 .
n—1i l+n+l+(n+1)(n+z)+"'
_F 1.2.3...k—1

(r+1)(n4+2)...(n+k—1)

+ R,

R étant donné par la relation

1.2.3... %

A FOvury ¥ SRS B (pay py § gy

Je vais prouver que R tend vers zéro lorsque k augmente
indéfiniment. Prenons une valeur de k déja grandc et su-
périeure au nombre 72, dont la valeur est finie et déter-

minée. Posons
k=n+1,

{ pouvant croitre indéfiniment. Nous aurons

_ 1.2...n(n+1)(n+2)...(n+1) i
- (n+1)(n+2)...(n+l)[k+1]?[k+2]...[71-+n——lé(n—-x)’

R
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on apercoit alors une réduction qui, effectuée,, conduit a

(K‘—i—l)(k—i—2)....'(':(:4—”-—1)(72——1);

d’ou I'on voit que st k augmente indéfiniment, R tend
vers zéro; donc on a

n tim [ 1 1.2 +
= limm P
n—1 n41 (rn41)(2-+2) .
Théoréme. La démonstration du théoréme qui con-

stitue la question n’offre plus de difficulté, car en nom-
mant S la série, on a

R =

1 T 1.2
§= l.2...n[l+rz+1+(n+1)(n+2)+"']'

La parenthésc est une série convergente, qui a pour li-
. 1 ;. ,
mite ; donc enfin la série donnée est convergente et
n—1I1

a pour limite

I 1
n+1 1.2...(rn—1)

¢. Q. F. D.
Note du Rédacteur.

M. Léon Brault, éléve de I'Institution Barbet, remar-
que que
n 1 1.2
;1.——_?:!_’_ n—41 +(n+1)(n+2)
1.2.3
(n+1)(n+2)(n+3)

-

( Catalan, Algébre, Manuel des Candidats, p. 62, et
' Nouvelles Annales, t. XV, p. 257.)
En divisant les deux membres par 1.2.3...n, on
obtient
1 - 1

(rl.——l).l.?..g...ll—l = 1.2.3...n—1-2.3.4...n+1 +
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M. Rouquet, régent au collége de Castres, remarque
que

1 1

<

“al .l_":' n+1! <§‘ <3"’

n+2'

or lorsque n>1, la serle + e ol i SRR est con-

3
vergente; donc la série donnee est convergente.

M. Aubert, préfesseur, remarque que dans I'énoncé de
la question, le résultat précédent conduit a la formule
I I 1 I

= ——
A, AT prT? (n—1) AT

ne—1

dans laquelle A”"' représente le nombre des arrangements

de (n+1)lettres na n.
Il peut servir également & démontrer la suivante :

(3) St e=n— 5
L T Y o

C™' désigne le nombre des combinaisons de {n +1) let-

tres n a n.
11 suffit, en effet, de multiplier chacun des termes de
la série (1) par le facteur 1.2.3...2; elle devient alors

(3)1.2.3...11 1.2.3...n + 1.2.3...n +
‘1.2.3...n 0 2.3.4...(n+1)  3.4.5.. . (n42) 7

dont les termes sont respectivement égaux a ceux du pre-
mier membre de la formule (2).
1l est d’ailleurs évident, d’aprés ce qui précéde, que la
série (3) a pour limite
1.2.3...n 1
=n "—l,
(n—r1).1.2.3...(r—1) (r—1)Ci s

(*) Ce que démontre également M. Puget, éléve du Jycée de Caen,
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la limite de la série (1) permet encore d’obtenir trés-sim-
plement celle de la série

(4) 1+ 1 _ 1.2 o 1.2.3

mar (m+1)(m+z)+ (m+x)(m+2)(m+3)+
donnée parmi les Exercices du Manuel des Candidats a
UEcole Polytechnique, de M. Catalan (p. 62), et Nou-
velles Annales (1. XV, p. 257).

11 est facile de voir que la série (4) peut étre mise sous
la forme

1.2.3...m 1.2.3...m
(5) ‘ 1.2.3...m + 2.3...m(m+|)
' 1.2.3..

54 m+n(m+2)

elle est alors identique avec la série (3), et par suite a

. . I , T
pour limite — résultat indiqué par M. Catalan.

L’identité des séries (2) et (4) et de leurs limites peut
s’apercevoir a priori.
En adoptant pour toutes deux la méme notation, la
série (2) s'écrira
! UL
alam Tan T
etla série (4),
1 1 1
Or, on sait que 'on a généralement

. 1 . 1 .
(0> Cm+/» - Cm+p ¢

m p
d’ou résulte l'identit¢ des termes respectifs des deux

séries.
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11 faut convenir, toutefois, que C{=1. Convention con-

forme a ce qu'on déduit de la relation (6), en y faisant

= 0.

MM. Challiot, éléve du Lycée de Versailles, Gérard,
éleve de Pécole des Carmes, Emile Duclos, trouvent la
limite aussi par décomposition, mais ne démontrent pas
directement la convergence.

EXPRESSION MNEMONIQUE DE L’AIRE DU TRIANGLE
RECTILIGNE ;

Pax M. Josernm SACCHI (ve Mivraw).

Soient xy, x,, x; ou simplement x, les cotés, a, les
hauteurs, m, les médianes; b,, b, les bissectrices conju-
gudes du triangle; A I'aire du triangle.

En posant x, 4+ x;+ 13+ = 25,

Ve — s — @) s —m) ) =g(«)

1
— 7 .2 ) T 2 N % N
=z Z\/2xf.rj+2xl i 2z 2y — ) —xy — 23,

on a

e=a (3=

.3 —
r?(m,}:ZA, v (q:) _—_qlq,q3A\/—l.

L'imaginaire dans la derniére équation est sculement
apparent, puisqu'il s trouve aussi comme facteur dans le
premier membre.
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SOLUTION DE LA QUESTION 474

(voir p. 170);

Par M. CHABIRAND,

Eléve de Pinstitution Sainte-Barbe.

La proposition est applicable 4 une surface quelconque
du second degré.

En général, si par une conique on fait passer des sur-
faces du second ordre qui coupent un plan suivant des
cercles, tous ces cercles ont pour axe radical commun
I'intersection de leur plan avec le plan de la conique.

Pour le démontrer, je prendrai pour plan des xy le
plan des cercles, pour plan des yz le plan de la conique
et pour plan des zx un plan quelconque que je choisirai
tel, qu’il rencontre le plan des xy suivant une perpcndl—
culaire & 'axe des y.

Alors la conique a pour équations

x=o0, f(r,z)=o,
J (y, z) désignant une fonction du second degré.

Toutes les surfaces du second degré menées par cette
conique peuvent étre représentées par 1'équation

Sf(ryz)+x(ax + by + cz+d)=o,
a, b, ¢, d étant des coeflicients arbitraires dont deux
peuvent étre déterminés par la condition que la trace de

la surface sur le plan des xy soit un cercle.
Or I'équation de cette ligne est de la forme

Ay + bzy + az* + Dy +~dzx+ F=o.
Cetlc équation devant représenter.un cercle, on a
a=A, b=o.
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Les cercles suivant lesquels le plan des xy est coupé
par les surfaces du second degré menées par la comque
considérée ont donc pour équation générale

r+24+Py+2rx+Q=o,

P et Q étant des constantes et A une indélerminée.

11 résulie immédiatement de cette équation que tous les
cercles qu'elle représente ont pour axe radical commun
Paxe des y, c’est-a-dire l'intersection du plan de la co-
nique avec le plan des cercles.

Note. La question 479 est un double emploi; elle a
déja é1é proposée (t. IT, p. 327) et résolue par M. Men-
tion (t. VI, p. 399).

NOTIONS ELEMENTAIRES

Sur les invariants, covariants, discriminants et hyperdéterminants.

1. Ces dénominations effrayent encore quelques person-
nes. Elles désignent des choses ct ces choses sont les clefs
dela nouvelle analyse et de la nouvelle géométrie. Dans ces
nouvelles branches, on raisonnc principalement sur des
formes ; elles constituent une théorie de ces formes, une
morphologie. Cette identification, pour ainsi dire, des
formes géométriques et algébriques compléte le systéme
cartésien, donne une incommensurable extension, et
ouvre & la science de 'espace des horizons inconnus.
Jattache une telle importance a ces objets, que, dans
leur exposition, je ne chercherai pas a éviter le reproche
d’étre minutieux et de me répéter. Mon unique but est
d’étre compris de tous. Je demande seulement qu’on veuille
bien lire; car j’avouc ne pas savoir écrirc pour ceux
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qui nc veulent pas lire. Nous donnons ces notions d’a-
preés le dernier ouvrage du Rév. G. Salmon. Comme on
ne trouve plus d’éditeurs en France pour ce genre de
productions mathématiques, j’essaye de les faire connaitre
par U'intermédiaire des Nouvelles Annales. Connaissez-
vous un autre moyen? .

I. Polynémes et équations homogénes.

2. Dans tout ce qui suit, nous ne nous occuperons que
des polyndmes entiers et homogénes relativement aux va-
riables. En faisant passer tous les termes d'une équation
dans le méme membre, on obtient un polyndéme égal a zéro.
C’est sous cette forme que nous considérerons les équa-
tions.

3. Toute équation peut étrc®rendue homogéne par I'in-
troduction d’une uouvelle quantité, de valeur quelconque.

Lxemple. 1'équation
ar+b=o
. £
n’est pas homogéne; prenant pour inconnuc =, elle se
.
change en
ar + by = o0,

¢quation homogéne.
¢
De méme
ar*+ bxr+c=o

devient, par une telle transformation ,
az* + bxy 4 cy* = o,
qui est homogeéne;

ax + by 4¢3 + d=o0;

. a0 3 - .
en x’cmplagam X, ), & par P IZ> ! celte equation prcnd
- 22 ¢ t
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la forme :
ax 4+ by 4+ cz+du=o0;

ar®+ bry 4+ cx' 4~ dy + ex + f
devient

az® + bxy + cx® + dyz -+ exz + f27,

en introduisant la nouvelle indéterminée z; et de méme
pour les polyndémes de tous degrés et pour un nombre quel-
conque de variables.

II. Notation et dénomination des polynémes.
4. Soit
U=ax® + 2bxy + cx* = (a, b) (x, y

le trinome U est dit binaire parce qu’il ne renferme que
deux variables, et quadratique parce qu'il est du deuxiéme
degré; on représente ce polynome de la maniére abrégée
indiquée par le membre a droite.

Soit encore )

U=ax’+ 3bx*y + 3ecxy’ + dy* = (a, b, c,d)(x,y),
U cst un polynome binaire ct cubique.
U=ax'"+ 4023y + 6cx’y? + fdry® + ey’
=(a,b,ec,d,e)(x, y)
cst un polyndme binaire biguadratique; et en général
U= az"+ nbx""'y 4 nycx"* y* 4+ n,de" " y* 4. ..
=(a, b,c,d,...)(x, ¥y ) '
1, est un coeflicient binomial.
U = aa? + by* + cz* + 2dyz + 2¢cxz+ 2JTy
=(a, b,c,d,c, f)(x, y)

est un polynéme ternaire quadratique.
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En général, chaque terme d’un polynéme renferme le
coefficient multiplié par le nombre polynomial qui con-
vient & ce terme s’il s’agissait du développement d'une
puissance. Par exemple, dans le polyndme ternaire cu-
bique, le terme x*y a pour coefficient numérique 3 et xyz
a pour coefficient numérique 6. Il suffit pour connaitre
ces coefficients de développer (x + y + z)*.

C’est M. Cayley qui a introduit cette notation et ces
dénominations, et il nomme guantic un polyndéme d’un
nombre quelconque de variables.

Il. Transformation linéaire des polynémes; module.
5. Soit
U=axs+2bzy + ¢y*=(a, b,¢){x, y)

‘)OSO“S
r=aX+8Y, "’
y=uX+§8Y,

U prendra la forme
U, =AX?+ 2Bxy +Cx*= (A, B,C) (=, y):

cette transformation sec nomme lindaire; o, 35 — o5 3, €st
le module de la transformation.

On a
A=aacl+2ba,a,+ cal,
B:aalﬁl_i‘b[“lﬁz‘{'az&]+‘Ca‘:ﬁ1,
C=afi+ 2b 8,8+ rﬁg

Soient, 1°. '

Usaxd+ 3bxry + 3cx y* +dyi=(a, by, d) (2,5 )
r=u, X+ B Y,
Y= a, X + (’J,Y,

on aura

U, = AX*-+ 3BX'Y+ 3CXY!+DY'= (A, B, C, D)(X, Y)},
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ou

A=(a,bye,d)(a,a), D=(a,byc,d)(Bi,B.)%
dA dA . dD, dD
3B-—ﬁ.2‘;t—l+pr(‘{—;2$ 3(4-—-0(,7J—pl-+a,d—p2-
2°,
U={(a,b,c,d,e,f)(z,7,2);
écrivons
x=alx+ plY—l—'y‘Z,
y=uX+ Y+ 2,

_ 2= X+ B Y 49, Z;
le module de cette transformation est le déterminant
[ B 75 ]; on aura

U,=(A,B,C, D, E, F) (X, Y);

A, B, C,D, E, F sont des fonctions des coefficients a, b,
c,detdesa, 3, y, que chacun peuat calculer.

Invariants.

U=ar*+2bzy +cy*=(a,b,¢c)(z,5),

par trausformation linéaire on obtient
U, = AX? + 2BX + CY>.

Soit ¢ (@, b, ¢) une fonction quelconque des coefficients
a,b,cdeU; _
et ¢ (A, B, C) une fonction semblable des coefficients
de U;
¢ (A, B, C) est unc fonction implicite de a, b, ¢ et
de«, 3, v, puisque A, B, C sont des fonctions de
a,b,c,a,f,7;silafonction ¢ est tellement choisie,
quel'onaitg (A, B,C) = (ay,B,— a2, 3:)7 ¢(a, b, c),
ou p est un nombre entier positif, alors ¢ (a, b, c)
est dit un invariant de I'expression U,
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1" Exemple. Prenons
o(a, b,c)="b*— ac,
alors
¢(A,B,C)=B*— AC;
faisant les substitutions (p. 252), on obtient
. B — AC = (&, B,— Bia,)? (B*—ac);
ainsi b? — ac est un invariant de la fonction
az*+ 2bxy + cy?,
et cetinvariant est du second ordre ; car le degré de chaque
terme est 2.
2° Exemple.
U={(a,b,c,d,e)(x,y);

prenons
¢(a,byc,dye) =ae — 4 bd + 3¢,

¢(A,B,C, D, E) = AE — 4BD + 3C7;
on aura, les substitutions faites,

AE — {BD — 3C' = (a,B;— &, B,)" (ae — § bd +.3 ¢*);
ainsi ac — 4bd + 3 ¢ est un invariant du second ordre
de cette fonction U; on peut vérifier que

ace + 2.bed — ad? — eb?* — ¢
est un autre invariant de ]a méme fonction et du troisiéme
ordre.

3¢ Exemple. _
U= (a,b,e,dye,f) (7, y,2)
= azx*+ by'+ ¢z + 2dyz + 2exz + 2 fay,

r=u, X+ B3 Y+ 9 Z,

nous désignerons dorénavant les invariants par laleure I
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ici on a ’
I=abc+ 2def — ad?— bet — ¢f2,
invariant du troisiéme ordre ; car

ABC + 2DEF — AD?— BE*— CF
=l B.y;P(abec+ 2def — ad*— be*— of:).

Invariants d’un systéme de polynémes.

7. Soient deux polynomes

U=aax+ 2bzy + ¢y,
U=adz+4"20xy + y
transformons-les linéairement , on obtient

U =AX'+ 2BXY + CY;,
U= A'X*+ 2R'XY + C'Y:;

on a .

AC'4- CA'— 2BB'= (o, B, — 0, B,)? (ac’ + ca’— 261" ;

ainsi ac’+ ca’— 2bb' est un invariant de ce systéme U
et U'. De méme il y a des invariants pour un nombre
quelconque de polynémes et de variables.

8. Dans la géométrie des courbes et des surfaces, on
effectue principalement des transformations linéaires; les
invariants sont alors des fonctions des coefficients qui
expriment des propriétés indépendantes du choixdesaxes..
Par exemple, si dans le 3¢ exemple du § 6 on faitI=o,
cela exprime que la conique se réduit a2 un point ou a
deux droites; propriété indépendante du choix des axes.
La transformation linéaire est la transformation homo-
logique de M. Poncelet.

Il S’agit maintenant de résoudre ce probléme : Etant
donné un quantic, trouver ses invariants. Pour obtenir
cette solution, il est nécessaire de connaitre les discrimi-
nants.

(La suite prochainement. )
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.

SUR UNE LIMITE SUPERIEURE

Du nombre des racines commensurables d’une équation ;
Par M. Gastox DE MONTEBELLO,

Eléve de Vécole des Carmes ( classe de M. Gerono).

Si aprés avoir substitué a x dans le premier membre
d’une équation a coefficients entiers, f(x)=o0, n nom-
bres consécutifs p, p +1,..., p + n—1, on cherche la
plus haute puissance a laquelle n entre comme facteur
dans le produit f(p) f(p +1)... f (p + n— 1), Iexpo-
sant de cette puissance est une limite supérieure du
nombre des racines entiéres de 'équation proposée.

Supposons, pour fixer les idées, que I'équation admette
Lrois racines entiéres a, b, ¢. On aura identiquement

S(z)=(z—a)(z—b)(z—c)y(z);

cn substituant daus cette égalité les nombres Ps P+ Tyuny
p—+n—1i,ona

(pl=(p—a)lp—20b)(p—c)o(p),
Sfp+1)=(p—a+1)(p—b+1)(p—cH+ir)p(p+1),

Sflp+n—1)=(p—a+n—1)(p—btn—1)(p—c+n—r1).

Or chacune des suites de nombres entiers consécutifs
dep—pap—a+n—i,dep—bap—>b+n—i,
de p—c a p—c+ n—rx contient un multiplede 7, ce
qui montre que le produit f(p) f(p+1)... f(p+n—1)
renferme au moins trois fois le facteur n.

Remarquons que tout ce que nous venons de dire sur
les racines entiéres s'applique également aux racines
fractionnaires. Car si 'équation admet une racine frac-
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tionaire g (« étant premier avec (3), le premier membre
est divisible par (8x — «), de sorte que le produit
) f(p+1)... Flp+nr—1)

sera divisible par le produit

(Bp—)[B(p+1) —a)o. [B(p+n—1)—al.

Or les n nombres qui entrent comme facteurs dans ce
dernier produit forment une progression arithmétique
dont la raison est 3, et si n est premier avec f3, on sait
que l'un de ces nombres sera divisible par n. Il suffit
donc, pour que 'on puisse appliquer la limite que nous
avons indiquée au nombre des racines commensurables de
I'équation, de prendre n premier avec tous les dénomi-
nateurs des racines fractionnaires irréductibles, et pour
cela il suffit de choisir  premier avec le coefficient du
premier terme de 1’équation qui, comme on sait, est di-
visible par tous ces dénominateurs.

On conclut des théorémes précédents que si la substi-
tution de 7 nombres entiers consécutifs dans f(x) ne
donne aucun résultat divisible par ., I'équation

Sflz)=o0

n’a aucune racine entiére, et méme aucune racine com-
mensurable, si n est premier avec le coefficient de la plus
haute puissance de I'inconnue.

SUR LES DIVISEURS COMMENSURABLES DU SECOND DEGRE;
Par M. E. PROUHET.

Soit
Ann, de Mathémat,, t. XVIIL (Inillet 1859.) 17
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une équation algébrique. Changeous x en x + 4 et dé-
composons f(x+ k) en deux parties, I'une P, renfer-
mant tous les termes de degré pair en x, 'autre Py, tous
les termes de degré impair. Soit enfin Ax + B le reste du
premier degré auquel on parvient quand on cherche le
plus grand commun diviseur de P, et de Py, A et B
étant des fonctions de /1. Cela posé, V'équation

Sf(x)=o

a autant de diviscurs commensurables du second degré
qu’il y a de valeurs commensurables de h satisfaisant
aux deux équations

SECTION DU TORE
Par un plan tangent a celte sarface et passant par son centre ;
Par uUN PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES.

Solution géométrique.

Cette section sc compose de deux cercles égaux entre
eux, égaux a celui que décrit le centre du cercle géné-
rateur, et passant par les points de contact du plan avec
la surface.

Ce résultat curieux, indiqué pour la premiére fois par
M. Yvon Villarceau (Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences, 28 aolit 1848) (*), est trés-facile a établir par
Panalyse, qu'on fasse ou non usage des coordonnées po-
laires indiquées par M. Yvon Villarceau. Nous allons en

(*) Voir Nouvelles Annales, 1. VI, p. 345.
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donner une démonstration géoméirique entiérement glé«
mendaire. :
Prenons pour plan de la figure le plan méridien per-
pendiculaire au plan tangent donné. Représentons par les

v #

cercles dont CA et C’A’ sont les rayons, la section de la
surface par ce plan méridien. La perpendiculaire ZZ' a
la droite CC’ en son milieu O sera I'axe de la surface.
Soit TT' la trace du plan tangent donné. Rabattons ce
plan sur le plan de la figure autour de TT".

Pour trouver des points de la section cherchée, nous
couperons la figure par des plans auxiliaires perpendicu=
laires a 'axe ZZ'. Soit DK la trace de 'un de ces plans;
¢levant par le point F ou elle rencontre TT’ une perpen-
diculaire 4 TT’ et décrivant un cercle de O comme centre
avec OD comme rayon, les points de rencontre J et ¢’
seront des points de la section rabattue. Le méme plan
auxiliaire nous en donnerait deux autres points, qu'il
nous est inutile de considérer. Le plan auxiliaire passant
par le centre nous donnera de méme les quatre points
@,a', 3 et 3, situés sur la perpendiculaire élevée par O
a TT', et sur les cercles décrits de O comme centre avec
OA et OB comme rayons,
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Cela posé, je dis que le point ¢ appartient au cercle
décrit sur o3 comme diamétre, lequel passe d'ailleurs
par les points T et T/, puisque I'on a

OT = 0A.0B = 04.08.

Abaissons en effet la perpendiculaire CG sur OD; joi-
gnons CD et CT. Les triangles semblables ODK et OCG
d’une part, OFK et COT d’autre part, donnent

OK_C6 _ OF _0C
oD~ OC OK ™~ C1T’
d’ot I'on déduit en multipliant membre & membre, et

remplacant CT par CD et OD par O,

OF _CG
06 cCD’

de sorte que les triangles CGD et OId sont semblables.

Abaissant L. perpendiculairement sur {3, on aura done

04.DG _ OD.DG

Fd ou OL = H D

Maintenant si I'on joint 3d et «d, on aura
— — —_—
6 = OB + 09 +204.0L
el
;}2: Ef—;—ﬁ?— 20«.0L;

d’ou

7 +0a—=02-+0p +2|08 +OL(05—0x)].
Mais ’
OB —0x=0B—0OA=AB=—=2CD et 2DG=ED.

1/égalité précédente devient donc, en tenant compte de
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la valeur de OL,
—_—2 —2 —2 —1 ‘
B9 +2d = O0A + OB + 20D .0OE
= OA + OB’ + 20A:0B = (OA+OB)'= AB = af.

Le triangle «df3 est donc rectangle, et d est sur le cercle
décrit sur a8 comme diamétre. On en déduit immédiate-
ment le théoréme annoncé.

SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 443

(voir p. T7);

Par M. E. DE JONQUIERES,
Capitaine de frégate (*).

Lemme 1. Les pieds des normales, abaissées d’un
point fixe sur une conique, sont sur une hyperbole équi-
latére qui passe par le point fixe et par le centre O de
la conique, et dont les asymptotes sont paralléles aux
axes principaux de cette courbe. (Poncelet, Traité des
propriétés projectives.)

Corollaire. Si le point P se meut sur une droite L, les
hyperboles équilatéres correspondantes a ses positions suc-
cessives ont quatre points communs, et forment un fais-
ceau. Car, indépendamment du centre O de la conique
donnée et des deux points situés a 'infini sur leurs asymp-
totes paralléles, elles ont encore en commun le point
d’intersection de la droite L par le diamétre de la conique
conjugué a celui qui est perpendiculaire a cette droite.

(*) Chef d’état-major a bord de la canonniére !’Eclair, en croisiére
dans la mer Adriatique.
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Remarque. Si la conique donnée est une parabole,
'une des asymptotes de chacune de ces hyperboles équi-
latéres coincide avec I'axe focal de la parabole. Donc 'un
des quatre points communs a toutes les hyperboles qui
forment le faisceau se trouve (a I'infini) sur la parabole
elle-méme.

Lemwme II. Quand un faisceau de coniques passant
par quatre points fixes est coupé par une conique fixe,
les cordes communes enveloppent une courbe de troi-
siéme classe , c’est-d-dire une courbe & laquelle on ne
peut mener que trots tangentes par un point quelconque.
(Chasles, Cours de la Sorbonne.)

Remarque. Si I'un des quatre poinls communs aux
coniques du faisceau se trouve sur la conique fixe, toute
droite passant par ce point est tangente au lieu géomé-
trique, qui, abstraction faite de ce point, se réduit ainsi
a une conique.

Prosrime. Quel est le lieu du point de rencontre des
normales menées a une conique C par les deux points
ol une transversale , mobile autour d’un point S, coupe
cette conique (*)?

Solution. Il suffit de déterminer combien le lieu cher-
ché a de points (réels ou imaginaires) sur une droite quel-
conque L.

Pour cela, supposons que, de chaque point de cette
droite, on abaisse des normales sur la conique. D’apres
le corollaire du lemme I, leurs pieds seront sur une série
d’hyperboles équilatéres ayant quatre points communs.
Donc le lieu cherché posséde, sur L, autant de points

«

(*) Probléeme du grand Concours de cette année, et qu'une solution
réeente avait mis dans le domaine public.  Twm. :
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que ces hyperboles et la' conique possédent de cordes
communes passant par le point donné S. Or ce nombre
est trois, d’aprés le lemme II. Donc la courbe cherchée
est du troisiéme ordre. Cette courbe passe évidemment
par les quatre points ou les normales abaissées du point §
sur la conique donnée rencontrent cette courbe pour la
seconde fois, et aussi par les centres de courbure des
points de contact des tangentes issues du point S. Elle n’a
qu'une asymptote réelle, dont la direction est perpendi-
calaire au diamétre conjugué de celui qui passe par le
point S.

Corollaire 1. Si la conique donnée est une parabole,
le lieu géométrique est une conique, puisque la courbe
de troisiéme classe du lemme II se réduit elle-méme, dans
ce cas, 4 une conique (Remarque dulemme II). On peut
dire aussi que, si N est la normale & la parabole menée
par le point ou cette courbe est rencontrée par la paral-
léle a {’axe focal issue du point S, tous les points de cette
normale font partie du lieu cherché. En effet, tous les
didmeétres de la parabole peuvent étre regardés comme
étant des normales menées par le point de cette courbe
situé a 'infini, et par conséquent chaque point de N est
un point d’intersection de deux normales relatives & une
méme transversale issue du point S. Donc la courbe du
troisiéme ordre se réduit alors & une conique, si I'on fait
abstraction de cette droite, qui constitue une de ses bran-
ches, et qui n’est auire chose que I'asymptote du cas
général.

Corollaire I1. Si le point$ est sur I'un des deux axes
principaux de la conique donnée, le lieu se réduit encore
a une conique, parce que I'axe, sur lequel le point S se
trouve, fait partie de la courbe. Et si le point S est le
centre de la conique, cette courbe du troisiéme ordre se
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composc de trois lignes droites, savoir : les deux axes
principaux de la conique et la droite située a l'infini.

Observation. Le théoréme n’est pas seulement vrai
pour les normales, mais il I'est aussi pour des obliques
faisant avec les tangentes 4 la conique un angle constant
ct dans le méme sens de rotation.

Il est d’ailleurs susceptible d’une généralisation plus
grande; car la normale et la tangente sont deux droites
conjuguées qui divisent harmoniquement I'angle sous le-
quel les foyers sont vus du point de contact. Faisant une
déformation homographique de la figure, on a ce théo-
réme :

Etant donnés une conique, deux points fixes F, F’
pris dans son intérieur, et un point quelconque S, s
Uon méne une transversale Sm qui coupe la conique
aux points m, m’, puis par le point m la droite con-
juguce harmonique de la tangente en ce point par rap-
port aux deux rayons mF, mF’, et pareillement pour le
point m', le liew du point de rencontre de ces deux
droites sera une courbe du troisiéme ordre.

Etl'on a un théoréme corrélatif dont I’énoncé, facile
a former, prend une forme plus simple si I’on suppose
située & I'infini 'une des deux droites qui correspondent
corrélativement aux deux points F, F/; c’est-a-dire aux
foyers réels de la figure primitive (¥).

(*) Quelle est 1a classe de ces courbes? Tw.
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SOLUTION DE LA QUESTION 477

(voir page 171) ;

Paz M. Joserrm VIGNE, pe Touron.

Soient BE et BD les bissectrices intérieure et extérieure
de l'angle B, CF et CG les bissectrices intérieure et ex-
térieure del’ anole C, etsoient E, D, F, G les projections
respectives du sommet A sur ces drontes.

Les deux droites BE et BD sont perpendiculaires 1'une
sur I'autre ; de plus les angles ADB et AEB étant droits,
la figure ADBE est un rectangle : il s’ensuit que le point
M de rencontre de DE avec AB est le milieu de cette der-
niére.droite et, en second lieu, que la droite DE est pa-
rallele 4 BC: car les deux angles MEB, EBC sont tous
les deux égaux a I'angle MBE. Par conséquent, la droite
DE prolongée passe par le milieu de AC. ‘

De méme la figure AFCG étant un rectangle , la droite
FG passe par le milieu de AC et elle ‘est paralléle a
BC. Elle se confond donc avec DE, c’est-a-dire que les
quatre points D, F, E, G sont en ligne droite.

: €. Q. F. D.

Note. M. Léon Vidal, éléve du méme lycée (classe de
M. Huet), s’y prend ainsi : Soient O le centre du cercle
inscrit et M le centre du cercle ex-inscrit qui touche le
c6té AB. Les quatre points M, O, A, B sont sur une
méme circonférence; et, d’aprés un théoréme connu, les
projections du point A sur les cotés du triangle inscrit
BOM sont sur une droite ; donc, etc.

M. l'abbé Poitrasson, en donnant la méme solution,,
cite la Géométrie supérieure, n° 379, ou I'on voit que le
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triangle qui a pour sommets les trois centres des cercles

ex-inscrits a pour hauteurs les trois bissectrices inté-
rieures.

QUESTIONS.

180. Soit D, un cercle, Dy une développante de Dy,
D; une développante de Dy, . . ., D, une développante de
D(,_y). Appelons D, développante du cercle de Iordre n.
Cela posé, on propose de démontrer le théoréme snivant :
Si une figure plane varie en restant semblable a elle-
méme, et si trois droites de cette figure ont chacune pour
cnveloppe une développante de cercle de 'ordre n, toute
autre droite de la figure a pour enveloppe une dévelop-
pante de cercle du méme ordre. (P. oE LarrrTE.)

481. On donne un hyperboloide & une nappe engendré
par la révolution d’'une hyperbole équilatére; un céne
(qui a son sommet sur cette surface et pour base le cercle
de gorge est coupé suivant un cercle par un plan perpea-
diculaire au cercle de gorge. (O’ BoxvLEn.)

482, Le centre de la sphére circonscrite a un tétraédre,
le centre de I'hyperboloide , passant par les quatre hau-
teurs, le centre de gravité du tétraédre, sont trois points
en ligne droite. (JoacuiMsTHAL.)

SUR LES COURBES DU TROISIEME DEGRE ;
Par M. Aser TRANSON.

Daus la note XX de son Histoire des Méthodes en géo-
métrie (p. 348, 1837), M. Chasles fonde la double généra-

tion des courbes du troisieme degré, soit par cinq paraboles
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divergentes , soit par cing courbes a centre, sur une pro-
priéié trés-curieuse de leurs points d’inflexion , propriété
qu’il ne démontre pas, mais qu’il annonce comme pou-
vant se déduire avec facilité de quelques considérations
de géométrie.

On peut suivre une autre marche qui consiste & établir
premiérement I'une ou I'autre des deux générations, puis
a en déduire la propriété des points d’inflexion, et de la
le second mode de génération.

. Sil’on veut prouver, par exemple, le théoréme de New-
ton que toutes les courbes du troisiéme ordre sont don-
nées par la perspective de cinq paraboles divergentes,. il
suffira de prouver que par la perspective on peut amener
I'équation d'une quelconque de ces courbes & la forme

yr*=Ax*+Bx*+ Cx+ D,

qui est la forme générale des paraboles divergentes. Or
une courbe quelconque du troisiéme ordre a au moins un
point d’inflexion, puisque 1'équation qui donne les ab-
scisses de ses points d'inflexion est du quinziéme degré
(Nouvelles Annales, t. 1X, p. 294), et que d’ailleurs
I'équation de la courbe a pu étre choisie de telle sorte,
qu’a une valeur réelle de I'abscisse correspondit au moins
une valeur réelle de V'ordonnée.

D’aprés cela, faisons la perspective de la courbe pro-
posée, de sorte que la tangente a son point d’inflexion
passe tout entiére a l'infini.

La courbe ainsi transformée a donc une asymptote a
linfini, et je dis qu’elle n’en a pas d’autre.

En effet, le point 4 I'infini d’une seconde asymptote ,
point qui appartiendrait a la courbe, pourrait étre consi-
déré comme appartenant aussi a la premiére asymptote;
mais cela est impossible, puisque celle-ci a déja trois
points en commun avec la courbe.
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Et ce peu de mots suffirait déja pour prouver la trans-
formation de toute courbe du troisiéme ordre en une
courbe purement parabolique. Mais il importe pour notre
objet actuel d’obtenir I’équation de la courbe transformée.

Supposons donc premiérement que I'axe des y soit pris
dans la direction de cette asymptote unique qui est a 'in-
fini. Puis, dans P'équation de la courbe transformée,
remplagons y par mx, et écrivons-la conformément aux
notations convenues dans la théorie des asymf)totes , sous
cette forme

2F(m)+x*F,(m)+ zF,(m)+ k =o.

Il faudra pour satisfaire aux conditions de la question
que F (m) ait trois racines infinies, et que F'; () ne soit
pas nul; c’est-a-dire que I'équation de la courbe transfor-
mée doit étre comme il suit

axr’ + bx® + cxy + dy* + ex + fy + g = o,

avec la condition expresse que d ne soit pas nul. Mainte-
nant on pourra, en conservant 'axe des y, changer la
direction de I'axe des x de sorte que le terme en xy dispa-
raisse; puis on transportera l'origine sur I'axe des y de
maniére a faire disparaitre le terme de premier degré en
- Deés lors I'équation prendra la forme ci-dessus indi-
(uée, savoir

(1) yY»=Ax*+Bx*+4+Cz+ D.

Or en discutant les diverses circonstances que peuvent
présenter les trois racines de I'équation formée par le
second membre égalé a zéro, on démontrera aisément
I'existence de cinq cas ou formes distinctes. qui ne peu-
vent pas rentrer les unes dans les autres par les transfor-
mations de la perspective. Et parce que toute courbe du
troisiéme ordre prend par la perspective une forme com-



(269 )
prise dans I'équation (1), il s’ensuit qu’elle peut toujours
étre considérée comme la perspective de 'une des cinq
paraboles.
L’équation

r’=(zx—a)P{x—=6b) .

présente deux formes selon qu'on a > a ou b < a.

Considérons maintenant que pour la courbe représen-
tée par I'équation (1), 'axe des x est diamétre de toutes
les cordes paralléles a I’axe des y, c’est-a-dire passant par
le point d’inflexion qui est a I'infini ; de plus, les lignes
qui joiguent deux a deux les points ou deux telles cordes
rencontrent la courbe, se rencontrent elles-mémes sur
I'axe des x; et enfin les tangentes aux deux extrémités
de 'une de ces mémes cordes se rencontrent également
sur ce méme axe. .

Donc sil'on revient a la courbe dont I'équation (1) est
la perspective pour y chercher les faits correspondants a
ceux qu'on vient d’énumeérer, on reconnaitra la vérité
des propositions suivantes énoncées dans la note citée.

« Si autour d'un point d’inflexion d'une courbe du
troisi¢éme degré on fait tourner une transversale, et
qu’aux deux points ou elle coupera la courbe, on méne
les deux tangentes, leur point de concours engendrera
une ligne droite. .

» Les droites qui joindront deux a deux les points ou
deux de ces transversales rencontrent la courbe, se ren-
contreront sur cette droite. »

» Enfin cette droite rencontrera chaque transversale
en un point qui sera le conjugué harmonique du point
d’inflexion par rapport aux deux points ou la transversale
rencontrera la courbe. » (P. 349).

De plus, remarquez que la tangente a la courbe (1) est
paralléle a I'axe des y dans les points situés sur 'axe des
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x; donc si I'on revient a la courbe primitive, on recon-
naitra que par un point d’inflexion on peut généralement
mener trois tangentes a la courbe (on ne comprend pas
dans ce nombre la tangente menée au point d’inflexion
lui-méme), et que les trois points de contact sont sur la
droite dont il viént d’étre question (*).

C’est pourquoi cette droite, dit M, Chasles, et le point
d’'inflexion jonissent, par rapport a la courbe, des mémes
propriétés qu’un point et sa polaire par rapport a une co-
nique. Et 'auteur 'appelle effectivement la polaire du
point d’inflexion.

La construction de 'équation (1) suffit encore pour dg-
montrer la propriété des points d’inflexion d’étre en ligne
droite.

En effet, si, outre le point d'inflexion a I'infini, il y en
a quelque part un autre, la symétrie par rapport a 'axe
des x exige qu'il y en ait un troisiéme de l'autre coté de
I'axe et correspondant a la méme abscisse. Donc ces
deux nouveaux points sont sur une droite qui rencontre
le premier  l'infini. D’ailleurs un quatriéme point d’in-
flexion ne saurait exister a moins d’étre extérieur a la
ligne des trois premiers; mais son existence entrainerait
celle de trois nouveaux points sur les trois lignes qui
joindraient ce quatriéme aux trois premiers. Ces trois
nouveaux cn feraient connaitre d’autres encore, et ainsi
de suite indéfiniment, ce qui est impossible, Donc, lors-
qu'il y a plus d’'un point d'inflexion, il y en a trois et
les trois sont en' ligne droite.

La forme de I'équation (1) suffira également pour prou-
ver que les deux polaires relatives aux deux nouyeaux
points d’inflexion se rencontrent sur l'axe des x qui est
la polaire du point a l'infini. De la ce théoréme :

(*) La tangente au point d’inflexion ¢quivaut a trois tangentes. Twu,
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Tutorime. Dans toute courbe du troisiéine ordre, les
trois polaires relatives aux trois points d’inflexion se
rencontrent en un méme point. .

L’existence d'une polaire pour chacun des points d’in-
flexion étant démontrée, si, au lieu de faire passer a I'in-
fini la tangente & un point d’inflexion, on y fait passer
sa polaire, ce point devient manifestement un centre.
Par 14 il est prouvé que toute courbe du troisieme degré
peut étre considérée comme la perspective ou 'ombre
d’une courbe a centre, et par suite il se trouve égale-
ment prouvé qu'il y a dans le troisiéme ordre cing cour-
bes a centre non transformables les unes dans les autres.
Ce beau théoréme, dita M. Chasles, devient ainsi le pen-
dant de celui que Newton avait signalé.

Aprés cela il n’est peut étre pas sans intérét de mon-
trer qu’il est possible, comme je I'ai indiqué ci-dessus,
d’établir toute cette théorie en commencant par démon-
trer le nouveau mode de génération.

A cet effet, on remarquera premiérement qu’en vertu
du théoréme énoncé sous le n° 12 a la page 287 du
tome IX des Nouvelles Annales, les trois tangentes a une
courbe du troisiéme ordre issues d'un méme point d’in-
flexion I, ont leuvs trois points de contact A, B, C en
ligne droite. Car soit C’ le point ou la droite AB ren-
contre la courbe, la tangente en C’ doit rencontrer de
nouveau la courbe en un point qui, d’aprés le théoréme
donné, sera sur la tangente en 1, c’est-a-dire au point I
lui-méme, puisque celui-ci est un point d’inflexion. Donc
le point C’ ne peut étre que le point C.

Faisons passer a U'infini cette droite des trois contacts,
la courbe transformée aura trois asymptotes passant par
le point d’inflexion. Que si I'on place en ce point ori-
gine des coordonnées et si, pour plus de simplicité, on
prend la tangentc en ce méme point pour axe des x,
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on connaitra par la théorie des asymplotes que 1'équa-
tion de la transformée doit avoir la forme

(2) 2+ 3a, 2’y + 3a,zy* + a;)° + 3dy = o.

Dés lors il est manifeste que par effet de la perspective
le point d'inflexion est devenu centre, ce qui établit
en méme temps la relation harmonique entre ce point et
la droite des contacts.

A la vérité il peut arriver que deux des tangentes is-
sues d’'un méme point d’inflexion deviennent imaginaires;
mais le principe de continuité de M. Poncelet ou des re-
lations contingentes de M. Chasles, suffit pour prouver
que, méme dans ce cas, la droite des contacts subsiste et
que son passage a 'infini doit procurer a 'équation de la
courbe proposée les mémes modifications.

Ainsi il est de nouveau prouvé que toute courbe du
troisi¢éme ordre peut étre considérée comme la perspec-
tive d'une courbe a centre. D’ailleurs en discutant la si-
tuation et la réalité des asymptotes dans I’équation (2), on
verra que cette équation renferme cing formes non réducti-
bles les uncs aux autres; de 1a le théoréme de M. Chasles.

La considération de I'équation (2) permet aussi d’é-
tablir en quelques mots 12 propriété des points d’inflexion
d’¢tre en ligne droite, et celle des polaires de se rencon-
trer en un méme point.

M. Chasles a compris les deux générations des courbes
du troisieme ordre sous un scul énoncé qu’il me parait
utile de transcrire :

Ainsi que les courbes du second degré ne peuvent
donner lieu qu’a une seule espéce de cone, de méme les
courbes du troisieme degré ne peuvent donner lieu qi’a
cing espéces de cones ;

En coupant ces cénes d’une certaine maniére, on
Jorme les cing paraboles cubiques ;
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E¢ les coupant d’une autre maniére, on forme les
cing courbes qui ont un centre.

Ceci peut.donner lieu a quelques remarques. On sait
que le cone du second ordre peut étre coupé dans une in-
finité de directions de maniére a donner la parabole or-
dinaire, et dans deux directions seulement de maniére &
donner le cercle. Mais un céne du troisiéme ordre ne peut
étre coupé que dans une ou dans trois directions diffé-
rentes, de maniére 4 donner soit une parabole, soit une
courbe a centre. On sait aussi qu’il est toujours possible
de transformer la figure plane formée par un systéme de
deux courbes du second degré en une perspective ou ces
deux courbes deviennent des cercles (Poncelet). Au con-
traire il sera impossible en général de transformer un
systéme de deux courbes du troisiéme ordre en un autre
systétme ou chacune de ces deux courbes ait recu une
forme déterminée d’avance, soit parabolique, soit a
centre.

(La suite prochainement. )

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 464

(voir page 242);

Par M. J. DE VIRIFU,

Régent A Saumur,

1. La sommation de la série proposée peut se déduire
du théoréme suivant qui fait connaitre une infinité de sé-
ries convergentes et leurs sommes.

Soient x, une quantité entiére nulle, positive ou né-
gative; x une variable entiére ; u, une fonction de cette va-
riable qui, lorsque cette derniére croit de x, inclusive-
ment a 'infini positif, reste toujours déterminée ainsi que

Ann, de Mathémat., t. XVIL (Juillet 1859.) 18
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Ay, et tend vers unc limite unique finie ou nulle. U
représentant cette limite, on a

x= -+ o

(A) EAu,:U—u,a.

I:Iﬁ

Ce théoréme est une conséquence immédiate de I'équa-
tion connue

Ugppis == Uzy + Bly By .o o= DUy .

III. Soient p, g des nombres entiers absolus non nuls;
f, g des quantités entiéres distinctes telles , que

SfH+x1, g+xIr.

- Si
°. — I
Tl f)z S0z fp—1)
on a
= u _—_-————I)————--u .
U=o0, A peyy o "
Si
wo=Frg)atgtn)... (z4+g+p—1)
* (z+fl(x4+f+1)...(x+f4+p—1)
on a
U, ..
U=t se=—rl =) o w T )
Si
_(z+g)l=+g+1).. (’+°+P-")
T @)+ (e f+ptqg—1)
on'a :

q(z+g)+p(g—f)
(z-+g)(x+f+p+q)

U=o0, Au,—— e

'_\/-2‘4—“ r+g4+1)... (z4+g+p—1)
= (- f) r—l—f+l)..(.z‘+f+p—-x)’
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U=1,
\/ I (#+g).. (s+g+p—1)

z+g (xz+f)...(z+f-+p)
Vie+N e+ g+p)+V(z+3g)(z +F+8)

on a

du=p(f—sg)
Si

(z+g)lz+g+1)... (2+g+p—1)

=1
= G e ) (e fp =1

on a

z4+g x+f+
U=o, Au,:—log<x+f Z+f+£>

III. Substituant ces valeurs et ces limites successive-
ment dans I'éguation A, on obtient

X == 0

rgx (z+f)(z+f+1)...(2+f+p)

1 1
P (Zo+ ) (20 +f—1). .. (xo—é—f—}—p—l)’

Z 1 (z+g)(z+g+1)... (z+g+p—1)
z+ g (z+f)(x+f+l) (e +f+p)

1t [(xo—i—g)(-ro+g+1)---(z»+g+p—l)_l],
P g—S L(x+f) (2 +f+1)... (2 +f+p—1)

X =—cCc
2 g9(z+g)+plg—Sf)
r+g

(r+g)z+g+1)... (x+g+p—1)
(g+S)Nz+f+1)..(z+f+p+7q)

_ (me+g)(xH+gH1)... (2+g+p—1) ’
_(‘r°+.f)(*"’o+f+l)...(.r,,+f+,;+q__l)
18.

>
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,:M\/ i (z+g)z+g+1)..(z+g+p—1)
2 z4+g (z+f)(z+f+1). .. (z+f+p+q)
Viz+Ff)(z+q+p)+Viz+g)(z+Ff+p)

I:Io

1o [1— (x,,—l-q)(z,,-g-g—l-l)...(xo+g+p-—r)]
rf—g (#o+S) (o +f + 1) (B+f+p— 1)

—

x=-tow

3 o (S )
S\evf rrg+p

r=ux,

(zo+8) (zo+g+1)---(wo+g+p—-r)'],
(e +S) (g +Sf+1). . (2 f+p—1)

= log

On aura la série proposée en posant
=0, f=1, p=n—1
dans la premiére des formules ci-dessus.

IV. Soient m, n, b, ¢ des quantités non nulles telles,
que ’
cm = bn ; 0;

et o« une quantité non nulle telle, que la fonction ba” + ¢
ne soil jamais nulle quand on fait croitre x de x, 4 + o .
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