NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

PAINVIN

Application de la nouvelle analyse aux
surfaces du second ordre

Nouvelles annales de mathématiques 1 série, tome 17
(1858), p. 403-427

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1858_1_17__403_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1858, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1858_1_17__403_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir page 370);

Par M. PAINVIN,

.
Docteur és Sciences.

§ X — Discussion.

8. Soit Péquation géunérale des surfaces du second
20..
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ordre

M @y X Ay a, 2 Ha 2424, 7, 1,428, 2, 7 —0
+2a, T 2285 T, Ty 205 T T2 A Ty )

Jadmets d’abord que cette équation renferme le carré
d'une au moins des variables x,, x,, x;, de x, par
exemple, et qu’on ait rendu positif le coefficient a,, du
carré restant; cest cette lettre qu'on devra placer au
sommet de gauche du descriminant A.

Puisque a,; n’est pas nul, on peut ordonner 'équa-
tion (I) par rapport & la variable ux,, et la mettre sous
la forme suivante :

2
(aw x4+ apx,+ apz, + ay x) + (a, an —a},)x;

+ (a, a3 — a},) z} + (a, ay — a},) x}e_o
+2(ﬂu an—a, a\s)xz-l‘g-i- 2 (a“ au—a,, (l.‘) Xy X ~ ’
-+ 2(“11“3; — Q3 ”u)xsxn

ou

— 27 T3 Xy =0,

(II) gxt 4 P X A Pu ) A Pt — 2P Xy Ty — 2T X Ty

en ayant égard aux formules (4) et en posant

Xi=a x4+ anx,+ a3z, + aya,.
.

Les hypothéses distinctes qu'il faudra faire pour éluci-
der complétement tous les cas possibles sont au nombre
de quatre ; nous allons les parcourir successivement.

Premiére hypothese.

2

——— est différent de zéro.
da,; doy, ﬁ

Le déterminant ps, ou

9. On pourra alors continuer la décomposition en or-
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donnant par rapport a la variable x,, ce qui donnera

X: +P35 X: + &P—“‘-_——r: 4 -l‘: -_ ZP-——-—————-M Tiak 7is Ts Z.

s L
P P
+PMP=3"“ T, zrl=o,
P
aprés avoir posé (voir les formules 4)
d?A d*a d*A d*A

—_— Ay = — Ly — £y — Lys
day; dagy day, day, da,, da,, da, da;,” "’

ou, en faisant usage des relations (7) et (9),

. J
(HI) Xf+p3‘ X;+a|3(£z;_—2an 36 t3.t‘+a“6”@'::O.

Psi Pss P

, . dA .
Le déterminant J“ ou T est un wnvarwant; cetle ex-
47

pression jouit de la propriété caractéristique de se 1epro-
duire, quelle que soit la transformation de coordonnées
uni-modulaire que I'on fasse subir a 'équation (I).
. . dA . cor,
10. Supposons que I'invariant —— soit différent de
Ay

zéro; on pourra encore continuer la décomposition par
rapport a la variable x,, et I'on obtiendra

a0y o, ay, 8;38“"‘ LK
X? X:? X2 _n 34 2% —
L Pu A, + '——‘pu 3 +P3‘ *-*6_‘“ z, o,

aprés avoir posé (wvoir les formules 2)

dA dA dA

— Xy =, — —x,.

day, } day, : das, ‘
Si enfin I'on a égard a la premiére des relations (5), on
sera conduit a la forme définitive

da
a, 5—
d’A da a, A
(v) X3+da da X:+ zl’.\“ X+ (IIlA r=o.
31 A4

da , dag day,
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On conclura donc, dans I'hypotbése actuelle, que

dA
,e . . Y .
lorsque I'invariant T est différent de zéro, Péquation (1)

représente des surfaces a centre unique (théoréme n°® 2).
Les coordonnées du centre seront données par les équa-
tions

X, =o, X,—o, X,=o.

Pour discuter I'équation (IV) je distinguerai deux cas.

. . da , . drA
Premier cas. L'invariant — et le déterminant ——
day, day; day,

étant tous deux positifs, on voit que I'équation (IV) ap-
partient au genre ellipsoide, et que ’
Si A <o, on aunellipsoide réel;
S§Si A =o0, onaun point;
Si A >o, on aun ellipsoide imaginaire.

. . dA oy ,
Seconp cas. L’mvanant‘—m— étant différent de zéro
44

et n’étant pas positif en méme temps que le détermi-

nant —
a3 Adyy

boloide.
Avec A >0, on aura a considérer :

» I'équation (IV) appartient au genre hyper-

da a: A
et

1°, e
da;,” da ., da;,

ce (qui donne les alternances de signes

+ — — =+
dA A A
20, — <0 ¢t ————>o0
da, ~ da,, da,, =05

ce qui donne les alternances de signes

+ + = —;
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da o et d*a
- et ——— =0
day day, day, ’

3o,
ce qui donne les alternances de signes
+ — + —;

on reconnait dans ces différents cas I'hyperboloide & une

nappe.

Avec A < o, on aura a considérer :

dA d:A
1°. —-— >0 et ———— <o
day = day; day, ’
ce qui donne les alternances de signes
+ = = =
da d:A
2°%, — < 0 — >0
day, < day, day, ’

ce qui donne les alternances de signes

+ + = +;
30 da o et d*A
) da,, day, da !

ce qui donne les alternances de signes
+ = 4+ o+
on reconnait I'hyperboloide a deux nappes.
Enfin, avec A = o0, on aura a considérer

dA d'A
e, e ~ o,

e L er—
dag, da, dag,
ce qui donne les alternances de signes

+ — =3
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2 (IA < t d? A
. : —<0 et — > o0
da,* ™ da,, dau) ’

ce qui doune les alternances de signes
+ o+ —;

da d'A
— <o et —— o,

da,, da,

3.

da,,
ce qui donne les alternances de signes

+ — +3
on reconnait le cone.
Donc, en résumé,

Si A <o, ona unhyperboloide a deux nappes;
Si A =o0, onauncdne;

Si A>>o0, ona un hyperboloide & une nappe.

. V. . da .
11. Supposons maintenant que I'invariant T soitnul.
om

7

Il faut remonter a I’équation (IH), et y introduire

s . dA .
I'hypothése = d., = o; elle devient alors
44

a,, 8y a9
Xi4+po X} —2——xy2 + ——
P P

L p—
Xy — 0.

On conclura donc, dans I'hypothése actuelle, que
lorsque l’invariantga—f;est nul, U'équation (1) représentc
des surfaces dénuces de centre ou possédant une infinité
de centres (n°” 2).

Afin de discuter I'équation (V) observons que la pre-
miére des relations (5) (§I°') donne, dans le cas actuel,

() Apa == (34)
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ce qui montre que A et psy, sont de signes contraires, ct,
en outre, que A et dy, s’annulent en méme temps, puis-
qu'on suppose ps, différent de zéro.
Je distinguerai encore deux cas.

- . . da -
Premier cas. L'invariant — étant nul, et le discri-
Qg

minant A différent de zéro, 'équation (V) appartient au
genre paraboloide ; ct si

A <o, cest-a dire p;,>>o0, on a un paraboloide elliptique ;
A™>o0, cest-a-dire p; < o, onaun paraboloide hyperbolique.

. . dy ..
Seconp cas. L'invariant - — étant nul ainsi que le
m

discriminant A, 'équation (V) appartient au genre
cylindrique.

On voit, en effet, par la relation (1), que si A=o,
on aura dy, = 0, et réciproquement ; I'équation (V)
prendra donc la forme

dA
d*A dag,
L I Tt —
(VI) Xx v da“a'a“X“ +a,, d'A z, o,
da,, da,,

et si
d? A >
0 avec
daM da“

on aura un cylindre elliptique imaginaire;

si dA dA
da33 da“ >0 avec da,, <o

on aura un cylindre elliptique;

d:A da

st 3 >
0o avec — Z O
da33 day, T < da, <

on aura un cylindre hyperbolique;
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d* A

da
O avec =0
daaa day, > das, ’

on aura deux plans imaginaires qui se coupent ou une
droite ;

d:A da
0 avec -— =0
da33 day, dam dan. < da,, ’

on aura deux plans qui se coupent.
Seconde hypothése.

Le déterminant py, ou est nul , et le détermi-

a:A
das; day,

nant ps, ou est différent de zéro.

da,, da,,

12. Dans cette hypothése, il faut avoir recours a I'équa-
tion (II), qui devient alors :

2 2 2 —
Xt pud) 4 P ®, — 21Xy Ly — 273 Ly Ty — 27,0, X, = 0.

Le coefficient p,, étant différent de zéro, on pourra
ordonner par rapport a la variable x; et metire I'équation
sous cette forme

2 2
r PupPux—7T
4 2
X pa Xt — gt p PP T T
147] Pau
PuTi—+Trary
— 2 rx,=o0,
P2

aprés avoir posé (voir les formules 4)

d*a d' A d A d*A
—_—X, = x, — X, — &x
day, da,, da,, day, : da,, da,, s da,, da,, v

ct enfin, en ayant égard aux relations (7) et (9), ety in-
troduisant ’hypothése p,; = o, on trouvera

”6 n 24 lls'
(VID) X? e oo Koo Sl gy e

P P Pu
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13. Supposons que Vinvariant J,, soit différent de
zéro; on pourra encore continuer la décomposition par

rapport a la variable x,, et on obtiendra
a,, 0y

a, &,0,—29:
x:_F-P,‘X:_}_.____X:_{__'..f‘__ﬁ__’_‘_x’:

0,
Pas P O ‘

aprés avoir posé

dA da - da

—_—X = —z, — — 1,
3 -~ 2 49
dag, da,, da,,

ou enfin, en faisant intervenir la seconde des relations (5),

. dA
(vilr) X2 T8 X1 " da, X148
~— z?=o0.
) X+ T Bt
¢ da,, day, day

Or on admet 9,20, et p;, =—=o0; la premiére des rela-
<0, P 3 p
tions (7) donne

.

(2) M an=-—(ru)’;

T dA
d’ou il résulte que

est nécessairement négatif.
7

Avec A > 0, on aura a considérer :

dA d*A
et —mm > o,

1° o
dag, da,, day

ce qui donne les alternances de signes
+ + — —3

da d*a
et —— <o,

2, —< o0
da da,, day,

cc qui donne les alternances de signes
+ - + —;

on reconnait '’hyperboloide 4 une nappe.
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Aveo A <o, on aura A considérer :

dA d’A
.(EA: et da,, day, > %

10

.

ce qui donne les alternances de signes

+ + — 4
dA d*A
20, —< o —_ ,
day, day, day,

ce qui donne les alternances de signes
+ — + 4+

on reconnait ’hyperboloide 4 deux nappes.
Enfin avec A= o, on aura & considérer :

dA d*A

1°. — <o et ——— >o
day < da,, day, >0
ce qui donne les alternances de signes
+ 4+ —3
dA d* A
2", ——< 0, et ——— <o
day, <o day, day, =~

ce qui donne les alternances de signes
+ — 4+

on reconnait le cone. .

Cette analyse compléte le résumé correspondant au se-
cond cas de la premiére hypothése (10).

14. Supposons maintenant que l'invariant —({ai soit

44

nul. Introduisant cette hypothése dans ’équation (VII),
il vient
(1“6‘“ a0 ,

- - XX+ x, =o0.
P P

(IX) X!+ pu X;—2
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Or la seconde des relations (5) donne, puisque d;, = o,
(3) Apy=—(du),

ce qui montre que A et p,, sont de signes contraires, et,
en outre, que A et dy, s'annulent en méme temps, puis-
qu’on suppose p,, différent de zéro.

Je distinguerai deux cas.

Premier cas. Le discriminant A est d}ﬁérent de zéro.

Alors d;, est différent de zéro, et on voit que si

*
A< o0, cest a-dire p,, >0, on aun paraboloide elliptique ;
A™> o0, c'est-A-dire p,;< o0, onaun paraboloide hyperbolique.
Seconp cas. Le discriminant A est nul.

Alors J,, = o, et réciproquement. Daus ce cas, I’équa-
tion (IX) se réduit a

dA
a,,—5—
d*A da,,
X3 X:? X?=o.
(X) v+ da,, da,, ~ * + di A ¢ 0
day day

Or la triple hypothése (ps, = 0, d,, =0, ds, = 0), intro-
duite dans la premiére et la seconde des relations (7),
donne

(4) r,=—o, et 3334112—("‘:)73
puis dans la seconde des relations (g)
T3 P == O,

et, comme p,, est différent de zéro, on en conclut rys = o,
et par suite

(5) 03 = 0.

La distinction des différentes espéces de surfaces ne
peut donc plus se fonder sur la considération des détermi-

4
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nants
dtA da
—

da,, da,, da,,

qui sont nuls tous deux; il faut y substituer les détermi-

nants
a*A dA
da,, da da,,

L’équation (X) nous conduira aux conséquences sui-

vantes :
Lorsque
dA d*A S dAa t A
— —_— — =0 e =0
day, day, day, dag, < o dag, ’
a:A da
0O avec —— o
' da, da, > da,, > 0.
on a un cylindre elliptique imaginaire ;
. d*A dA
o avec —— 0
St (111,2 dag, > da,. <o
on a un cylindre clliptique;
d'a dA
>
o avec — 20
< da'n <

Sl ——
da,, dag

on a un cylindre hyperbolique;

d*A
S1 —— 0 avec
da,, day = da,,

on a deux plans imaginaires qui se coupent

d*A da
o avec
dﬂ,, da, das, < da,,

on a deux plans qui se coupent.
Cette étude compléte les résuliats établis dans la pre-

miére hypothése (11).



Troisitme hypothése.

d’A d’'A

et sont nuls.
da,, dag, da,, da;,

Les deux déterminants

15. L’équation (II), a laquelle il faut maintenant avoir
recours, devient

2 2
X pu ] — 27 2 X5 — 273 3.7 — 273 X3 T == O.

Or cette derniére équation peut étre soumise aux transfor-
mations suivantes :

Ty PupPut2rarg
X} — (ru e+ rpx,) <2.z:5 —+ zr—.ra) +_——;—_—x§= 0;
13 / [X}

ou, en POSCIH[

T

2X, =ryx,+ rpax 4+ 21, + 2 — a1y,
T
‘ 4%

2 X = X AT X — 28 — 2 — Xy
1

TP+ 20Ty
rups £ 27ty L,

(XI) X! - XX
T4
Or en y faisant p3, = 0, py, = o0, les trois premiéres des

relations (7) {§ I°") donnent

{ 2
8:5“:1:'—"‘.,;
2 .
(6) 833(1||:*"rn:)’
Ona,=—rl,;

mais la troisi¢éme du groupe (9), c’est-a-dire
373 A== Py P+ Ty s

nous conduira a

2 . 8

8.0 8 $ = T‘,,]Ig;,‘*"Z’nrm’uI)n_

22 033 — = — ) .
23 ar,
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et comme (relations 5, § I¢%)

Apry= 02y 05y — 323 3
il en résulte

(7) A:—;r;i(r“pn+2r., rig)e

11

. d eqpe , .
16. Si I'on suppose d—A différent de zéro, ce qui, en
A
vertu de la relation
Ous Oy = — ("u)’
exige que 1y, ne soit pas nul, et montre, en méme temps,

da . I ‘ .
que —— est essentiellement négatif, I'équation (XI) peut
44

s'écrire :
, A
(X11) X1 =X+ X4 a e 2l =0,
da,,

par suite, si

A < o, onaun hyperboloide A deux nappes;
A= o0, onaun clone;

A>>o0, ona un hyperboloide & une nappe.

17. Admeltons, en second lieu, que I'invariant

a
dag,
soit nul.

Les trois hypothéses

Py = 0, py =0, 0,=a0q,
donnent, d’apres les relations (5) § I¢r,
(8) 0y = 0, &, = 0;
puis, d’apres la premiere des relations (7) §I,

(9) Ty = O3
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et’enfin d’aprés la premiére des relations (10), § I*r,
(10) A=o

D’un autre cdté 'équation (II) se réduit a

(XIH) X — 273 2,0 — 2 1325 2 =+ px x, = 0.

C’est un cylindre parabolique.
Ainsi, lorsque

d:A d: A dA

——=o0 =0 -— =0
day, day, ’ da,, dag, ’ da,, ’

ce qui entraine comme conséquence A = o, l'équa-
tion (1) représente un cylindre parabolique.

Ceci suppose que ry; et ry; ne sont pas nuls en méme
temps.

Si I'on avait r;3=o0 et r;,=o0, ce qui donnerait,
d’aprés les relations (7) § I,

033 =0, 05=0
et réciproquement, Iéquation (XIII) deviendrait
(XIV) X? 4 pual =o,
et représenterait deux plans paralléles imaginaires, si

dr A

da,, da,, >0;

deux plans paralléles, si

d: A
da,, da,,

<03

deux plans qui se confondent, si

s
da,, day, -

Ann. de Mathématiques, t. XVII. (Novembre 1858.) 27
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Quatrieme hypothése.

L’équation (1) ne renferme aucun des carrés x?,
xi, x%.

18. Dans ce cas, il faut nécessairement admettre que
I'équation proposée renferme au moins un des rectangles
&y X3y Ty X3, Xy 23. Nous conviendrons alors de placer au
second rang de la premiére ligne du discriminant A le
coefficient a;, du rectangle x, x, qu'on suppose exister
dans Véquation.

Dans I'hypothése ou nous nous placons, 'équation (I)
se présente sous la forme

(XV) 2 A Xy Ty = 203X, Xy + 20, &y Xy + 2 Ay X, X,

4+ 2y T, X+ 2 Ay X, T 4 Ay T = 0.

On arrivera encore a la décomposition en carrés, en
suivant la méthode indiquée par M. Moutard. On prend
les dérivées du premier membre ¢ (xy, x,, x5, x,) de
I'équation ci-dessus par rapport aux variables x; et x,,
faisant partie du rectangle qui n’a pas disparu, ce qui

donne
1 deg
——=— =apr+a;x, 4+ a;,r;
2 dr,
1 dy
— = = AT ATy Ay T
2 dr,

plliS on remarquc que

2
a,, L%+ a,,a,;T, 2, +a,a,x x;

~ ——

-

1 dv.? dqa Ay, Ay, Ty Ty = Ay Ao Xy
-—— — = \
4 dz, dx, L 4 A5 aT X A Ay T T A ayx \

+ Ay Ay Tl

A cette équation on ajoute I'équation (XV), apres avoir
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multiplié ses deux membres par %, il vient

L dy dy _

2
A3 Q2 Ty + (@123 — Qg3 Ay — A3 Qyg) T3 24
4 dz, dz, ( )

A2 Qg — 205 ay ,
—_—— T 2} = 0;
2

9 A\ 9 \ M ’
d’ou I'on conclut, aprés avoir posé

1 [do de
X;—; (Zz_',- +d_.r;>’

1 do dq;»
X’-"E(EE“?E,/’

(XVI) X? =X} —fa,; anx}+ 4 (@ ay— toy ay— @y @) x5 1,
+2(anau — 2ayay) x;=o.

19. Supposons, en premier lieu, qu’aucun des coeffi-
cients @3, @y ne soit nul; on pourra alors former le
carré par rapport a la variable x3, et on trouvera

X? — X! —4a a,X!
(XVII)

2a3a;; (052044—2%4 au)+(ana35—au an_ama'n)z

ppp—
z!=o,
Q304

en désignant par X; la fonction linéaire

Ay Ay == A A3~ Q3 Ay
Xy —

e
2a,; Ay

Or si, dans les formules (3) et (4) (§I°*), on introduit les
hypothéses particuliéres

R a,,:a,,:aﬂzo,
1l vient

2
—_—a, .,

P
l

0y = 24, @3 Ay,
0y = —ap(apa, —2au ax),
830 = @ (@13 3 — Q1 @y — Qi3 Aay).

27 .
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La premiére de ces égalités nous montre que ———
P & q day; day,
est différent de zéro et négatif ; les autres nous permet-
tent d’écrire ainsi qu’il suit I'équation (XVII) :

2
§ =0,

2 — kY
X? — X! — fa, ay X2 + Fa—dudu

2
a, ,a;dy

ou enfin, si I'on a égard a la premiére des relations (5),

S Ier’

(XVII) X! —X!—fa,a,;X?+

x?=o.
A3 Az

Or nous avons supposé que les coefficients a,y, a5, a,s
n’étaient pas nuls, ce qui exige, d’aprés la seconde des
formules (11), que dy, soit différent de zéro.

Discutons maintenant I’équation (XVIII).

Avec A > o0, on aura a considérer :

1°. a, a,, > o,

ce qui donne les alternances de signes
+ — — +;

2°, a; ay, < o,

ce qui donne les alternances de signes
+ = 4+ —;

on reconnait I'hyperboloide 4 une nappe.
Avec A < o, on aura & considérer :

1°, a; a; >0,
ce qui donne les alternances de signes

+ - = -
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2°. ag; a,; < 0,
ce qui donne les alternances de signes
+ — + 4+
on reconnait I’hyperboloide 4 deux nappes.
Avec A =0, on aura a considérer :
1°, QA3 Ay > 0,
ce qui donne les alternances de signes
+ =
2° a,; a,; < o,
ce qui donne les alternances de signes
+ =
on reconnait le cone.

20. Admettons, en second lieu, que I'un des coeffi-
cients a3, @s3, ou tous deux ensemble, soient nuls; on a,
comme conséquence immeédiate,

du=o0;

et, réciproquement, si d,, = o, 'un ou l'autre des coeffi~
cients a,3, @y sera nul.
Dans le cas actuel , 'équation (XVI) deviendra, si, par
exemple, a3 =o0:
Xi— X+ 4(”12‘136 —ay “23) T3 Ty

2
+ 2(apay — 24y au)x,, =o.

(XIX)

Or, d’aprés les relations précédentes (11), on a

J—— 2
P == —a,,
3“:0,

a\‘ = al:(“u Ay — Ay azs);
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d’ou
al A= (0).

On voit, d’aprés la valeur ci-dessus, que ds, n’est pas
nul, si 'on n’introduit pas d’autre hypothése que celles
que nous avons admises ; et, par suite, il en est de méme
de A: on remarquera, en outre, que A est essentiellement
positif.

L’équation (XIX) représentera alors un paraboloide
hyperbolique ; conséquence qui se trouve incluse dans les
conclusions du n° 11.

Supposons enfin A=o0; ce qui exige que 0y, soit nul,
et réciproquement. L’équation (XIX) se réduit &

2
X —X]+2(apay— 2aa,)z = o,

ou, en ayant égard aux relations (11),
2 2 333 b
(XX) X! —Xi—2—=zx!=0o0.
a,,

Or, dans ce cas,

d*A
—— = —a} 0;
da,, day, l2< ’

on aura, par suite, a considérer

d'A < da S
e o avec o
day, day, a;, <=

e qui donne un cylindre hyperbolique ;

d*a da
<o avec

= o0,

day, da, dasy,

ce qui donne deux plans qui se coupent.

21. Cette discussion détaillée nous montre que tous les
genres et toutes les espéces, dans les surfaces du second
ordre, sc trouvent parfaitement caractérisés dans les
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tableaux suivants, qui en présenteront le résumé sous
plusieurs points de vue.

Résumeés.
d
19, — INVARIANT Zz;A‘ DIFFERENT DE ZERO.
44

. 1'* FAMILLE. — Surfaces a centre unique,

d?

dA ,
1¢" cas. — Llinvariant — et le déterminant tous deux

day, day, day

positifs ; genre ellipsoide.

s négatif. .. Ellipsoide réel.
Discriminant A / nul...... Point.
positif. .. Ellipsoide imaginaire.

N. B. Le déterminant ne peut pas étre nul dans ce

day, dag,

cas

dA , ; ;
11° cas. — L'invariant T étant différent de zéro ct n’étant pas
44
d:A

positif en méme temps que le déterminant ————
positif ps q da

5 genre
hyperboloide.

négatif. .. Hyperboloide & deux nappes.
Discriminant A { nul..... Cone.
positif. .. Hyperboloide & une nappe.
. a .
N. B. Le déterminant T da peut ¢étre quelconque, posi-
tf, négatif, ou nul.
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2°, — INVARIANT da

da,,
2° FAMILLE. — Surfaces dénuées de tre ou possédant
une infinité de centres.

NUL.

dA ,
I°* cas, — L’invariantd—— étant nul et le discriminant A diffé-
L

rent de zéro ; genre paraboloide.

négatif. .. Paraboloide elliptique.

positif. .. Paraboloide hyperbolique.
2

day, day,

tif, négatif, on nul ; seulement, il ne peut pas étre nul en méme

Discriminant A

N. B. Le déterminant peut étre quelconque, posi-

temps que » car il en résulterait A =o.

d’A
day, da,
I cas. — Linvariant ia‘i et lediscriminant A étant nuls;

genre Zylindrique.
dA d:A )

1°. Les deux déterminants et
da,, day, da,.dag,

r’étant pas

nuls en méme temps :

si d*A >
i _
daasdau< ’
A Y da L
-— >0, — lindre elliptique imaginaire;
\doedar =@ = M Ptq 8 ]
dza dA
a————— i lliptique ;
e s 0, T, < o, cylindre elliptique ;

_4a <o, gai 2 o, cylindre hyperbolique ;
33

>o, T = deux plans imaginaires qui se
a3,

coupent ou une droite;

\
?
\ d*a da
|

0o, — =—o, deux plans qui sc coupent.
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Si i o et Fa_ o
das da,, da,, day, <%
4’4 da . C o
T >o, T >0, cylindre elliptique imaginaire ;
22 44 22
A da ) .
danda., >o, - <o, cylindre elliptique ;
2 44
]
da da , ,
; dandn. <% - 2 o, cylindre hyperbolique;
22 46 22 .
A da T .
‘ r— 0, Z—=0, deux plans imaginaires qui se
22 4‘ ’ 22

coupent ou unre droite ;

<
( A o, deux plans qui se coupent
= x pla; .
dlln dau 0 day, ’ P 1 P
d*A d*A
II°. Les deux déterminants et étant nuls en

day; da,,  dayday,
méme temps :

48 4a ¢ Is  la foi lindre
i —— ne sont pas nuls 2 la fois, on a un cyli
da,, da,, P ’ y

parabolique ;

. Si

Sl =oet s _ o
da;, day, ~
d’'A RO
—_— on a deux plans paralléles imaginaires;
day das,
d:A
{ ——— < 0, on adeux plans paralléles;
dan daaa < ’ P p 2
d*A . .
~———— =0, on adeux plans qui se confondent.
A dan daaa

. da d'a s
N. B. Les hypothéses dan = o, day, day, i day da,,

cntrainent,, comme conséquence, 4 = 0; mais il n’y a pas réci-
procite.
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22. On pourra résumer ainsi les signes caractéristiques
des différents genres de surfaces :

N ” . dA L . d*a
Genre ellipsoide. L'invariant — et le déterminant
day, day, day,

2

- d*A
sont tous deux positifs; Tada.

n’est ja-
ay, dag,

mais nul.

. y - . da o ,
Genre hyperboloide. L’invariant — est différent de zéro et
Ay .

n’est pas positif en méme temps que le
2

, . d’A s
déterminant ——— qui d’ailleurs peut
a,, day,

étre nul.

. . dA o
Genre paraboloide. L’invariant T ot nul, et le discriminant
Q4
diA

A est différent de zéro; da—da= Peut étre
Qs

da“
nul.

. . dh T
Genre cylindrique. L’invariant i le discriminant A sont
Ays

tous deux nuls.

23. On peut encore dire, si I’'on convient de regarder
Vellipsoide imaginaire, comme une surface réglée :
Discriminant négatif. Surfaces réelles dénuées de génératrices

rectilignes.
Discriminant positif. Snrfaces réglées gauches.

Discriminant nul. Surfaces reglées développables

Nous achéverons cette discussion en énoncant les
conditions déterminantes des surfaces particuliéres du
sccond degré.

Pour que I'équation générale du second degré repré-
sente
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Un cone, il faut et il suffit que
A=o0;
un paraboloide, il faut et il suffit que

dA—-o et A2 o;
da, <™

un cylindre elliptiqgue ou hyperboligue, il faut et il

suffit que
dA -
da,

0, A=o;

un cylindre paraboligue, il faut et il suffit que

dA d*A dra

-— =0, ——=0, ——=
da,, ’ das, day, ' dayday

deux plans qui se coupent, il faut et il suffit que

[ dA . d’A >
i‘.:o, A—o0 et /da”_o, N d””da“< ’
dag, dA . d* A

( EZO, . day, dau: 03

deux plans paralléles, il faut etil suffit que

dA dA o dA
_ —_—— = —_—=0
da,, das, > day, ’
d* A d’A
—_— =0 —_— — 0.
day, dayy > da,day,

Note. Le théoréme sur des normales inséré (t. XVI,
p- 464) est consigné dans un Mémoire de M. Liouville et
inséré dans son journal (t. VI, p. 403).  (DewuLrr.)



