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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE (*);
Par M. PAINVIN,

Docteur és Sciences.

INTRODUCTION.
1. Les coordonnées d'un point de 'espace seront re-
, , x X et . .
présentées par = =, =. Cetic notation, qui offre de
T A
nombreux avantages, donne a I'équation des surfaces du
sccond ordre la forme suivante d’une fonction quadra-

® 4

(*) Ce Mémoire repond a toute question finitésimale sur une surfaec
du second ordre, pour unc cquation decandéme et aves quelconques.

Tu.
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tique homogéne :

8, %} +anz, +ayzl+aux,+ 2a, 2, 2,
o= +2a,2,% + 28, 2,5+ 285305 =o0(*);
+ 24y 2,2 4 283 Ty x4

équation qu’on peut écrire symboliquement

?=2a,,,,,xp.rq=o,

en donnant 4 p et ¢ simultanément les valeurs 1, 2, 3, 4,
eten posant

ap, q = a,, p*

Il résulte de cette égalité que les rectangles des va-
riables auront 2 pour coefficient.

2. Le principe suivant sera d’une application fré-
quente:

Soient X,, X,, X, trois fonctions linéaires des coor-
données :—3; ;—:, % d'un certain point M, par rapport
aux axes 0%, Ox,, Oxy; st Uon prend pour nouveaux
axes O,7y,, Oy, O,ys, les interscctions des trois plans
X, =0, X; =0, Xy =0, gu'on suppose se couper en un
seul point, les fonctions X, X,, X, seront proportion-
nelles respectivement aux nouvelles coordonnées vy,
Y, ¥s du méme point M.

La démonstration de ce théoréme se déduit immédiate-
ment des formules de transformation des coordonnées.

3. Je rappellerai encore quelques notions relatives aux
, . .
déterminants.

(*) Yai supprimé la virgule qu'on place ordinairement entre les deux
indices de chaque lettre; il n’en résultera, dans le cas actuel, aucune
obscurité, et la Jecture deviendra plus facile.

24.
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Si P teprésente un déterminant dont les éléments sont

dP
a, ,, la notation T désignera un déterminant déduit du
da

rs

déterminant P, en supprimant la r*" ligne et la s co-

. dp
lonne ; mais, en outre,
da

r, s

sera la dérivée, par rapport

a a,,,, du déterminant P, pourvu qu’on affecte le déter-
minant déduit et non développé du signe plus ou du
signc moins, suivant que les nombres r et s sont de
mémne parité ou de parité dfﬁ‘éren te.
. dp , . , . 1.
De méme ———— désignera un déterminant, déduit
da,,da,
du déterminant P, en supprimant d’abord la " ligne et
la stme colonne, puis la ry®me ligne et la s,™ colonne;
. dP , e, dP
mais, en oulre, ————— sera la dérivée de —, par
da, da,,,, da,,,
. On connait le signe de ce premier déter~
minant non développé d'aprés la régle précédente; on
affectera le second déterminant t/eduzt et non développé
du signe plus ou du signe moins, d’apreés la régle suivante:
°o. S rn>r
1°. Si
5 >8
suivant que (r, — 1) et (s, — 1) seront de méme parit¢
ou de parité rlﬁé’rente ;

rapporl a a

Ty 6yt

» on donnera le signe + ou le signe —,

AR > . .
2°. Si 3 > L on donnera le signe + ou le signe —,

51 < s)
suivant que (r,— 1) et s, seront de méme parité ou de
parité différente ;
3. 8" ST
5>
suivant que ry et (s, — 1) seront de méme parité ou de
parité différente ;

» on donnera le signe + ou le signe —,

4°. Si { " 2 » on donnera l¢ signe + ou le signe —,
St
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suivant que 7, et s, seront de méme parité ou de parié
différente.
On combinera les deux signes ainsi obtenus, d’aprés la
régle usitée des signes, et on aura définitivement le signe
dont il faudra affecter le déterminant déduit, non déve-

soit la dérivée seconde du dé-

loppé, pour que

da, ,da,
terminant P,
Cette régle se légitimera facilement par les considéra-

tions sulvantes :

P , . .
a represente un déterminant obtenu
Ar, s

en supprimant la 7**™ ligne et la 5% colonne, affecté du
signe + ou —, suivant la parité ou la disparité du
a:p
da,, da;
dernier déterminant, supprimer la r;“™ ligne et la s,%"
colonne; mais pour connaitre le signe de ce résuliat, il
sera nécessaire de ramencr le déterminant susdit au type
normal, c’est-a-dire diminuer de un tous les premiers
indices dans les lignes qui suivent la 7™ ligne, ainsi que
tous les seconds indices dans les colonnes qui suivent la
s*me colonne. Ce qui conduit immédiatement a la régle
que je viens d’énoncer.

Le type normal est celui ou les indices se suivent dans
leur ordre naturel et sans discontinuité.

Il ne faut pas oublier que les signes des différents
termes d’un déterminant dépendent du signe du produit
des termes de la diagonale qui part du sommet supérieur
a gauche du carré, et auquel, suivant l'usage, j’affecterai
toujours le signe plus.

couple (r, s). Pour obtenir » il faudra, dans ce

J’ai insisté sur toutes ces conventions, parce que le
sigge de ces quantités joue, dans les questions que je vais
traiter, un role trés-important: et il est nécessaire d’éviter
toute espéce de confusion.
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CHAPITRE PREMIER.

DISCUSSION DES SURFACES DU SECOND ORDRE.

§ L

Relations d’identité.

4. Avant d’aborder la discussion, j’écrirai les dévelop-
pements de plusieurs expressions et certaines relations
d’identité, qui se présenteront fréquemment dans les cal-
culs suivants ; j’ai pensé qu'il était utile de réunir toutes
ces formules dans un méme paragraphe. La plupart de

ces relations sont une conséquence immédiate de la for-
mule bien connue

arp dP dP dp dp

. 00 et — .
da,,.da,,,., da, . da, da,,, da,

Depuis longtemps M. Terquem était arrivé  ces résul-
tats par une voie différente; et c’est 4 un travail sur ce
sujet, quil a eu l'obligeance de me communiquer, que
j’ai emprunté les principales formules relatées dans ce
paragraphe.

Je désignerai par A le discriminant de la fonction ¢;

b
de sorte que
Ay Ay Ay Ay
Q3 A Axn Ay
(1) A=
a3 Ay Qg3 Ay
Q Q4 Qi Ay
ce déterminant, dans lequel
Qr,s =ds,r
est en méme temps le déterminant Hessien de la fone-
tiong (*¥).

(*) Brioscut, Théoric ducs détermunants, p. 13.

**) Determinantintroduit par Otto Hesse a,, =2
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On trouve, en développant,

N 2 2 2 2 2 2
apanayzay+ay,a;,+a,a, +aa;,
2 2 2
— a2, Ana; ,— a, Ay3a, ,— 8, Q;; Ay,
2 2 2
—dnQya; —apdua y —ayuaa,,

A= > Q2 Qa3 B34 Gyy - A12Q13 83 By
+ aiazaya;

2 QA3 A2+ Q3 Q138304 + A3,03 Ay 4y,
“+ auaias ay,

3. 1l est important de remarquer que de I'égalité
. dr,s = Qs,r,
il résulte
ds _ da
dar,s - das,r

. ) . dA , e
Par suite, Pexpression —— ne représente plus la dérivée
K da,,
effective de A.
Cependant, afin de conserver aux formules que je vais

écrire un rapport plus intime avec les formules générales

qui appartiennent 4 la théorie des déterminants, les
da,,,

nous représenteront toujours le déterminant déduit, en
supprimant la rem ligne et la s colonne et affecté du
d?A
da,,da,,,
Dr’ailleurs , lorsqu’on voudra passer aux dérivées effec-
tives du premier ordre , il suffira de se rappeler la relation
évidente

signe convenable. Il en sera de méme pour les

d.a _ ds
da,,” " da,,’
la caractéristique d désignant une dérivée effective.

6. Jedonnerai, en premier lieu, les dérivées premieres
de A et plusieurs des dérivées secondes.
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dA
—_— =
da” 1" +

dA —
m—— 2= -+

da_, _
dan = w= -

dA'—B' _
a‘a"‘"-— w= +

Dérwées premiéres.

n

2 2
Ay Ay Qy — 8 d,, — a4 a;,

2 2
ayapay—a,a,, —asa,,

ananay —a,a

2
24

2
—dnag,

2 2
A Qndy; — G, Q,; — A ay,

3
— Qy a,, -+ 2ay a,, a;,

3
—ayai, + 2aa,a;,

2
—aua;,+ 2a;a,4,,

—ay a:, ~+= 245, as, a,;.
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Dérwées secondes.

2
d*A =p __‘__a33 ) P 2
4 ;. — Pnr= — Q3 G4y —
da,, da,, Q3 Qg 2
d*A + Ay Ay .
—_—p, = —=anay,—a
day da,, £ QAqa Ay 1o
d*A . Ay Ay N
—_— == py = —=ana,;—a
da,, day P dzz sy e
(4) d’a ___ — ay Qg 2
- = P13 == + = A Qi == Ay
da,, das, [ m
d* A . . a, ag|__ 2
—_— = Py = + =4y Gy A,
da,, day, a a;
d*A + a,, a, .
e — = —=a,d,—a;,.
38 udn
day, day, P ay i b
Pr,s = Ps,1+
d: A @y Qg
— T, == — = —a, a;+a;a,
da,, das, Qg Qg3
d* A a, ag
— = Ty = — = —aQ,a;,; +a,;a,,
da,, dag, ay ag
d*A ay Qg
da——‘—l;- = ry=— a a = —a, a; -+ a;a;,
(4) i Qg 31 As
d'A Ay An
— = Iy = 4 = — aya, -+ a, a,
day; day, Ay Qg2
d*A a,; an
(7;_(17‘— =TIy =4 a a =-—au(l3|+llnﬂ“’
wddg 31 A3
dra Ay Az
m: I a a = —dudy+a,a,.
« Aa 31 A3
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(6)

aA

da, day =

d* A
da, day
d*A
da,, da,,
d* A

da,, day,

d*A

da,, das =

d?A
da,, da,,

= I3

= ru

=rp; =44

[

—

@y Qs

= - = — 8,0, -+ aya,

Qg2 Qg
4y, dj;

= -+ = ——ay;a,+aya;,

Az Ay

a3y Ay

= = = Q;; Ay + a,2 Ay

Ay Ay
ay as
[T T
asy Ay
Ay Ay

as axy

= ry = — == — Qy A3+ Gy Ay

Gy Ay

Passons maintenant aux relations d’identité :

Apy =03, 8 — 034,
Apy = 0,8, — 93,
Apyy =0, 0y — 0} ,,
Apyy =108, 0, — 8},
Api; =805 — 97,
Ap,=26,0,—467,.

Ary =04 0p = 03 014y
Ary =04 813 — 03,014y
A7y == 0y Ogy — 03¢ O
Arg == 0,303~ 0y 0y,
Ary; = 035 01 — 03 O,
Arg = 05505 — 0y O35
Arg =105 03— 030,
Ary; == 030 — &y &1y
Ar; == 03, 85 — 0y 05,.
Arg =0 03 — 013 sy
Ary=8,04 — 0, 0\,
Ary = 0, 03 — 0 745-

= — sy a, - a; a,

= Q4 A3+ Q41 A3y
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On pourrait encore établir d’autres relations analogues
a celles que je viens de signaler ;5 mais celles-ci nous suf-
fisent pour I'étude que j’ai en vue; elles sont méme sur-
abondantes. Cependant j’ai cru devoir les donner, parce
qu'elles peuvent étre d’'un grand secours dans d’autres

( 380 )

a«“u =17up“—-rf,,
5 a,=pupy — rf“

2
0 ax, =PuPu— 7T

8 ay ':-Pupu'—"';“
— 2
01 A3y = PaPu=—Tyq

ana.n:}’lzl)u"' r,.

Oy @1a = Ty Fay — T34 P3ss
O @y == ry Ty — TV OTE)

Oy (a3 = Iy Ty — T Puy

Onlyy =1,r; — Tsa Py
0na=r,r,— 732 Pa3y
\ P Y T2 Pia.
| s @y == Ty Tis + T2 Pags
dnay, = Ty Tia =+ Ty Pagy

Onay=ryr,—+ Tis /239

024 Agyo== Fyq Tya =+ 75, Py
O Q33 == T34 Ta1 —+ T2 Puy

\ 012 @33 == I3y Ty —+ T34 Pray

2 — 2 2 2
A5 A=poy Py Prs—Psi T 3=PuT 1 3—Pu T ;22713 s

2 — 2 2 2
A, A=pupPuPu—pPsu Ty =—Pulsy—Pualy 20Ty Ty,

a: 3 A=pupupPi—par
a,  A=pypupu—psT

3
2
4

04 A =PupPs— T3
0,,8n=p py— r:“

—_— 2
Suan =pupu—r73,,

0 au =Pz Pu— ":3,
— 2
02 Ay = Pia Pz =T,y

3uau =pPupPu ""':l-

03 @y =13 ryy — Ts3 Pass
Oy @ =1y Ty3 = T'z3 P2y

O oy =iy 1y — i3 Py

du Qyy == T '3y — Tt Py
an Qas == T3y Ty == T3y Pr3y
o A3y =< I'yy T'yy = I3 Piae
Osy @2 = 1o 7y + oy Py
Qg Qg == Iy T3y =+ 733 Py

6\13 Ay == T3 Ty = Ty Pi3y
8oy A4y == 143 ria + T Py
813 G4y = Tis To 4 T2 Pusy

81: Qi == T2 Ty =+ F'3 Puay

2 B
=Pl y=—Pualg 20 I3 Ty

2 2
(P T a Pl 32T T T

1echerches sur les surfaces du second ordre.

La suite prochainement.



