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QUESTIONS D’EXAMEN (ECOLE POLYTECHNIQUE). (Suite.)

Voir p 314 .

2. Trouver les conditions qui doivent étre remplies
par les coefficients de [l'équation générale du second
degré a trois variables

ar’+a'y*+ a"z* + 2byz 4+ 2b'xz + 2 b"xy
1
() +2cx+2cy+ 22+ d=o,
pour que cette équation représente le systéme de deux

plans paralléles.
On sait que dans ce cas les trois équations dérivées
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fl(xy=0, ' (y) =0, f'(2) =0, doivent représen-
ter trois plans qui coincident. En exprimant que les
coefficients de différents termes de ces équations sont
proportionnels, on trouve, par un calcul trés-simple, les
cinq conditions suivantes :
b'b” bb” bo’ . be be
(2) a=—9 a’:T, , ”:—[7/, c’:7)7,, c’_—:z—,-
3. Lorsque léquation générale du second degré
représente deux plans paralléles, la fonction

”_

azx'+ad'y* +a’z' + 2byz + 2b0'zz + 2 b"zy,

formée des termes du second degré, est, & un facteur
pres, le carré du polynéme 2cx + 2¢'y—+ 2¢"z qui
contient tous les termes du premier degré de cette
équation.

I1 en doit étre ainsi, car deux plans paralléles pouvant
toujours étre représentés par

Az+By+Cz+D=o0 et Az+By+Cz+D'=o,

I’équation (1) aura nécessairement la forme

(Az+By +Cz+D)(Az+By+Cz+D')=o0,
ou

(Ar +By+Cz)'+ (D+D') (Az+By+ Cz) +DDP'=o.

On peut aussi conclure cette remarque des relations (2)
ct trouver les équations de chacun des deux plans.

En effet, si 'on remplace @, a’, a” par leurs valeurs
Mo bb" bbb

——, —, — dans la fonction
b h

ar 4 a'vi4-a"2? + 20z 4+ 202z 4+ 24" xy,
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elle devient

bbb <-§+l+i>:.

b, bll
. . . b
Et, en substituant a c” et ¢’ les expressions -b—,c; ’
on a
x 2
20x + 2¢y + 20"2=2bc <Z+%+7>'
Donc,

ax’*+ a'y*+ a"z* + 2 b'az 4 20"y
=(2¢cx 4+ 2y 4+ 2c"2)* b'e”
= ¥ 4 y 4[)01

C'est ce qu'il fallait démontrer.
En posant
2¢x + 20y +2¢"2=X,

I'équation (1) se rédwit a

b!bl/

W-X’—!— p. +d::0,
ce qui revient a
’ a
4—‘JX’+X+ d = o,
puisque
b!b//_
5

De cette derniére équation on tire

2¢* |, 2¢ ———
X:—-—"_*‘—f\/c’——ad.
a a

D’ou
;X—i-zc:iz;/c’— ad.

be

ZT’
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Mais

/

a 1
X = L—_(zcx—f— 2’ y+2c"z)= 2a.r+2£- y + 2a¢
c

o1

z.

D’ailleurs, on a [ d’aprés les relations (2)],

! /"
2ac 2ac
— "
= 25",

=20
il en résulte
;X:zax+ 20"y + 2b'z,

et
a
;X-{— ac=12ax + 20"y + 20z + 2c = f' (x).
Par conséquent, les équations des deux plans paralléles

sont

f'(x):iZ\/C’—ad.
Si

¢*—ad=o,

ces deux plans se réduisent 4 un seul, et lorsqu’on a
¢ —ad <o,

ils deviennent imaginaires.

A. Déterminer les conditions nécessaires pour que
Uéquation géndérale du second degré a trois variables

représente une surface de révolution, rapportée a des
coordonnées rectangulaires.
Soient

(1) Sz, y,2)=0
I'équation de la surface considérée, et

(2) (2= PH(r—2)V +(s—2)—r=o,
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celle d’une sphére ayant pour centre un point (x', ¥/, z’)
de I'axe de révolution. En disposant convenablement du
rayon et du centre de la sphére, I'intersection des sur-
faces ( 1) et (2) sera formée de deux circonférences réelles,
situées dans des plans perpendiculaires a I'axe de révolu-
tion, et dont les centres appartiendront 2 cette droite.

Toutes les swrfaces du second degré qui contiendront
ces deux circonférences, seront représentées par I'équa-
tion

(3) f(@,7,2)+ 20 (= = &)+ (y—y'P+ (z —Z)—r]=0,

dans laquelle A est un coefficient arbitraire.

Or, le systéme des deux plans paralléles ou se trouvent
les deux circonférences est une surface du second degré
qui contient ces deux courbes; donc il doit étre pos-
sible d’attribuer a 2, x', y/, 2’ des valeurs telles, que
I'équation (3) représente le systéme de deux plans pa-
ralleles; il faut, par conséquent, qu’il existe pour
A, x',y', 2’ des valeurs qui rendent identiques les équa-
tions dérivées de ’équation

(3) Sz ys2)+ 20 [(z— )+ (r—y) + (z—P—r]=o0.
En remplacant f (x, y, z) par

ar’*+ a'y*+ a"z* + 2byz + 2b'xz + 26" xy
+ 2¢x + 2cy 4+ 2¢"z + d,

les équations dérivées de (3) deviennent

(4) ax + b"y+b'z+c+ i (r—2')=o,
(5) b’z +ady+bz+c'+r(y—y)=o0,
(6) bz + by +a"z2+4+c"+2(z—2') =o.

Pour qu’elles ‘admettent les mémes solutions, il faut
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qu’on ait

(7) et

7 I __0/+)\~ b’ N
a4\ b” b

(8) VT T a0

(o) a+) b b

c—ra’ T I—ny' T "—2\7

Les relations (7) et (8) donnent

'y N4 " /
a—f—)—._—é-}?—, a'+).=é-bé,—, a”-l—-)\:%—?;;
d'ou
LA S A L
b Y b

Ainsi, les coefficients de I'équation générale du second
degré devront satisfaire aux deux conditions
b/bl/ _ bbll , bb’ ”
b b b

—t=— —a'=— —a’,

pour que cette équation représente une surface de révo-
lution.

Quand ces deux conditions seront remplies, en pre-
nant pour la valeur de } I'une quelconque des trois dif-
férences

bb" [ Y
5T e

les équations (7) et (8) seront vérifiées. Qmant aux
équations (9), qui contiennent les trois inconnues
x', y', 2', clles admettent une infinité de solutions diffé-
rentes. On en déduit, en remplacant A par sa valeur,

b be—b"¢" , b b — b"c"
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Ce qui montre que le point (2, y', z') appartient a la
fois aux deux plans
_b be— b b b
TETY—a VTV T w—ay
L’axe de révolution est ainsi déterminé, et il est facile de
reconnaitre que cette droite est perpendiculaire au plan
que chacune des équations (4), (5), (6) représente.
G.




