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SURFACES DU SECOND DEGRÉ, PRORLÈMES;

SOLUTIONS PAR M. VANNSON.

Un ellipsoïde étant rapporté à trois diamètres conju-
gués, on propose de mener par l'origine un rayon qui
soit maximum ou minimum.

L'équation de la surface sera

Appelons A, B, C les angles que font les diamètres deux à
deux et soient

m n c

les équations d'un rayon quelconque. Éliminant .r, y,
entre ces quatre équations, nous aurons

m n p
R R R

R désignant le radical} si nous appelons / la longueur
du rayon, nous aurons

P zr ,x7 -f- j 2 -H z2 -4- 2 x / cos C -f- 2/z cos A 4- 2z.r cos B,

et, remplaçant J1, j " , s par leurs valeurs,

w 2 + n*-\- p2-\- 2. np cos A-h 2/?/H COSB -h 2W/Ï COS C

m2 n2 p1

Pour rendre cette expression maximum ou minimum.
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/», n, p étant trois variables indépendantes, nous égale-
rons à zéro les dérivées prises successivement par rapport
à chacune, ce qui, en divisant les équations ainsi obte-
nues membre à membre, nous donne

m -f- p cos B -h n cos C n -\- m cos C -f- p cos A

= - ,

(')
p •+• n cos A H- /« cos B

Appelant S un quelconque de ces rapports, nous aurons
les trois équations

J -h n cos C -+- p cos B = o,

S\
(2) n ( 1 — — 1 4- p cos A -4- m cos C = o,

S \
1 ) •+• m cos B + « cos A = o.

c," 1
Ces trois équations n'ayant pas de terme indépen-

dant, pour que les rapports —, - soient déterminés , il
faut que le dénominateur commun des trois inconnues
soit nul, ce qui donne, après quelques réductions faciles,

f S3 — S2 (a,2 -h bf -f- r2 )
(3) | -f- S (bf c2 sin2A -f- c2 a? sin2 B -f- a,2 b* sin2C)

( _ j - ^ bj cfl> = o9

en posant, pour simplifier l'écriture,

— D = 1 + 2 cos A cos B cos C — cos2 A — cos2B — cos2 C.

Si on décompose D en facteurs, on trouve aisément

D = \ sin/? sin (p — A) sin (p — B) sin (p — C),
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p étant la demi-somme de (A + B + C). Or si on appelle
V le volume du parallélépipède formé sur a', b\ c \ on a

V = ia' b' c' s]s\npsm(p — A) sin(/? — B) sin(/? — C).

De cette remarque il résulte que le terme tout connu de
l'équation (3) est égal à —Y2, V étant le volume du paral-
lélipipède formé sur les trois diamètres conjugués.

Pour démontrer que les trois racines de l'équation (3)
sont réelles, il n'y a qu'à suivre l'élégante méthode de
discussion développée dans l'analyse de MM. Briot et
Bouquet, page 3o8.

Ainsi on éliminera dans les équations (2) p par sous-
traction, on trouve ainsi

(4)

cos A ( ~ — i ) -h cos B cos C

cos B - - - cos A cos C

r
I
L

cos C ( — — i 1 -h cos A cos B I
V, ! -1

remplaçant dans la première des équations (2) m, /z,

par leurs quantités proportionnelles, 011 trouve

a* cos B cos C b] cos C cos A r2 cos A cos B
(5) cos A cosB cosC

S —a ' S ~ 6 H S ^ ^

après avoir posé

• = r ,

. / cos B cos C \
; = a1 ( 1 1,

' \ cos A /
etc.



Tant que les quantités a, 6, y sont inégales, on dé-
montre que l'équation (5) a ses trois racines réelles et
inégales, et elles sont positives, comme le montre l'équa-
tion (3). Or ces racines ne sont autres que les carrés des
demi-axes. Cela résulte des équations (i), car si on mul-
tiplie les deux termes de chaque fraction respectivement
par m, rc,p, et qu'on divise ensuite la somme des numé-
rateurs par celle des dénominateurs, on trouve S = /2 .
Ainsi, dans le cas où a, 6, y sont des quantités diffé-
rentes, les trois axes sont inégaux. Les équations qui
donnent la direction de ces axes sont, en ayant égard aux
équations (5),

•r cos A (S — a) jcosB(S —6) _ z cos C (S —y)
1? T

Ces équations donneront pour chaque valeur de S une
direction déterminée.

Si a = S, une des valeurs de S égalera a; les équa-
tions (4) donnent dans ce cas p — o, et la dernière des
équations (2) devient

m cos B -h n cos A = o :

ainsi les équations d'un des axes sont

z = o et x cos B H- y cos A = o.

Ainsi, quand 011 a a = ê, un des trois axes est dans le
plan de deux diamètres conjugués, et réciproquement si
dans l'équation a = ë on remplace a et S par leurs valeurs,
elle devient

cos A — cosBcosC\ 7 , /cosB — cos A cosC\
S5Â )=*. ( ^ B )•

Or si on appelle A' le dièdre opposé à la face A dans
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l'angle solide que forment les trois diamètres donnés, on
aura

cosA-—cosBcosC
cos A = . _ . ^ 5

sin B sm G
et

cosB — cos A cos Ccos B' = sin A sin C

valeurs qui, combinées avec l'équation (6), donneront

/sin2A\

sin 2B
cosB'

On voit donc que dans un système de trois diamètres
conjugués, si deux d'entre eux sont dans un même plan
avec un axe, le carré de chacun des deux est proportion-
nel au sinus de deux fois l'angle compris entre les deux
autres, divisé par le cosinus du dièdre opposé à cet
angle.

Quand les trois quantités a, ë, y sont égaies, l'équa-
tion (5) a deux racines égales à a, donc la surface a deux
axes égaux, elle est de révolution, et il n'y a de déter-
miné que la direction du troisième axe, correspondante
à la troisième racine.

Si dans l'équation (3) on examine la somme des racines,
leur produit, etc., on en conclut ces trois relations :

La somme des carrés des diamètres conjugués est
constante ; le volume du parallélipipède construit sur
trois diamètres conjugués est constant-, et enfin dans ce
même parallélipipède, la somme de carrés des faces est
toujours la même pour tous les systèmes de diamètres
conjugués.

PROBLÈME. Une surface du second degré étant



éclairée par des rayons de lumière partant d'un point
(x', y7, z'), trouver F équation delà surface conique for-
mée par les rayons tangents à la surface proposée,

Lemme. Soit <p = o l'équation de la surface-, on sait
que la courbe de séparation d'ombre et de lumière, base
du cône cherché, est plane. Son plan, qui n'est autre que
le plan polaire du point (x', y\ z'), a pour équation

(ë)'1r e P r ^ s e n t a n t ^a dérivée de ap relative à x, dans la-
quelle on a remplacé or, ƒ , z par .r', y' z' \ si dans celte
équation du plan polaire, que nous représenterons, pour
abréger, par <J> = o, nous remplaçons x, y, z par les
lettres accentuées, nous trouverons un résultat égal à (©)',

Cela posé, prenons l'équation générale des surfaces du
second degré passant par la courbe de séparation, son
équation sera

? H- H = o,

1 étant le premier membre de l'équation générale d'un
plan. Ainsi 1 a quatre indéterminées, ce qui montre que
la condition de passer par la courbe donnée tient lieu de
cinq points. Si maintenant on cherche l'intersection des
deux surfaces, on trouve pour deuxième courbe

=r o , cp = o .

Mais cette courbe doit être identique à la première, donc
1 et ^ ne diffèrent que par un facteur numérique, donc
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ce qui donne pour équation de la surface tangente

cp -+- aip = o ;

mais elle doit contenir le point (xf,yf, z'), d'où

<p' -+- a^/J = o,
et

en ayant égard à la relation (i). On a donc pour l'équa-
tion demandée

Il reste à faire voir que cette équation représente bien
la surface d'un cône. Pour cela on peut chercher les coor-
données du centre et remarquer que ces coordonnées vé-
rifient l'équation de la surface. On peut dire encore : si
on joint le point (x'y y', z') à un point D pris sur la
courbe de séparation, cette droite aura trois points com-
muns avec la surface trouvée, le point D étant un point
double ou un point de contact de cette droite avec la sur-
face. Donc cette droite est tout entière dans la surface;
c'est donc une surface conique.

Si on suppose que les rayons de lumière, au lieu de
partir d'un point fixe, soient parallèles à une direction
donnée par les angles a, 6, y, la même équation donnera
le résultat. Pour cela, appelons / la distance du point à
l'origine, nous aurons

Après avoir substitué ces valeurs aux coordonnées, on fera
/ = oo , puis on divisera le tout par /2. Si donc nous
appelons ƒ (a) le groupe des termes du deuxième degré,
après y avoir remplacé *', j ' , z' parles trois cosinus, et
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par <p (a) celle du plan polaire après les mêmes substitu-
tions et abstraction faite du terme indépendant, nous
aurons pour équation de la surface cylindrique demandée

Exemples. Considérons les surfaces du second degré
rapportées à leurs plans principaux

l'équation de la surface du cône sera

( A ^ + A ' / 2 •+- A"z>±. i) (A.r2 4- A'j,2 -h A"*,1 ± i)

= ( A ^ ' + A' y/ -H A"zz' ± i )%

et celle de la surface cylindrique tangente sera

( Ax7 -h A'j2 + A" s1 ± i) ( A cos2a -f- A' cos2 g + A'' cos 7)

= (Ax cos a 4- A!y cos 6 -H A" z cos 7 )2.


