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TRANSFORMATION DES PROPRIETES MÉTRIQUES DES FIGURES ;

PAKM.FAURE,
Capitaine d'artillerie.

PREMIERE PARTIE.
FIGURES PLANES.

Préliminaires.

1. Lorsque des points a, b, c, d,. . ., e, f $e succèdent
sur une droite dans un ordre quelconque, on a toujours
entre ces points la relation

af = ab 4- bc 4- cd.. . -h cf.

On convient de regarder comme positifs les segments
dirigés dans un certain sens, et comme négatifs ceux qui
sont dirigés dans le sens contraire.

2. Nous étendrons ce principe aux aires des triangles.
Si un point mobile parcourt le périmètre d'un triangle,
nous regarderons son aire comme positive lorsque le point
tournera dans un certain sens, et comme négative lors^
qu'il tournera en sens contraire. D'après cela, les trian-
gles abc et acb seraient de signes contraires, et Ton véri-
fiera aisément le théorème suivant :

Si Von joint un point quelconque o, pris dans le plan
d'un triangle abc aux sommets a, b, c, on aura toujours

abc = abo -h bco -\- r«o,

d'où Ton déduira celui-ci : .
Si Ton joint un point quelconque o, pris dans le plan

d'un polygone abcd.. . ef à tons les sommets, on a} pour



Texpi^ession de Faire S de ce polygone

S = abo -f- bco -f- cdo, . . efo -\-fao9

car si l'on suppose que cette relation soit vraie pour
l'aire S' d'un polygone abcd. . . e, qui a un sommet de
moins, on aura

S' = abo -H bco -f- cdo... -4- eao ;

mais le triangle efa donne

efa z= efo -\-fao -f- aeo\

ajoutant ces deux équations membre à membre et obser-
vant que eao et aeo se détruisent, on a la relation indi-
quée; donc, etc.

On établira de la même manière ce théorème : Si les
côtés successifs A, B, C , . . . , E, F d'un polygone sont
coupés par une transversale arbitraire Q, on a, pour
F expression de F aire S de ce polygone,

S = ABO -f- BCO + ..-f-EFO-f-FAO.

Nous indiquons par ABO l'aire du triangle formé par les
trois droites A, B, O, et de même des autres.

3. Nous rappelons que l'aire S d'un triangle dont les
coordonnées des sommets sont (x^y-
est donnée par la relation

?i Xi 3

h y* i

les axes coordonnés sont rectangulaires, ce que nous sup-
poserons toujours.

Cette relation permet A'exprimer Faire d'un triangle au
moyen das équations des cotés de ce triangle. On y ar-
rive directement comme il suit :



Les sommets du triangle étant aux points a,,
soient

«3 y

= o ,

= o,

les équations des côtés respectivement opposés à ces
points, et r8, r3 les distances des sommets <za, as aux côtés
de l'angle ax. On a pour expression de Taire S du triangle

si x et y s o n t ^es coordonnées du sommet #s, on aura
pour déterminer la perpendiculaire rs les trois équations

{ = o ,

l'élimination de x et y donne le déterminant

mx «[

tf2 n2 pi — r2sjm\ + n\

H* W3 p z

d'où, en posant

et de même
4 > , v 2 2

P
: — 9



on a d'ailleurs

sin«, =

d'où

dV dP dY
dpx dp, dp3

nous avons supprimé un double signe.
Comme application de cette formule, on arrive au ré-

sultat suivant, que nous énonçons sous forme de lemme :
LEMME. Si par les extrémités a et b dune droite ab

on mène deux droites ac, bc respectivement parallèles
aux droites imaginaires y = zt ŷ— l &> on détermine un
triangle imaginaire abc, dont Paire S s'obtient par la
relation

CHAPITRE PREMIER.

§ Ie1. — Homographie.

1. Etant donnée une courbe plane F (x\y') = o, si
l'on remplace les coordonnées xr et y' de chaque point
par les valeurs

,. , __ ax-{- by-h-ç f a' x -f- b'y H- c'

on aura l'équation d'une nouvelle courbe 'homographiqiie
à la première. Les relations (1) montrent que les deux
courbes seront du même degré.

Si l'on pose
a" x -\- b" y + ^ = 0,



on aura dans la seconde figure une droite que j'appelle I,
dont les points, correspondront à ceux de la première
situés à l'infini.

Les relations (J) résolues par rapport à x et y donnent
pour ces quantités des valeurs de même forme que celles
de x' et y' \ elles ont pour dénominateur commun le dé-
terminant

x' i
a a' a"
b V b"

De sorte que si Ton égale ce déterminant à zéro, la droite
I', que Ton aura ainsi dans la première figure, correspon-
dra à l'infini de la seconde.

Dans la suite de ce Mémoire, nous ne supposerons con-
nues aucunes des propriétés des figures homographiques,
elles se déduiront de nos relations métriques. Nous indi-
querons seulement le théorème suivant de la géométrie
supérieure.

2. Deux figures homographiques étant placées d%une
manière quelconque, il existe, en général, trois points
qui, considérés comme appartenant à la première figure,
sont eux-mêmes leurs homologues dans la seconde.
Deux de ces points peuvent être imaginaires, /nais le
troisième est toujours réel.

En effet, d'après les relations (i), pour que le point
x\ y' coïncide avec son correspondant .r, yy on doH
avoir

x [a" JC -f- b" y -4- c" ̂  = fl.r+^+ c,

y(a"xH- b"y + c") = a'\r -h b'y -f- c',

de sorte que les points cherchés sont les intersections des.
deux hyperboles représentées par ces équations. Si l'on
remarque quelles ont chacune une asymptote parallèle à



la droite 1, on pourra les considérer comme ayant un
point d'intersection à l'infini sur cette droite, par consé-
quent les trois autres seront, en général, à distance finie,
et l'un d'eux sera nécessairement réel. Ces points sont
nommés points doubles.

3. Notation, Les points d'une figure étant désignés
par les lettres accentuées a', b1r, c1, etc., les points cor-
respondants de la figure homographique seront indiqués
par les mêmes lettres <2, £, c, etc., dépourvues d'accents ;
les lettres grecques correspondantes a, |3, y, etc., expri-
meront les distances des points «, b7 c.. . à une droite
fixe I. Les lettres A', B', C . . . désignant des droites
d'une figure, A, B, C. . . seront les droites correspon-
dantes de la figure homographique.

L'angle de deux droites A et B sera désigné par la no-
tation ordinaire (A, B).

La suite prochainement\


