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PROBLEME -

Trouver le lieu géométrique des centres des sections faites dans un cone du
second ordre par une suite de plans passant tous ou par un méme point
ou par une méme droite;

Par MM. MARQUET er DALICAN,

Candidats a ’Ecole Normale supérieure.

PREMIERE PARTIE.

Voici la méthode générale qu'il faut suivre dans le pre-
mier cas :
Soient

Sz, y,2)=0
I'équation d’une surface du deuxiéme degré;
M=o

I'équation générale du plan passant par le point donné;
cette équation renferme deux paramétres arbitraires. En-
tre ces deux équations, on éliminera une des irois varia-
bles, z par exemple, on aura ainsi une équation entre x
ety,

Sz, y)=o0,

équation de la projection de la courbe d’intersection sur le
plan. Les coordonnées du centre de cette courbe seront



(173)

déterminées par les équations

f;(.l‘, f’):oa
f,,,(xaf’):oa

entre ces deux derniéres équations et I'équation
M=o,

on éliminera les deux paramétres arbitraires, et on aura
une seule équation en x, y et z qui sera celle du lieu
cherché. On voit donc de suite que le lieu cherché est une
surface.

Appliquons cette méthode au cone.

Supposons, pour plus de simplicité, que le sommet du
cone soit a I'origine, et que son équation soit
(rj - Pax?+ Py —P’z' =o.

11 faut au moins qu'un des trois coefficients soit né-
gatif.

Soient (2, y’, z') les coordonnées du point donné; I’é-
quation générale du plan sécant est
(2) a(z—a')+b(y—ry')—(2~72)=o.

Portant la valeur de z dans I'équation (1), on obtient
Péquation

(P—a*P’)a*+ (P’ —b*P") y* —2abP" zy
+ 2P (ax’ + by’ + 2 )ax + 2P" (a2’ + by '+ 2 ) by } = o,
—Pp (axr + byl + zl)z
qui, jointe & I'équation (2), représentela courbe d’'inter-
section. Les équations qui déterminent le centre sont

PII
>

4) &y —y)—ab(z— )+ b+ 5 r=0.

. P
(3) alz—2)—ab(y—y')+as'+5;2=0,
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Eliminant a et b entre les trois équations (2), (3),
(4) , on obtient

Pr?+Py'+P'z2t —Px'z—Pyy+P'zz=o.

Le lieu cherché est donc une surface du second degré
Les coordonnées du centre sont

’
y

X I= -y ==y = —
2 4 2

ce qui indique que ce point est le milieu de la droite qui
joint le point donné au sommet du cone.

Silon prend le centre ponr origine, on obtient

4(Px+ P y'—P"2) =Pz + Py* — P" 22,

I'on a un hyperboloide 2 une nappe ou a deux nappes
selon que le second membre est positif ou négatif I'hy -
perboloide et le cone ont un élément rectiligne commun
ct passant par le centre.

SECONDE PARTIE.

Dans le cas ou le plan sécant passe par unc droite don-
née, la méthode générale est la suivante :

Soient
F(z,y,z)=o0

’équation d’une surface du deuxiéme degré;
r=az+p,
y=bz+ygq

les équations de la droite donnée; 1'équation générale des
plans passant par cette droite est

x—az—p=2Ay—bz—q).

Entre cette équation et celle dela surface, on éliminera
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une des variables, x par exemple, on aura une équation
f(}' y2) =0

qui représentera, conjointement avec I'équation du plan,
la courbe d’intersection. Entre les équations

f’J (.7:5)=07
S (y,z)=o

du centre de la courbe et I'équation du plan, on élimi-
nera l'indéterminée A, on aura un systéme de deux équa-
tions en x, y, z qui seront les équations du lieu; donc
le lieu sera une courbe.

Application au céne.
Soit donc
(1) Pz’ +Py* —P"z22=—o0

P’équation du cone. Eliminant x entre cette question et
celle du plan variable, il vient

(@t+p)+2 (y—bz—q )+ 2)az +p) (r—bz—q)

(2) PP =o.
— —_——2z
*5S TP

Les coordonnées du centre sont données par les équa-
tions

(3)  Wlr—bs—g)+2(as+p)+ my=o,
(Molr—bz—q)—a(y —bz—g) —b(az +p)]

4

( —a(az+p}+T)-z::0;

(4)

d’ou 'on tire
//

P’ P
(8) ra(y— bz—q)+a(az+p)+—P— by—T)-z—:o.
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Eliminant successivement 1 entre 1'équation du plan
variable et I'équation (5), on obtient

/

6)  (s—a—p)ztply—bi—g)y =o,
(7) aPx + bP'y —P"z—=o0.

Ce sont les équations de V'intersection d’une surface du
second ordre par un plan; ainsi le lieu cherché est une
conique plane.

Remarque. 11 resterait maintenant, pour compléter la
question, a examiner ce que devient le lieu dans les cas
particuliers ou la droite passerait par le sommet du cone,
serait une génératrice, etc., mais I'étude de ces cas par-
ticuliers n’offre rien de remarquable.

Note du Rédacteur. La théorie des polaires récipro-
ques (principe de dualité) donne ce théoréme :

Soient donnés : 1° un cbne du second degré; 2° un
point fixe; 3° un plan fixe. Par le point on méne un plan
quelconque qui coupe le cone suivant une conique, et le
plan fixe suivant une droite; le lieu du pdle de cette
droite relativement a la conique est un hyperboloide dont
le centre est dans le plan fixe.

Les deux propriétés énoncées ci-dessus pour le cone
subsistent pour une surface quelconque du second degré;
c’est d'une évidence intuitive pour la sphére; et par les
procédés métamorphiques on passe de la sphére aux autres
surfaces ; toutefois une démonstration générale directe est
a désirer.

Lorsque la droite se transporte a I'infini, on a des sec-
tions paralléles. Cette propriété est dans tous les traités
élémentaires.



