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SOLUTION DE LA QUESTION 303

(voir page 117 ,

Par M. Ervest DE JONQUIERES,

Licutenant de vaisseau (*).

QuEsTION. Etant donnés dans le méme plan, de
grandeur et de position, cing segments ab , cd, gh, ik,
Im , construire une conique qui coupe chaque segment
harmoniquement en a’, b'; ¢’, d'; ete.

Avant de résoudre cette question, proposons-nous la
suivaute qui scra un acheminement naturel vers celle
dont il s’agit.

1°" ProsLEME AuxiLIAIRE. Etant donnés dans le méme
plan quatre points a, {5, v, 3, et un segment fixe gh,
décrire une conique qui passe par les quatre points et
qui coupe gh harmoniguement.

Supposons qu’on ait décrit le faisceau de coniques qui
passent par les quatre points «, 3, 7, ¢; chacune d’elles
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coupera la dioite indéfinie LghL’ cn deux points n, n
qui formeront involution avee les quatre points de ren-
contre des c6tés du quadrilatére «f5yd par la transversale
(Géométiie supérieure, n® 636). Donc les points vaiia-
bles 72, n’ marqueront sur LL' deux divisions homogra-
phiques en involution (n°® 236). Les points doubles e, f"de
ces deux divisions, lesquels sont déterminés au moyen du
quadrilatére 2yd, coupent harmoniquement tous les seg-
ments nn', et par conséquent aussi le segment inconnu
g'l intereepté par la conique cherchée sur la transver-
sale. Réciproquement, ce segment g’ A’ divise harmoni-
quement ¢f ; d'ailleurs, i) faut qu'il divise harmonique-
ment le segment donné gh. Done g’ et &’ sont les points
doubles de Vinvolution déterminée parles deux segments
efy gh (Géoméririe supérieure, n® 193). Il sera facile de
les construire sans tracer aucune cenique. Le probléme

!

est donce résolu, et on voit, de plus, qu’il n'admet
qu'une scule solution.

Actuellement, supposons que les points 7, ¢, au lien
d’éure fixes sur la droite indéfinie qui les joint, s’y meu-
vent en divisant toujours harmoniquement le segment cd
donné sur cette droite. lls y marqueront deux divisions
en involution. Si 'on fait passer par ces points, conju-
gués deux a deux dans chacune de leurs positions succes-
sives, ct par les deux autres points fixes «, 5, la conique
unigue qui divise harmoni juement le segment gk, on
formera un faisceau de coniques qui coupcront la droite
LL’ cn des points g'..., h'... formant deux divisions en
involution dont les points doubles sont g et Z. Or je
démontrerai (ci-apres, afin de ne pas rompre le fil des
idées) (ue des coniques qui ont deux points communs,
et qui, en outre, divisent en involution deux droites
fixes, ont deux autres points communs (réels ou imagi-
naires), et, par conséquent (Géoméirie supérieure,
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n° 743) , divisent en involution une troisi¢me droite quel-
conque. Prenons Z& pour cette troisiéme droite, et soient
e', f'les points doubles des divisions en involution que
les coniques y déterminent (il suffira de deux coniques
d’essai ou de fausse position pour trouver ces points, et
encore ne sera-t-il pas nécessaire de les tracer). Soient ¢/,
k' les deux points qui divisent harmoniquement a la fois
les deux segments ik et e’ f'. Celle des coniques du fais-
ceau qui nous occupe, qui passe par les points ' et ',
jouit de la propriéié de passer par les deux points donnés
a, 3 et de diviser harmoniquement les trois segments
donnés cd, gh, ih. Ceci est une conséquence évidente de
ce qui précéde. Cette conique est unique ; comme dans le
premier probléme , elle est complétement déterminée ct
facile & construire.On a donc une solution de ce nouveau
probléme auxiliaire.

2¢ Prosrime AuxiLiare. Par deux points donnés,
Saire passer une conique qui coupe harmoniquement
trots segments donnés.

Nous avons fait un nouveau pas vers la solution de la
question proposée en éliminant deux points fixes et in-
wroduisant deux segments de plus. Nous allons ¢liminer
les deux autres points et les remplacer par les deux der-
niers segments en suivant la méme marche.

Supposons donc que les points «, 3 se meuvent sur la
droite ab en ne cessant pas de diviser harmoniquement
le segment ab, et, pour chaque position de ces deux
points, supposons qu’on ait décrit la conique qui , pas-
sant par eux, coupe harmoniquement les trois autres seg-
ments cd, gh, ik (2°¢ probleme ci-dessus). On aura formé
ainsi un faisceau de coniques qui marquent, sur chacune
des quatre droites, deux divisions en involution, dont
les points doubles sont respectivement @, b5, d; g, h;
Zy, k. Or je démontrerai plus loin que des coniques qui
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satisfont & une telle condition sont circonscrites au méme
quadrilatére (réel ou imaginaire). Donc (Géométrie su-
périeure, n° 143) une cinquiéme droite quelconque, Zm par
exemple, est divisée par ces courbes en involution.
Soient e”, f" les points doubles de ces divisions et soient
I’, m' les deux points qui divisent harmoniquement 4 la
fois les deux segments e’ " et Im. Celle des coniques du
faisceau en question qui passe par les points?’ et m’,
et il n'y en a encore qu'une, coupera aussi harmonique-
ment les quatre autres segments donnés. Cette conique,
facile a construire, est donc la conique demandée, et la
question 298 est résolue.

1l reste maintenant & donner la démonstration des deux
théorémes sur lesquels je me suis appuyé dans le courant
du discours.

Démonstration du 1°* théoréme auxiliaire. Plu-
sieurs coniques passent par deux points fixes a, b et di-
visent harmoniquement deux droites données CD, GH;
il faut prouver qu’elles sont toutes circonscrites a un
méme quadrilatére abeg. Soient 2, %’ deux de ces coni-
ques, a, b, ¢, ¢ leurs points commuus, et supposons,
s’il est possible, qu'une troisiéme conique £” ne passe
pas par les deux points (réels ou imaginaires) ¢, ¢. Soient
7, 0, les points ou X" coupe la droite CD. Parmi
toutes les coniques du faisceau circonscrit au qua-
drilatére abeg, il en est une, ", qui passe par y et d,
puisque la'droite CD coupe les coniques =, 2/, 2" en six
pointseninvolution (Géom. sup.n°®743),ct que, par hy-
pothése, les points y et d, intersection’de ", sont en in-
volution avec les cuatrc autres. Ainsi les deux coni-
ques 27, " ont déja en commun les quatre points a,
b, y,9. Or le premier probléme auxiliaire (voir sa
conclusion) prouve que par (uatre points donnés on
ne peut mener qu'une scule conique qui coupe harmoni-
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quement un segment gh situé sur une autre droite GH,
c'est-a-dire qui coupe cette droite en deux points faisant
partie de V'involution dont g et & sont les points doubles;
d’ailleurs la conique Z” remplit cette condition de fait,
et la conique X" la remplit par hypothése; donc Z" et "
se confondent et £” est circonscrite au quadrilatére ab eg.
C. Q. F. D.

Démonstration du 2° théoréme. Plusieurs coniques
2,2, & etc., divisent harmoniquement quatre droites
données AB, CD, GH, IK; il s’agit de prouver qu’elles
sont circonscrites au méme quadrilatére. Soient ¢, ¢,
¢/, 9" les points d’intersection des deux premiéres. Par
ces points et par les deux points o, 3, ou Z” rencontre
AB, décrivons une conique L”; elle coupe les trois autres
droites en des points qui sont en involution avec ceux
ou les coupent Z et Z’. Prouvons que Z” sc confond avec
2", Pour cela, soient y et dles points ou Z” coupe la
droite CDjsil'on prouvait que Z” passe par ces deux
points, tout serait démontré, a cause du théoréme pré-
cédent.

Supposons donc, s’il est possible, que £” coupe CD
en deux points 3/, 0’ autres que y et d. Parmi l'infinité
de coniques qui passent par les quatre peintsa, 3,7/,
iln’y ena qu'une (1°* Probléme) qui coupe la droite GH
en deux points qui forment involution avec les quatre
qui s'y trouvent marqués par les coniques Z, X'; cette
conique doit donc étre £"; mais comme il ne reste plus
rien d’arbitraire dans sa délermination, on n’est plus
libre de la faire varicr de maniére a ce que, tout en rem-
plissant les trois conditions déja énoncées , elle puisse
encore satisfaire a celle qu'impose la quatriéme droite IK.
Cette derniére condition ne pourra donc pas, en géneral,
éire remplie par 27, tant que les points 7/, d’ différe-
ront de y et d. Or X7 y satisfait par hypothése; denc
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les points ¢/, d’ coincident avec y et ¢, et £” seconfond avece
Z" qui remplit, de fait, toutes les conditions. Donc le
théoréme est démontré.

La question 298 donne lieucorrélativement a la sui-
vante : :

Question. Etant donnés dans le méme plan de gran-
deur et de position, cing angles, construire une coni-
que dont les tangentes divisent chaque angle harmoni-
quement.

La solution serait évidemment corrélative de la précé-
dente.




