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SUR LA FRACTION CONTINUE
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Par M. F. AMORETTI,
Eléve du Lycée de Versailles (*).

Travaillant sur la fraction continue que I'on doit &
Brounker, pouy représenter =, j’ai été conduit & me de-
) ¥ >
mander ce que pouvait représenter la fraction
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Aprés quelques recherches inutiles, j’ai trouvé dans les
Notes a la Géométrie de Legendre un passage qui se rap-
portait & ma question; je copie textuellement (Note IV,
page 289 de la 14° édition).

« Considérons la suite infinie :

a? 1 a®

a 1
1’(z)_'l_*“;“*_‘l.—z"z(z-i—1)+ 1.2.3'z(z+1)(z+ 2)+""

(*) Lauréat de 1854.
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dont le terme général est

1 a"
1.2.3...n'z’z+|)...(z+n——1).

Si I'on remplace z par z + 1 dans ¢ (z) et qu’on retran-
che, on aura

a a? &
?(z+l)=l+z+l+(z+l)(z+2)+ ’
et e
—?(z+l)+?(z):z(z+l)+z(z+l)(z+2)+""
a a 1 a?
tPMﬁ“’(z-{—l):z(z-+—1)I_th +2+§.(z+2)(z+3)+”']'

» Dans la série entre crochets, onreconnait 9 (z -+ 2),
on a donc

?(Z)—?(Z'i"):;‘(—z:l—)

Divisons par ¢ (z -+ 1), et posons

9 (2 +2).

a.'?——————-(z+,):: 2
z g(2) S (=),
on aura

a
) T m——
S (2) 2+ f(z+1)
Mettant successivement z + 1, z + 2, a la place de z,

et mettant sa valeur pour f (z =+ 1) dans f (z), pour
S (z + 2) dans f(z + 1), etc., on obtient

a
f(3)=—"——
z 4 o
Z41-4 p
24 24—

243
» Posant (*)

a=—z=—1,

(*) Ce dernier alinéa n’est pas dans Legendre. Tw.



on obtient

/(l): . —u.»
I+
24 — |
3-!—4
[Cest ici que commence le travail qui m’est propre. ]
On a .
a T a’
PR +5'(z+r)(z+z)+
z 1 a’
I+ -+ =

—_—
z 2 z(z+41)
faisant z — a == 1,
1 1 ' 1

1
I+~x_.;+;:ll.2.3+1.2.3‘1.2.3TZ+'”

Ty pym
I 2 1.2.3

Il s’agit de sommer les suites des deux termes. Posons

x xt
(1) V)= ”+—+ TR BT Y
Diflérentiant les deux membres,
ady x? z?
2 —_ —_— e
(2) dr I+ + 2‘+x’.2’.3’+

ct divisant membre a2 membre,

x? £
var TNV TR
e
+ - +—+
I 12

On voit maintenant que u n’est autre chose que ce que

devient la fonction = ydo » quandony faitx =15 il nereste

¥
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donc plus qu’a trouver la nature de la fonction ¢, qui se
développe suivant la série (1), ou seulement la nature de
sa dérivée que je désigne par t et qui se développe suivant
la série (2),
' z? 8

xz
=14t —  —— 4....
+1+1*.z-’+1’.2’.3’+

Différentiant les deux membres,

{”—-x x x? x3
+ + + 12.22.3. 4

dr 12 1*.23.3
multipliant par x et différentiant de nouveau,

+...

xdt x? 4+ x 4
—_—=x —_— —_— . ..
dx t s T3 ’

. xdt _ x x? x .
,E%”+ﬁ_—ﬂﬁ?*“m

d’on

12,22

Mais la série du second membre est précisément celle
dont t désigne la somme: par suite, la sommation de cette
séric est rappelée a I'intégration de I’équation du second

ordre,
17l <€£> = tdr.
dx
Faisons
tde = dy,
d’on
_dy Loxde xdly
& Y T e

nous aurons, en substituant,
d*y
dlixr—=|=d
< (1.1’) g

xd?y

{Iv,“:}’—f“/‘;

ct en intégrant,

A désignant la constante arbitraire.
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On donnera une forme plas simple i 'équation en
posant
.. dy __dp
ry+A=p, dou e
et, en substituant,
zd?
(3) L=
dz?

Nous raménerons cette équation au premier ordre en po-
sant p = ef*?*, v étant une autre fonction de x, caron a
dp = e/ . vdx, d'p=dz(pdv+ ¢'pdx),
on trouve, en reportant cette derniére expression dans
P'équation (3) et supprimant le facteur p,

dv

— 4+ ' — "' == 0;

dx
cas particulier deI’équation de Riccati.

Versailles, 24 octobre 1854.

(La Note suivante a été communiquée par M. Herrosic,
chef de l'institution Saint-Louis, 4 Versailles , neveu
et successeur de M. Potin.)

Emile-Michel AmorerTr est né a Moscou, le 1°F juin
1838, de parents piémontais. Son pére naquit a Nice
alors que le Piémont, sous le nom d’Alpes-Maritimes,
appartenait a la France. En 1830, sa famille quitta Nice,
ou elle avait été malheureuse, pour aller chercher for-
tune en Russie.

E. Amoretti dés son enfance aimait I'étude. Son pére
fit un dernier sacrifice et 'amena en France en 1849,
le confia d’abord aux soins de M. Tanquerel, maitre de
pension a Saint-Germain, puis, peu de temps aprés, a
ceux de M. Potin, chef de I'institution Saint-Louis, a
Versailles. Son nouveau maitre reconnutbientdt toutes les



