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SUR [A RESOLUTION DES EQUATIONS TRANSCENDANTES

( voir page 304 ).

Méthode de M. Stern.

Ia méthode des séries, employée par Euler, Lagrange
ct M. Cauchy, est sujettc 4 de graves inconvémients. Il
vy ad’abord la difficulté de reconnaitre la continuité et la
convergence, de reconnaitre si I'on s’approche par excés
ou par défaut, et, lorsqu’il existe plusieurs racines réelles,
il est difficile de distinguer les séries correspondantes aux
diverses racines, les équations peuvent avoir une infi-
nité de racines, et, pour les racines imaginaires, une
premiére approximation est déja pénible a obtenir. C’est
ce qui a engagé I’Académie des Sciences de Copenhague
a proposer en 1837 la question : De @quationum trans-
cendentium radicibus indagandis. M. le D" Stern, cé-
lébre analyste qui habite Gottingue et qui y cultive la
science pour elle-méme, a remporté le prix (*). Nous
allons essayer de donner une idée de I'ouvrage couronné.

La racined’une équation, soit algébrique, soit trans-
cendante, cst une quantité qui, substituée a la place de
I'inconnue x, la réduit a zéro; dans une équation algé-
brique qui a pour facteur x — o, on est autorisé a en
conclure que « est une racine; il n’en est pas ainsi dans
une équation transcendante. Si I'on a

fir)=(x—=)F(z)=o,

*) Venn a Paris pour voir 'Exposition.



posagt

F (x) peut devenir infini. Par exemple, soit
tang x = sinx sécxr = o,

on peut poser
sinx = o
et ensuile

sécr=—0;
les racines de l'équation
sin.r = 0O

annulent aussi tangx = o. En effet on a

. z? x? \ [ x?
sSiney — & (l —;) (\l _— Z;‘;l) (\l—— S—);)-"
{voir les Tables de Callet).
* Ainsi

X =0, T =T, L= 2TWy0 .y

et ces racines donnent

sécxr = 0;
donc, dans ce cas,

tang.r = o0}
mais les racines de séc x == o sont évidemment imaginai-
res. Posons donc
r=y 4 z,
alors -

T, . .
cos e == (¢* 4+ €7F)cosy — —i (¢ —e~F)siny,

1
2 2
. r, oy e I, \
sing = — (¢* + ¢77) siny + ;l(("———(’_’/(‘{)SJ .
2 3

»~
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On doit avoir, séc r étant nul,

-
COSTr =00
donc
z2=—Q,
et, par conséquent,
sinr =0 .
Ainsi, en posant
sécx = o0,

sinz devient infini et tangx n’est pas nul; en effet, on
trouve alors

tangz = 1.

Par conséquent, I'annulation d’un des facteurs n’annule
pas le produit.

L’auteur fonde sa méthode sur ces trois théorémes :
1. Tatorime. L'équation

fle)=0o

étant donnée, substituant successivement x,,%, & la place
de x, siles valeurs de f(x,), f(x,) sont de signes op-
posés, il existe une ou plusieurs racines de Uéquation
entre X, et X, s'il n'existe aucune racine entre x, et x,,
les valeurs def (x,), f(x,) sont de méme signe.

Observation. Bien entendu que f(x) est continue
entre x, et x,.

II. Tutorkme. Sila fonction f (x) et toutes ses dérivées
restent continues entre X et X + a, on aura

Slz+a)y=fc +af (z, x +a),
Sz +a)::f.z+af’x+éa’f”(x,:‘+ a),
Sz + a) .—:f(x)+aj’(x)+éa’f”(x)-l—--zl.—?.f”’(x,.r-}—n),

ol (x, X+ a) représentent des quantités renfermées
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entre x et X + a, qui ne sont pas les mémes dans chaque
équation (Moteno, Calcul différenticl, p. 34).

III. TutorimE pE Fourier. M. Ossian Bonnet en a
donné une démonstration trés-simple ( Nouvelles Anna-
les, tome IIT, page 119);prappelons seulement I'énoncé
du théoréme. .

Soient f (x) une fonction algébrique quelconque de de-
grém, eta, 3 deux nombres et 3 > o écrivons les deux
suites

(2) SO a)y SO (@), SR (a)e s fa),
(B) SO1(8) SO () SOB) s F(B).

Les exposants indiquent des dzrivations; les deux sui-
tes peuvent présenter le méme nombre de variations,
mais dans aucun cas la suite () n’a plus de variations que
la suite (). Lorsque la suite (#) a moins de variations,
le nombre de racines réelles de 1'équation comprises
entre « et (3 ne peut jamais dépasser le nombre de varia-
tions perdues. Les pertes de variations proviennent:
1° de ce que des valeurs intermédiaires entre o et 3 an-
nulent f(x); 2° ou bien de ce que ces valeurs intermé-
diaires annulent une ou plusieurs des fonctions dérivées ,
et, dans ce cas, les variations disparaissent par couples
et indiquent Pexistence de racines imaginaires dans 1’é-
(fuation

Sflx) =o.

Le nombre de variations perdues pouvant tenir a I'une
ou 4 V'autre de ces deux circonstances , on ne peut savoir,
comme par le théoréme de,s‘M. Sturm, le nombre juste
des racines comprises, on a seulement une limite; mais,
lorsque par la nature des fonctions dérivées on sait
qu'une d’elles s’annule, alors le nombre de variations per-
dues indique le nombre de racines réelles renfermées

25.
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entre o ct 5, et, en géndral, lorsque le nombre des varia-
tions perducs est zmpair, il existe au moins une racine
réelle entre « et (3.

Dans les fonctions algébriques, /™) est toujours unc
constante el c’est a cette parti.cularité qu’on doit de pou-
voir compter le nombre de variations dans chaque suite
(e) et (£) qui ne contiennent au plus chacune que m ter-
mes; mais dans les fonctions transcendantes on peut
continuer les différentiations indéfiniment et il n’y a
plus licu au théoréme de Fourier. Pour remédier & cet
inconvénient, et c’est 1a le point fondamental de la mé-
thode, M. Stern adopte pour f) uhe dérivée qui jouisse
de la propriété qu'entr@ o ct 5 elle ne change jamais de
signe; ¢’cst-a-dire que dans cet intervalle 'équation

S mar=o0

n’a aucune racine, ct il démontre qu’alors les suites (« |
ct (B) jouissent des mémes propriéiés que pour les équa-
tions algébriques, par des raisonnements analogues a
ceux que l'on fait pour ce genre d’équations. Il nomme
dérivée déterminante celle qui remplit cette condition, et
nombres déterminants les nombres o et 5, ct, pour évi-
ter la longueur des caleuls, il choisit & et 8 de telle sorte,
que m ne dépasse pas deur et qu'il 1’y ait qu'une seule
racine comprise, ct qu'aucune racine des équations
f"(.z’) =o0, /7{ L): o

ne soit comprise entre ces nombres. Il est toujours pos-
sible d'avoir des limites si resserrées tant que f' (x) et
S"(x) nont pas de facteurs €ommuns; dans ce dernier
cas, il faut chercher ce facteur et le mettre de coté. Ces
limites étant trouvées, on cherche laquelle de ces limites
substituée a la place des x dansf(x) et f”(x) donne
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A M b 9 . .
méme signg. C'est ce que P'autenr nomme la limite
extréme. Si c’est o, alors on aura pour nouvelle limite

c @) . ..
unc autre plus rapprochée o —+ pr—,(—)); si f3 est la limite
a

S8

S(B)
tinue de méme avec ces nouvelles limites. Lorsque les

deux limites ne différent plus que d’unc unité décimale,
on peut aller plus vite. Soit .

extréme, [ sera une nouvelle limite; et on con-

i
! (X8

5 — 7:‘*{»L\':

vndivise la plus grande des deux valeurs /" aetf” 5 parla |
’
. L1
plus petite des deux valeurs 2 /7 (7)), 2.f/ (8) et soit (w )
10

I'unité décimale immeédiatement plus grande que ce quo-
tient; si n est plus petit que 1 — A, on resserre les li-
mites jusqu’a ce qu’on ait

K= 1—/4 on n>-t— 4

Wors, sifest la limite extrémg, on développe le quo-

(5
VAR
mente le dernier chiffre du quotient d'une unité ct on
lajoute, ainsi augmenté, & 5, si f(L) et f' (£) sont de si-
sues .ﬁlffu‘cnts, ou bien on retranche de §, si f([2) et
j (5) ont méme signe. La nouvelle valeur approchée '
peut étre au-dessus ou au-dessous de la valeur de la ra-
c¢ine; de quoi I'on peut s’assurer en substituant 8’ a la
place de x dans f (x): en tout cas, 3’ différe de x d'une

\ S
., . P\ k¥ ..
(uantité moindrc que <——) - ‘Augmentant ou dimi-
10

tient Jusqu’a la décimale ordre 27+ k; on aug-

nuam la derniére figure décimale de [/ d’une unité, selon
que 3" est plus grand ou moindre que la racine, on aura
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de nouvelles limites ; et procédant avec celles-ci comme
avec les précédentes, on parvient a des résdltats exacts
jusqu'a la 2n + k, 4n + 3k, 8n + 7k figure décimale.

Les applications suivantes éclairciront ce que 'exposé
peut présenter d’obscur (*).

Il y a donc trois points essentiels qu'il faut avoir tou-
jours présents dans 'application de cette méthode : 1° la
recherche de la fonction déterminante ; 2° la recherche
des nombres k et n; 3° resserrer les limites jusqu’a ce
que 'on ait '

1" Exemple :
z loge — 100 =0
(Euler, Institut, 1. 11, § 243); il s’agit de logarithmes
hyperboliques.
1

S (z)= o S'(z)=1+logz, f(r)=xlogz— 100;

3 et 4 sont des nombres déterminants; car f”(x) ne
change pas de signe dans cet intervalle. ’

S S (=) S

+ o+
(3) és 2,098, 0,3093,

+ + + .
(4) %, 2,386, 0,940.... S

Ainsi la racine est entre 3 et 4.

b= ()

(*) On en donnera plus tard la démonstration piutét longue que diffi-
cile et qui aurait trop allongé cet article.
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donc i T e
#,, = (5'.“’iw

%est la plus grande des valeurs de f" (x), 5,196 est la

plus petite des valeurs de 2 f (x) ; donc

&

W[ =

5—’—19—620,07.. N

on a
‘ 1
(;3) >>0,07;

k=1 e n=1—2A4A.

donc

Ainsi la condition est remplie. La limite extréme est 4,
car cette limite donne méme signe a 7 (x) et f(x)

»-i(_pj__o’f)-io,
S (BT 2,386

et comme 27 + k== 1, il suffit de pousser la division
jusqu’a la premiére décimale (voir p. 389).
Ainsi
fj;—-gg) = 0,3;
augmentant cette décimale d’une unité, on a, pour pre-
miére valeur approchée,

4_ 014: 376;

~

on retranche parce que f(£) et f' () ont méme signe

"
3, eStKM j

est comprise entre

donc 3,6 est trop grand et la racine
b et 3,6; or

%
¥ 3,6 —3,5=2"1,
10



)
donc . L -
a .

ona encore k=1 et

n>1—h, 2n4+k=3.

11 faut dong pousser le quotiemff,((3 63 jusqu’a la troi-
siéme décimale et I'on obtient
£(3,6) _
Ve 0,002}

ainsi la seconde limite est
3,6 — 0,003 = 3,597,

approchéeé un milliéme prés. f(3,597) est négatif, la
racine est donc comprise entre 3,597 et 3,598; or 3 1598
est la limite extréme:

7£(3,508) 0,00163032
F7(3,598) ~ 2;98037813’

or
fn+3h=1;

il faut pousser jusqu’a la septiéme décimale, donc

3,598
}{:(( 3 ))...0 0007149;

ainsi la troisiéme valeur approchée est

3,598 — 0,000715 :%7285

N A
Wiy e 3

AR
. I
exacte a (—]0> pres; de sorte que la racine est entre

3,5972850 et 3,5972851. Ealer trouve 3, 097.23‘3%
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X — C0Sa =0

2¢ Exemple :

(Euler, Introduction, livre 11, § 531); il est évident que
cette équatiogj;jk n’a qu’yne seule racine réelle.

S"(x)=cosx, f'(xz)=1+sinz, f(x)=x—cosz,
depuis x == 0 jusqu'a x = go degrés, cosx conserve le

méme signe; donc f’ () peut étre prise pour fonction
déterminante;

0 —C0$0 =— 1, QoO°— c0sQo° == + go°

done il y a une racine entre o et go degrés; des limites
plus resserrées donnent

S(=), S, S,

+ + —
(057), 0,764, 1,644, 0,064,
-+ + +
(0,8, 0,696, 1,717, 0,103,
°0 774 _ .
20,645 = 07
donc
k=o,
/e
car (73) > 0,2,
n=1, n=1—k.
) f(0,8) 0,103

} S7(0,8) T 1,717
(0,8 est la limite extréme). Il faut pousser jusqu’a la
seconde décimale, car
. on+ k=2,
donc
0,103

=0,00;
7t

1,7
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premiére valeur approchée
0,8— 0,07 =0,73.

S (0,73) est négatif; ainsi la racine est comprise entre
0,73 et 0,74. &

;((77’,44)) = 0’10,0617543l = 0,0009 (car f7 + k=4);

seconde valeur approchée
0,74 — 0,001 = 0,739.
S(0,739) est négatif; la racine est entre 0,739 et
0,7391.
S(0,7391) __ 0,000024887
S (0,7391) —  1,67362
(car 82 + k = 8);

= 0,00001487

troisiéme approximation
0,7391 — 0,00001488 = 0,73908512,

cxacte jusqu'a la huitiéme décimale. Euler trouve
0,7390847.

La suite prochainement.




