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THEORIE ANALYTIQUE DU GYROSCOPE DE M. L. FOUCAULT;
Par M. YVON VILLARCEAU (*).

"1.

1.LorsqueceMémoire a été écrit, la théorie du gyroscope
avait déjaététraitée par M. Quet, et les résultats des recher-
ches de ce physicien avaient é1é publiés dans les Compres
rendus des séances de I’ Académie des Sciences (1. XXXV,
pages 686 et suivantes). Cette publication avait échappé
a M. Yvon Villarceau, dont Pattention avait été détour-
née par d’autres préoccupations. Il hésita d’abord a li-
vrer son manuscrit au rédacteur des Nouvelles Annales;
mais ayant obténu lesintégrales rigoureuses des équations
principa‘fé% du probléme, alors que M. Quet n’avait pré-
senté que des solutions suffisamment approchées, et pré-
sumant, d’ailleurs, que le travail de ce savant pourrait
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(f) Ce Mémoi "4t 616’ remis p;r M.Yvon Villarceau le 14f février 1853.
Laspuublication de'son quyrage sur 'Etablissement des Aiches de pont et
les changements survenus dauns ses fonctions i 1'Observatoire de Paris ont
empéché jusqu’ici M. Yvon Villareeau de surveiller 'impression du Me-
moire hetuel. 0. 1v
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) v en équation (*), M. Y¥oi il-
larceau s'est décidé a r un travail ¢ qu gl ponuﬂ@rea,.
comme offrant plut6t @ intéressants exercices de mécani-
que, que des moyens sérieux de remplacer les détermtha-
tions astronomiques par des expériences faites a I'aide
du gyroscope.

La solution du probléme des latitudes et des azimuts
a l’aide de l'instrument de M. L. Foucault est‘étudiée
dans ce Mémoire; mais l'auteur insiste pour que 'on
n’envisage ses recherches que comme de purs exercices
de mécanique.

La théorie du gyroscope a pu étre foridée sur les théo-
rémes qui concernent les forces apparentes dans les mou-
vements relatifs; mais ces théorémes n’étant pas encore
trés-généralement répandus, malgré les travaux des géo-
métres et des mécaniciens, 'auteur a préféré baser ses
recherches sur la considération des mouvements absolus.

différer du sien par’

2. Le gyroscope consiste principalement en un anneau
A’ (fig. 1) mobile autour d’un axe fixe Qz, (*¥) et dans
Pintérieur duquel un solide de révolution A tourne autour
de son axe de figure O z,, lequel est entrainé dans le
mouvement de 'anneau. Le solide de révolution est un
tore dans I'appareil de M. Foucault, et I'axe de figure y
est perpendiculaire a I'axe de ’'anneau. Nous regarderons
le solide de révolution comme ayant une figure quelcon-
que et étant incliné sur I’axe de I’anneau d’un angle quel-

(*) La publication faite depuis par M. Quet dans le Journal de M. Liou-
ville a pleinement confirmé cette prévision.

(**)Ladisposition physique de I’axede rotation Oz'; , dﬁas l’appareil de
M. L. Foucault, n’est pas celle que nous donnons dans Ma figure. Nous
supposonsici que Panneau tourne autour de deux tourillons cylmdnques
attendu que cette forme de tourillons est la seule qui se préte us@ment
au calcul des frottements. '
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conque . Seulement, pour abréger, nous lui co%
rons la dénomination de tore. ®

PR

Fic 1.

Nous admettrons que les centres de gravité du tore et
de ’'anneau coincident en un point O, et quel’axe de figure
du tore et 'axe de rotation de {’anneau se coupent en ce
méme point. Nous admettrons encore que ce dernier axe
soit un axe principal de 'anneau. Quant a I’axe de figure
du tore, nous établirons une pareille condition, qui sgra
nécessairemant remplie si la densité du tore est uni-
forme.

Rappelons enfin une convention relative au sens posi-
tif des vitesses de rotation et des moments. D’aprés la
théorie des projections, la droite autour de laquelle s’ef-
fectue un mouvement de rotation réel ou virtuel d'un
corps solide, et la droite a laquelle se rapportent les mo-
ments des forces, présentent chacune deux sens ou cotés
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distincts. L'un des cdiés en particulier est pris pour le
sens positif de I'axe de rotation ou des moments, on P'ap-
pelle alors axe de rotation ou axe des moments: ce
cbté reste arbitraire tant que le sens positif des rota-
tions ou des moments n’est pas défini ; il -est déterminé
dans le cas contraire. Faisons coincider 'un des trois axes
rectangulaires x , y, z avec un axe de rotation; la rota-
tion réelle ou virtuelle autour de cet axe sera positive,
lorsque le mouvement projeté sur le plan des deux autres
axes sera celui dey vers z, de z vers x ou de x vers y,
c’est-a-dire aura lieu dans 'ordre alphabétique des trois
lettres x, y et z, supposées rangées circulairement. Réci-
proquement , 'aXe d’une rotation ou d’'un moment étant
supposé connu, pour trouver le sens positif de la rota-
tion ou du moment autour de cet axe, il faudra amener
I'un des trois axes x, y, z & coincider avec I’axe donné, en
ayantle soin de ne pas permuter les deux autres, et recon-
naitre Pordre alphabétique de ces derniers. Le sens posi-
tif de la rotation ou du moment sera celui que déterminc
Pordre alphabétique ainsi reconnu.

3. Ceci posé, du point O comme centre, décrivons une
sphére, et menons par ce point un plan dedirection fixe qui
coupelasphéresuivantlegrand cercle NN'xy ( fig 2). Me-
nons dans ce plan deux axes rectangulaires x et y, et per-
pendiculairement unaxe z. Pour fixer les idées, notre plan
fixesera paralléle au plan de I'équateur terresire, que nous
supposerons immobile pendant toute la durée des expé-
riences. Les points x, y, z, ou ces axes percent la sphére,
seront: I'un le point vernal, le second plus avancé de
9o degrés dans le sens de la rotation de la Terre; le troi-
sieme sera le pole boréal. Supposons maintenant que l'on
ait fait choix de ceux des cotés des axes de rotation de
I'anneau et du tore que I’on regardera comme positifs, et
qu’on les prenne pour axes mobiles z, et z,; nous méne-
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rons dansles plans de leurséquateurs deux autresaxes rec-

Fic 2.

tangulaires mobiles que nous désignerons parx, , y, et &',
7'.-Seulement, nous insisteronssur ce que 'ordre alphabe-
lique soit celul des axes fixes x, y, z. En d’autres terfes,
ces trois systémes d’axes, étant superposés convenable-

ment, doivent permettre la coincidence des cotés de
méme denommauon on pourra vérifier dans un instant
que geite condition est remplie.

Ee plan de¥Féquateur du torecoupe desplan de I'équa-
teur terrestre en un point N distant de I'axe des x d'un
angle Nx = ¢ compté de x en sens contraire du mouwc-
mme la Terre, et faitavécie plan des xy un angle 8
au-dessous de ce plan; nous désignons par ¢ la dlstance
de V'axe x, au point N, angle qiti se trouve compté de N,
dans le sens de x a y, lorsque 8 est aigu; 'angle Ny, est
90" + @, 1] s’ensuit que le point N correspond au noeud
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descefidant de Péquateur du tore sur I’équateur terrestre,
Le péle de I'équateur du tore est en z, et fait avec I'axe
des z un angle qui est précisément I'angle 6. Cet angle est
compris entre zéro et deux droits, tandis que les angles ¢
et @ n’ont pas de limites.

Les mémes lettres accompagnées d’un accent désignent
les mémes choses relativement a 'anneau. De la fixité re-
lative de I'axe de I'anneau, il résulte que la distance po-

laire zz'| = 0/ est constante. Le plan qui joint les poles z
et z/»est emi'a’iné dans le mouvemertt dlurne- I'angle

N\
diédre xez| est 'ascension droite AR de 1 axe 2, del'an-
neau. En de51gnant par w la vitesse angulaire de la Terre
etdt I'élément du temps , on a ~
dm
(1) ) > =

dt

Les poles z, et 2z, dont la distance constante est 7,
déterminent un plan que nbus nommerons, pour abréger,
plan de U'anneau. Par analogie, nous appellerons plan
horaire, le plan qui passe par axe de I'anneau et I'axe
terrestre. Le plan de I'anneau fait avec le plan horaire un
angle y qui est compté, a partir du dernier, dans le sens
du mouvement de la Terre. Cet angle y suffit évidem-
ment pour déterminer la position de I’anneau: Nous fixe-
rons 'axe y' dgns le plan de I'anneau et du cdté opposé a
Pangle n & pal‘tu' de z3 laxe x', sera perpendiculaire a
ce dermer plan et en arriére dey’, (fig 2) d’un angle
droit, dans le plan de I'équateur de 'anneau.

Il reste a fixer la position du tore relativement 3’an-
neau. A cet effet, prolongeons le plan de 'anneau jus-
qu’a sa rencontre en M avec 'équateur du tore : nous.dé-

. /\ . , e qe
signerons par « I'angle Mz,x, que fait le méridien du
tore qui contient I'axe x; avec le prolongement z, M du



( 349 )
plan de I'anneau, compté:d, partir de celui~ci dans le
sens du mouvement terrestre.

L’angle y qui détermine la situation de’anneau et I’an-
gle @ qui fize celle du tore relativement & I’anneau sont
les quantités qu’il s’agit d’exprimer en fonction du
temps. . .

4. Etablissons maintenant les relations de position des
axes mobiles entre eux.

x|, étant le polede Mz, 2z, 'arc qui joindrait z, et x

. . . . . /\, o
lui est perpendiculaire; il vient donc x,z,y, = go°—«,
d’ou
(2) cos(z,, z\) =sina.
Joignons x, et ', (¥); le triangle x,z,y',, ou I'angle en z,
est 180° — «, donnera, a cause de z,y, = go°® + 7, ’
(3) cos (z,, ') = — cosncosa;
le triangle x, z, 2, donnera de méme
(4) cos (z,, Z,) = — sinn cos a. -
Forgons le triangle «, z, y,;'angle en %, sera «, et il
viendra
(5) cos (y:, #,) = cosa:
on aura, par le triangle y,z,y, o l'angle en z, est
90°— a,

(6) cos (7., y,) = cosnsine,

puis, dans le triangle y,z,z,, ot I'angle en z, est en-
core 9o°® — a, .
(7) cos (1, 2, ) =sinnsina.

&
(¥) Pour ne pas trpp compliquer la figure, on n'y a pas opéré cette
jonction, ni d’autres qui sont indiquées plus loin ; mais le lecteur ¥
suppléera aisément par la pensée.
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On a d’ailleurs directement :
&cos(z., Z)=o,
(8)° ?:os(z.,y'.)::—sinn,
Q cos (z,, Z,) = -+ cos».
Considérons le triangle Nzz,; lesarcs Nz, Nz, étant
de go degrés, les angles en z et z, sont pareillement

droits; il en résulte Nzx + xzz, = g0°, ou bien, en
désignant par f3 I'angle z,z2 ,
(8 bis) Y+ R — p=go°.
A cause que P'angle en z, dans le méme triangle estdroit,
. . , S N
ilvient,endésignant pare 'angle zz, 2’ ,¢ +N z,M = go°,
ou
(9) ¢ — a=go® — .

Le triangle N’ zz',, pareillement birectangle ,donne d’a-
bord

(10) Y = go° — R,

) N TN
puis ensuite y 3 M2, N'=go0°; mais M2\ N =go° -9 %',
il en résulte
{t1) =9

La valeur de ¢ tirée de I’équation (8 bis)

(12) Yy=g0°— R+ B,
comparée a celle de ¢, donne d’ailleurs
(13) b— =B

A ces relations nous joindrons immédiatement quel-
ques-unes de celles que fournit le triangle zz, z',. Par
la proportionnalité des sinus, on a d’abord

sin B sin 0 == sinz sin
(14) ESm T S
sin ¢’ siny = sin 6 sine.
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Les équgtions qui donnent le cosinus de I'un des angles en

fonction des sinus et cosinus des cotés peuvent s’écrire
R L -
e cosn cos 8’ + sinn sinb’ cosy = cos0,

(15) €087 cos  —+ sinx sinf, coss = cos@’,
cos9'cos 6 + sind’sin6 cosB = cosn.

g

% . < %
Deux des formules inverses sont

6 — COS¢y cos¢ ~+ siny sine cosn = cos §,
1 . N

(16) — cosf cosy -+ sinB siny cos#’ = cose.

Enfin il existe une relation peu en usage et qui sert a
démontrer ‘la formule /désignée-quelquefois par formule
des cotangentes. Voici les relations qu’elle fournit :

sin6’ cos B —+ sinx cosf cose = cosxsin 6,
(17) sin6’ cosy -+ sin6 cosy coss == cos 0 sinxn,
sinf cese —+ sin6’cosn cosy = cos®’ sinx.

5. Dans les conditions du probléme actuel, les équa-
tions différentielles du mouvement d’'un corps solide au-
tour de son centre de gravité, quel que soit d'ailleurs le
mouvement de translation de celui-ci, sont

dt
dq
18 YU_(c— —
(18) Bdt (C—A)mp =Q,
e _(a—mypy=r ‘
dr Pq = I "
. . dy de
p::smd»sme-;{—t—cosqb %’
. dY . de
(19) q:cos‘bsmez + sin® T’
do dy
—[————COSQE,
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A, B, C désignant les moments d'inertie auiour des
axes principaux des x,, y;, z, qui se coupent au centre
de gravité;p, ¢, r les composantes de la vitesse anighlaire
de rotation par rapport aux mémes axes; et i’, Q, Rles
moments des forces extérieures par rapport a ces mémes
axes. .

Mouvement di*ore. Le toré étant de révolution au-
tour de l'axe des z,, les moments d’inertie autour des
deux autres axes sont égaux; on a ainsi

(20) B=A. )

Quant aux moments des forces qui le sollicitent, on
observera d’abord que la pesanteur doit étre éliminée,
puisque la force qui en résulte passe par le centre des
moments. Le tore recoit de 'anneau des actions dont
nous désignerons par ¢ le moment résultant. Si nous né-
gligeons le frottement et que nous admettions une par-
faite symétrie autour de I'axe du tore, il s’ensuivra que
les actions exercées parallélement a 1’axe sur les pivots
se réduiront a une force dont la direction passe par I'axe
de figure et ne donne lieu 4 aucun moment. En négligeant
aussi la résistance de I'air, il restera des actions normales
aux surfaces des tourillons; et la direction de ces forces
passera par 'axe de figure. L’axe du moment résultant
w est donc situé dans le plan de I'équateur du tore. Soit A
Pangle de cet axe avec I'axe des x,, compté dans le sens
de x; a y,,il viendra ‘

P == pcos],
(21) Q = psin},
R =pcos(p, 2,) = o.
Cette derniére valeur jointe 4 la relation (20) réduit la
troisiéme équation (18) a .
dr .
217 = 0;
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d’onr, en désignant par r une constante,
(22) r=n,

En vertu de ce qui vient d’étre établi, les deux premie-
res équations (18) deviennent

dp L
4 ¢ sAgﬁ-%—A)nqzycosk,
‘ $
(23) LA

dg .
( A ;;—(C——A)np‘_ysm).

Mouvement de I'anneau. Les équations de ce mouve-
ment s’écriront en ajoutant un accent a toutes les quan-
tités qui entrent dans les équations (18) et (19), & I'excep-
tion du temps z. On pourrait établir la condition d’égalité
des moments d’inertie B’ et C’[ fig. 1]; maisil n'en
résulterait pas de réduction sensible dans I’équation fi-
nale. D’ailleurs il pourra arriver que la nécessité d’an-
nexer quelques masses lorsqu’il s’agira de réaliser 'appa-
reil, conduise 4 des moments B’ et C’ inégaux. Nous au-
rons d’abord "

d), 7 ald
A’TZ——(B —C) g =P,
d /
(24> B/__(;]_t _ (CI__AI)r’p/ =QI’
’ C’%——(A’——B')p’q’:l{’;

puis, & cause de 8’ = constante, les équations (19) don-
neront

’
p' = sin®’ sinb’ =’
. s g AV
g’ = cosd’'sind 7l
_rld" dy’

e cos O .

de
Ann de Mathémat., t. XIV. (Septembre 1855 ) 23

r
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Mais, en vertu de (10} et (1), il vient

(25) -‘-I—‘-I‘—Iz-—-m,

T,
il s’ensuit "
P = — wsin® siny, B
(26) g9’ = — wsin® cosy,
] ,
r :—d—l ~+ wcosb;
on en tire
@ __ - ¥
= — wsind cosy =
dq’ sy dy
{27} -(}t—--—-l—msm& siny —»
dr’ _dy
T de? " 2

Enfin, les moments des forces que recoit I'anneau sont :
1° ceux des forces égales et opposées a celles qu’il exerce
sur le tore; 2° les moments des forces que les supports
exercent sur 'axe de I'anneau lui-méme. Nous trouve-
rons, en raisonnant comme tout 3 Pheure, que ces der-
niers se réduisent & un moment u’, dont I'axe est:gitué
dans le plan de P'équateur de 'anneau et fait un angle ¥
avec I'axe des a', compté de celui-ci vers 5. Il vient
denc -

P = —Pcos(z,&,)— Qcos(y, 7,)+ p cos),
Q = —Pecos(z,, y,) — Qcos(y,,f,) -+ p/sin¥,
R’ = — Pcos (x, z,) — Qcos(y,z,),

ou, en vertu des relations (2) 4 (8) et ayant égard aux
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valeursde P etde Q, o
P’ = — p.cos)sina -ﬂu’ﬁﬁzﬂnk coso -+ ' cos)’,

Q' = + p cos)cosa cosn— p.sin X sinx cosy -+ p' sin ¥,
. . s
R’ = -+ p gq¥ cosa sinn- “ frsin ) sin « sin y,

&

" dat
Substituant ces valeurs et les précédentes ( 26) et (27)
dans les équations (24), il vient

d . 49
—Awsind’cosy d—;’-i-(B'—C’ Jwsing’cosy ( d—;’ -+ mcosO') =—psin(a+ 1)+}4'cos}' ,
Codypty e L (d
+B'osinb’siny %ﬁ(@%ﬁmsmo’mny (d-%-a—wcose’) ==pcosncos(a—+\)+p'sin)’ ,

SIAL I P

(28) +C dt? — (A’ — B) w?sin® ¢’ six;y cosy == p sinn cos (a + 1),

Les deux premiéres de ces équations peuvent s’écrire

d
s B+C—A)SLf .
g’ sin)' = wsinf sm-y‘ ( ‘;; A),dt = €O8n €os (@ —+ )),
29) + (C'—= A’)wcos®’ .
\

w dy "
WF L B —Cr—A') .
Iy cos)’r.«.ssmo’cosyg ( CrA )dt $+y.sm(a+)\).
4 (B —C) wcost

“

Elles serviront & déterngiper ¢’ et X' lorsque tout ce qui
se rapporte au mouvemerit du tore sera connu.

6. Mouvement du systéme des dewx corps. Multiplions
la premiére équation (23) par cosa, la deuxiéme par

sina et retranchons, il viendra
d. .
d, . .
(30) A(Cosa d—f; sine %) =+ (C—A)n(gcosa+ psina) = p cos (« + 1);
on aurait semblablement

(31) A(sina ill-ﬁ—l-k;;gsa;q—) +(C— A) 7 (g sina — pcosa) == p sin (x4
t t &
Ces équations seraient propres & donner p et o —+ A
en fonction des autres quantités supposées connues. La
. 23.
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premiére pourrait aussi nous servir a former I'équation
principale du probléme. Piszeffet, 'éguation (30) étant
muluphee par sinn et retranchée de lequatlon (28),il

vient "’
!‘u P
dly . .
(Y—dt—z — (A’ — B') w?sin® 0’ siny cosy
d d
(32) - A siny sit'e 1 — cosa 2L
dt dr

— (C— A)sinnr(gcosa +gsin,ez) =o.

TelleestI'équation qu’il s’agirait de tralter ir effét d’en éli-
miner toutes les variables et dérivées de variables autres
que 7; mais, pour plus de symétrie, nous procéderons un
peu difléremment.

A Paide des valeurs (19) nous formerons d’abord les
combinaisons suivantes que contiennent les équations
(30) (31) et (32) : “* &

dy 49
gcosa + psine = -+ cof(® — a) sin0 -+ sin §fp — «) Z’

4y

gsine — pcosa = — sin (& — «) sin6 —= ,r +cOS(¢——¢Q;;1—t-

Or nous avons trouvé (9)
® — a=qgo°— ¢,
il s’ensuit

dy dg
g cosa —+ p sina = -+ sine sinf —- 4 coss —»

33 dt dt
(33) dy o
¢ sinx — p cosa _-—cosesmO—-—i- sin s

En vertude (12) et (1), ]a,&aleﬁr de Z—;" ést

(34) B2,

%
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pour obtenir celle de 3—?, nous aurons recours a la pre-
miére équation (14) et & la troisiéme équation (15), que

nous écrirons comme il suit ;

£y

a

A

. . . . {iﬁ

smwﬂ = slansiny,

. cosn

sinfcos § = —.——-,—0&0’ €os0.
sin ¢

En les différentiant, il vient

.o, dB do . dy

+ cos[i:‘smea -+ sinf cosOJt—_ sinn cos%z,
& 7

: 4B d9 P

— sin ed—t -+-cospcosezl7._cot9 sxne;ﬁ,

-
multipliant la premiére par cosf, la seconde par
— sinf3, et ajoutant, on trouve

codg
smed—fzsmn cosfB cosy

dy L. . d8
v 0.
o ot 0’ sin B sin 7
On obgiendrait semblablement une relation entre d6
et dy, mais il sera plus simple d’employer la premiére
équation (15) .,
€080 = cosyn cos b’ + sinn sin 6’ cosy ;

elle donne directement

. . db . ey dy

(35)4$ smezl-[-.._ sinz sin @ siny 75

et llﬁxen;?:n substituant cette valeur dans celede sin0 (Tf- ’

. .d . . . d
sind d—f = sinn (cos B cosy — sin P siny cose’)d—z,
ou, en vertu de la deuxiéme équa@:{w) R
. d . bd
(36) sinOa—ItE:-—smn cose;;'l.

Portant les valeurs (34), (35) et (36) dans les équa-
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tions (33), il vient + ¥
‘ sinyn cose

g (sinesind —sin O’smy)d’

g cosa -+ psine = — w sind sins —

sin§’sin 7) d-y

qsina—pc05a=+wsinecﬁse+sinn(cos’e+sins e T

valeurs qui, en vertu dela deuxiéme équation (14), se

réduigent a x
g cosa + p sine — — wsinfsine
3 d
(37) ¢'sine — p cosa = - wsind cose —: d:’

‘

Différentions maintenant ces deux éq%aﬁcﬁxs, nous

aurons
o dg . dp )da___ d.sinfsine

. cosagt—+smoa£—i—l——-(qsm¢——pcos.< 2;~ oo 7 )

(38) sin dg o dp +(geo ) S d.sinOcose+ in d vy
1 am--—-c szd— q sa-{—psmx 2] a S nI

Les deuxiémes équations (14) et ((5) donnem‘?’aﬂleurs

< £l
o 2%y

sin6 sine =$in ¢’ sin v,

. 0s 6’
sin 6 cose = — coty cos@,
d’ou
«#.5in § sine + cos in9d1+ inees “; g
—————— T COSE S —_— pa—
d dr TRl
d
%—-— sin 6’ cosy ‘72,
(39)
d. smeoﬁst&v

sin smed + c edo
o € 05 € COS pry

. db-
= coty sinl —.
dt



plins la Premié ar cose et la deuxiéme par

—_ ?1;5, puis ajoutons, il viendra
-2 &4
"4 (sinede sin §’ cosy. ) tn si s'nedo
- = - C 1n —
& TERE G, — cotnsincsind g

ct, en substituant la valeur (35),

d . . d
smea—: = sin &’ (cosy cose — sinvy sine COSY))Z;—"

En ayant égard & la premiére équation (16), cette expres-
sion se réduit a
L
(49Y . ’#mé—— = s 0’ cos[id
) . @
ok éﬂ w
I&.qs expressmns (38) contiennent encore la dérivée

2% "dont 11 fapit’ *calcul.qr Pexpression. L'équation (9)

donne
do— da = — d¢,
d’ou
da dod  de
e dr T de’

o
et, en veiy de la troisiéme équation (19) et de I'équa-
tion (22),

.

da +a d\l/ +
=" “dt- dt .

Su%tit;f;ant l*a

EA
a 1 l»
o = n—wcosh -—-;—(smr; cos 8 cose + sin 6’ cosﬁ)

B ’ e
5 prétédemment obtenues, il vient
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ou, 4 cause des premiérés équations (13) et (17]);.%. -
da ‘ d Cow

1
— == N — wC0S fH — cosy, —
dr dt

B

(40 .
=n — wlcosn cosd - sinn s’ cosy) — cnsnl—”—r-
Présentons immédiatement une remarque relative a la
constante n. Cette quantité n’est pas donnée directement
par Dobservation, mais I'équation précédente va nous
donner le moyen de I'obtenir. Supposons que I'anneau
étant en repos relativement a la surface dela Terre et
son plan formant avec le plan horaire 'angle y,, on com-
munique au tore une vitesse angulaire relalive au plan
de I'anneau qui soit w, et qu'on I'abandonne a lui-méme

N .. da ‘e
en cet état; w sera la valeur initiale de ) et I'équa-

tion (41) fournira Pexpression suivante de n en fonction
de wety,: .

(42) n=w-+(cosncos’ +sinnsinb’ cosy,) = w -+ »cosf,.

Cctte relation montre que la vitesse de rotation au-
tour de I’axe du tore est égale a la vitesse relative du tore.
I'anneau étant au repos, augmentée de lacomposante de la
vitesse de la Terre autour de I’axe du tore dans le méme
état de repos de 'anneau.

Revenons aux équations (38 ). En y substituant les va-

leurs (39), (35) et (41), on aura

o (lq+ . dp +( c0s 6 dy
COS ot —— Sino—== n— — COSn — Sing — o
e e n (gsing— peos«)
. dvy
— o sin® cosy -
® Vae’
©dyg dp dy\ -
stz ﬁ// — msy% =— <u — @ COSA — cosnd—;y)(qmw—i-psin a)
. l . 1°
Powsid cosr \ln'/(7—+ sin ¢ [_.Z

dt o

Py



( 361 )
Au moyen de ces valeurs les équations (30) et (31)
donneront .

doy\’
psin(a~+3) = [Crz —A <m0059+COSnd—[/)J(qSina——pcosa)

Awsing' dy
— Aw SINn COSWI’

. - ' 4y in o
peos(a+2) =|Cr—A wcose—l—cosnﬁj (qgcosa+ psinz

— Awsin®’ cosysiny 4y _ Asiny ’_’il
dt de:

substituant les valeurs (37) . i viendra

. N . R dy 2 . ody
vsin(a-+3i)=- | CGn—A{wcos?+ cosn ; (msmOcosan‘- smn—[t-
[£

ry
. dey
—A o it
w sin @’ cosy ==,
, (. / dy . .
ueos(a + 1) =— (m—A(wcosG-{-cosf,dt o sin 6 sine

. . dy . dig
— [ LA —f.
Awsinb’ cosnsiny PR sinxn pre

Développant et ordonnant, on aura d’abord

wsin (@ —+ =+ (Cr — Aw cos 0} o sinlcose

. . R d
~- [Crsinn — Awsiny cos b ~sinf’cosy - cosnsinb cos s)) —1—}
«

2

. 7
— Asinncosn —=
de’

1005 (o +))=—(Cn— Awcosh) wsinb sine
o

. . . PN (['/ 7
“+ A cossisinh sine — sinf siny ) —-— Asiny —=.
dt ot
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En ayant ¢gard aux relations du n® 4, ces équations s¢
réduisent a

psin (e + 3) =+ (Cn — Awcosb) wsinbcose

+ (C Awc0sd) sinn 21 — A sinn cosn 2L
(43) n—2Awcosf)sing -+ sinn cosa =+
. . .ood?
ycos(«ﬁ—)\):—(Cn-—chosO)mst'smy——Asmn—d—g-

Si I'on remplace ici cos par sa valeur (15) ct sinfcose
par sa valeur

(44) sinf cose = cos 0’ sinn — sin®’ cosx cosy

tirée de la troisiéme équation (17), les formules (43)
donneront p et « + A en fonction de y et de ses deux pre-
miéres dérivées.

7. Formation de Uéquation finale. Eliminons la quan-
Lité pcos (« + A) entre la deuxiéme équation (43) et
I’équation (28), il viendra

. 1? . -
{Asin?n 4+ C’)(—iﬁv + (Cn— AwcosO) wsin 0’ siny siny
[¢

— (A" — B )i sin® 0 siug cosy = o,

puis, enmettant pour cos A sa valeur (15) ct transposant,

/A ainn N _ e
{44 biy) (A sin’n 4 C') ar (Cr — Acosnowcos ') wsing’ sinynsing

+ (Asinis 4+ A" — B') w? sin*§"siny cosy.
Soient, pour abrdger,

Crn — Acosnwcost
- Asin?y + 7
~ g Asinn+ A —B )
- — = monllti,
Asmt'r +

QT

wsinh’ sz,

b
<

X
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g désignant l'intensité de la pesanteur et d un nombre
abstrait qui sera toujours extrémement petit, tant que,
A’ et B’ étant supposés inégaux, sinn ne sera pas lui-
méme trés-petit; I'équation précédente deviendra

12 .
(45) (dt"y = §<— siny + 2dsiny cosy),

et I’'on aura en méme temps

g Asin*y + €
a= " ’ . 9
wsind siny Cr — A cosn wcos b’

(46)

1 wsin®  Asin®n 4+ A’ — B’
T2 sinn Cn — Acosnoncosh’

L’équation (45) étant multipliée par 2d7y s’intégre
immédiatement. Soit donc == y, la valeur réelle ou ima-
.. d .
ginaire de y pour laquelle jy est nul, il vient
dy' __28
- = [cosy — cosy, — & (cos?y — cos?y,)],

d’ou

) 2
K47) % == \/—;—g (cosy — COS'yo)[I — 3((:057 -+ cos-h)],

Le cas ou la valeur de y serait imaginaire pour une va-

A

d . .
leur nulle de d—z »est celui ou ’anneau, au lieu d’étreaban-

donné a lui-méme & partir du repos, seraitanimé d’une vi-
tesse capable de lui faire décrire un arc plus grand qu'une
circonférence. Dans ce cas, que nous n’examinerons pas,
cosy, pourrait encore &tre une quantité réelle , mais elle
sortirait des limites == 1 entre lesquelles sont compris les
cosinus. Au reste, on obtiendrait la valeur de cette quan-
tité en mettant dans I'équation précédente un systéme de

. , d
valeurs simultanées de y et de (—177
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Ce cas étant exclu, 7, sera un angle réel, et & cause
que J est trés-petit, le facteur 1 — & (cosy -+ cosy,)
sera constamment positif. Ceci posé, on voit que la seule
condition pour que 1 soit une quantité réelle est que le

de
facteur cosy— cosy, et la constante a soient de méme
signe. Or les angles ¢ et » étant-supposés compris entre
o et 180 degrés, et le terme A cosn wcosf’ trés-petit par
rapport a Cn, le signe de a scra celui de n. Lors donc
que la composante 7 du mouvement de rotation autour **

de I'axe de figure dua tore sera positive, on devra avoir

COSYy > c0S 7,3

les valeurs de y se succéderont dans I'ordre

B

Zos O 5 — g0 O 5 7o O, et ek

Si le mouvement de rotation a lieu dans le sens con-
traire, ou bien si la constante n est négative, on aura
nécessairement

cosy < €OSYy5

et les valeurs de y se succéderont comme il suit :

Tos Ty T Yoy Ty Joy Ty T Yuyeen

d ] . N
La valeur absolue de 7} est la méme pour deux va-
«

leurs égales et de signes contraires de y; il suit de 14, et
de ce qui vient d’étre dit, que le mouvement du plan de
Ianneau est un mouvement oscillatoire autour du plan
horaire, et que les vitesses angulaires sont égales dans les
positions symétriques par rapport a ce plan. Il en résulte
également que si un arc d’'une amplitude donnée est décrit
par le gyroscope dans le cas de n positif, 'arc qui sera dé-
crit lorsqu’on changera le sens dela vitesse de rotation en



(365)

conservant le méme point de départ, sera la portion
restante de la circonférence. Enfin, si 'on néglige
le terme en J dans I’équation (47), on voit que cette
expression coincide avec I'équation différentielle du
mouvement du pendule plan de longueur . Le mouve-
ment du plan de I'anneau autour du plan horaire sui-
vra, dans ce cas, les mémes lois que le mouvement du
pendule autour dela verticale. (Ce résultat a été indiqué
par plusieurs auteurs. ) La premiére équation (46) donne
d’ailleurs la longueur du pendule simple qui accomplirait
des oscillations de méme amplitude dansie méme temps.

On pourrait éviter de considérer le double cas relatif
& n en regardant 2 comme une quantité toujours positive;
mais alors, il faudrait, dans le cas du changement de sens
dela rotation du tore, substituer au pole z, son opposé,
et changer aussi le sens de I'un ‘des axes mobiles x, ou y,,
afin que les axes mobiles restassent superposables, comme
il a été dit an n° 2. Il nous parait préférable, quoique
ce soit un peu plus long, de considérer séparément ces
deux cas.

La suite prochainement.



