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SUR UN THEOREME DE LEGENDRE
et son application a la recherchede limites qui compremnent entre elles
des nombres premiers ;
Par M. DESBOVES,

Professeur au Lycée Bonaparte.

Dans 'un des chapitres de V'Essai sur la Théorie
des nombres, Legendre s’est proposé de démontrer que
toute progression arithmétique dont le premier terme et
la raison sont premiers entre eux, contient une infinité
de nombres premiers, et, subsidiairement, de trouver
des limites qui comprennent nécessairement des nombres
premiers. La solution des deux problémes serait aussi
simple qu’on peut le désirer, si malheureusement elle ne
s’appuyait pas sur une proposition que Legendre croyait
avoir démontrée, maisalaquelle, a vrai dire, il n’est arrivé
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que par une heureuse induction, comme I'a déja remar-
qué depuis longtemps M. Lejeune-Dirichlet.

Je me propose dans le présent article 1° de discuter la
prétendue démonstration de Legendre, c’est-a-dire de
faire voir en quoi elle péche et quelle est, au fond, la
vraie difficulié; 2° en admettant le théoréme de 'illustre
géometre comme un postulatum, d’en faire découler im-
médiatement de beaux théorémes sur les limites des nom
bres premiers. Puissé-je , par la, car je n’ai pas d’autre
but, engager les géométres 4 faire de nouveaux efforts
pour trouver une démonstration qui jusqu’ici a échappé
aux plus habiles.

Premiire Partie. — Discussion.

Avant d’énoncer le théoréme de Legendre, quelques
explications préliminaires sont indispensables.

Si,dans la progression arithmétique formée par la suite
naturelle des nombres impairs, on se propose de trouver
plusieurs termes consécutifs qui soient divisibles par
quelqu’un des nombres premiers depuis 3 jusqu'a un
nombre premier désigné y, on voit que le nombre de ces
termes est variable et dépend, en général, de 'ordre dans
lequel sont placés les multiples des différents nombres
premiers. Ainsi, par exemple, dans la suite des nombres
impairs, on pourra obtenir des suites partielles dont les
termes seront des multiples des nombres premiers 3, 5,
7, 11, 13 et seront rangés suivant les différents ordres in-
diqués ci-dessous (*):

3,17, 5,3, 11,13, 3,5, 17, 3,
3, :7, 5, 3, 13, 11, 3, 5, ﬁ, 3,
5, 3, 11, :7, 3,5, 13, 3,

3,5, 'j, 3, 11, 13, 3,....

(*) ¥adopte la notation de M. Terquem, m, pour désigner un multiple
d'un nombre m.
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Chaque nombre impair est ici considéré comme mul-
tiple du plus petit nombre premier qui le divise. La seule
condition i remplir, c’est que les multiples de 3 viennent
de trois en trois rangs , les multiples de 5 de cinq en cing
rangs, etc., et ce sera.d’ailleurs un probléme d’analyse
indéterminée de la nature la plus simple que celui de
trouver, dans la suite indéfinie des nombres impairs, des
suites analogues aux précédentes. Si, par exemple, on se
propose de trouver les nombres consécutifs impairs les
plus pelits possibles qui soient divisibles par quelgu’un
des nombres 3, 5,7, 11, 13 et qui, de plus, soient ran-
gés comme dans la premiére des suites données plus haut,
ll sufht de remarquer que le nombre pair compris
entre 11 et 13 est nécessairement de la forme

2X3X5x7Xy,
et que ce méme nombre divisé par 11 et 13 donne pour
reste + 1 et — 1. On trouve ainsi la suite des dix nom-

bres

o441, 9443, o445, obd7, obdo,

9451, 9453, 9455, 9457, 94bo,
On aura, d’ailleurs, une infinité d’autres suites pareilles,
en ajoutant aux nombres précédents un multiple quel-
conque des nombres premiers 3,5, 7,11, 13.

On peut se demander maintenant quel est le nombre
maximum des termes d’une suite de nombres impairs
consécutifs qui sont divisibles par quelqu’un des nombres
premiers 3, 5, 7,..., a, B,7; «, (3, 7 étant les trois der-
niers nombres premiers considérés. Or le théoréme de
Legendre sur lequel nous appelons I'attention, a préci-
sément pour but de répondre a la question. En voici I'é-
noncé :

Une suite de nombres impairs consécutifs, qui sont
divisibles par quelqu'un des nombres premiers 3,5, 7,
Uy, 2,0,7, a pour maximum de nombre de ses
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termes 3 —1. Le nombre maximum des termes reste
d’ailleurs toujours égal & 3—1, lorsque 'on remplace les
deux derniers nombres 3 et y de la suite naturelle des
nombres impairs par deux nombres premiers plus grands.

D’aprés le théoréme précédent, il y aura , par exemple,
au plus dix nombres impairs consécutifs qui seront divisi-
bles par quelqu’un des nombres premiers 3,5, 7, 11,13,
etnous avons vu comment on peut obtenir effectivement
une telle suite.

Poyr établir son théoréme, Legendre écrit la suite

(1) (B—=2)yeees 7, 5,3, 1, 1,3, 5,7,..., (8—2),

qui est composée évidemment de 3 —1 termes et qu'il
obtient en écrivant la suite des nombres impairs dans
Pordre direct et dans ’'ordre inverse depuis 1 jusqu'au
nombre impair 8 — 2 qui précéde le nombre premier {.
11 remplace ensuite les termes 1 et 1 par a, G et les autres
nombres premiers par des multiples de ces nombres, ce
qui donne la suite

(?‘) (3—2),-“, 3’;], 5’3yé’;"7,3,5, ;]a 3»-'-a (ﬁ'_z)’

qu'on peut écrire aussi dans 'ordre inverse et qui con-
tient, comme la précédente, (3 —1) termes. L'illustre
géomeétre prétend ensuite démontrer que la suite (2) ale
nombre maximum de termes par les raisons suivantes :
« Le moyen d’obtenir le plus grand nombre de termes
» consécutifs de la suite des nombres impairs qui soit di-
» visible par quelqu’'un des nombres premiers 3,5, 7, 11
est de considérer la suite des nombres impairs dans
ses moindres termes, c’est-a-dire dés 'origine de cette
suite, car, a une distance plus grande, on ne manque-
» rait pas d’étre arrété par des nombres premiers plus
» grands que les nombres premiers donnés et qui empé-
cheraient la continuité des termes qu’on veut former. 11
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» faut donc tout simplement considérer la suite des nom-

» bres impairs 1, 3,5, 7, 9,..., qu'on peut également
» prolonger dans 'autre sens, ce qui donnera

-9, —7, =5, =3, —1, 1, 3,5, 17,9,...,

» ou, parce que les signes des nombres sont indifférents
» ici ’

9, 7, 5, 3,1, 1,3,5,17,9,...,
» etc. »

Legendre est ainsi conduit a écrire les suites (1) et (3)
(ue nous avons données plus haut.

En admettant, pour un moment, l'exactitude du rai-
sonnement par lequel notre auteur essaye d’établir que
Pon doit considérer la suite des nombres premiers a 1'o-
rigine, il semble que la conclusion devrait étre que la
suite maximum dérive de la suite naturelle des nombres

3,5, 7,950y ayeiy Byoiy 7y, (6—2)

(9 est le nombre premier qui suit immédiatement ),
comme la suite (2) dérive de la suite (1). En un mot,
malgré un habile artifice de langage, il est certain que
Legendrenedonneaucune raison pour préférer la suite (2)
A la suite

(3} 3,5, 9, 3. a0y Byevs 7y, (§—2).

S’il la préfére cependant, c'est qu'il admet tacitement
que la derniére suite contient moins de termes que la
suite (2) ou bien quel'on a

6_3.<p——1 ou d<2Pp+1,

5

c’est-a-dire qu’entre 8 et 2[5 il y a au moins deux nom-
bres premiers. Lorsque les nombres premiers considérés
sont 3, 5 et 7, les suites (2) et (3) sont identiques, de
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sorte qu’en fait Legendre n’admet le théoréme que pour
les valeurs de 8 plus grandes que 5. On peut d’ailleurs
évidemment écarter ici 'hypothése de 3 nombre premier;
le théoréme supposé vrai peut donc s’énoncer ainsi:
Entre un nombre plus grand que 6 et son double il y
a toujours au moins deux nombres premiers.

Le théoréme connu de M. Bertrand est un corollaire
évident du précédent. Il est curieux de retrouver ici le
premier théoréme relatif aux limites des nombres pre-
miers que 'on a rencontré dans les recherches mathéma-
tiques et le premier aussi dont on a pu trouver la démons-
tration’rigoureuse. Je ferai observer du reste que M. Tche-
bichef, qui a donné la démonstration du théoréme de
M. Bertrand, aurait pu, sans plus de difficulté, démon-
trer par sa méthode le théoréme plus général précédem-
ment cité.

Si maintenant nous considérons en elle-méme cette
raison donnée par Legendre : quon doit considérer la
suite des nombres impairs dans ses moindres termes, nous
voyons bien qu’il est vrai qu’a mesure que I'on prend
dans la suite des nombres impairs des nombres plus éle-
vés, on a la chance de rencontrer des nombres premiers
plus grands que y; mais ces nombres premiers peuvent
entrer dans la suite non pas par eux-mémes, mais comme
facteurs de certains termes simultanément avec quelqu’un
des nombres premiers 3,5, 7,..., «, 3, 7, et peut-étre,
en faisant un choix convenable, aura-t-on une suite dont
le nombre de termes surpassera 3 — 1. Rien dans le rai-
sounement de Legendre n’établit le contraire.

Essayons maintenant de ramener le théoréme de Le-
gendre a quelque autre proposition plus simple, ou, si
'on aime mieux, de voir ou git principalement la diffi-
culté. .

On peut voir qu'un des caractéres distinctifs des deux
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3, 5, Faeees @yeeey Baeees Yyeey (§—12),
(p—'2),..., @y..5 5, 3, 1,1, 3,5, «,.., (f—72),

suites

c’est que la premiére ne contient qu'un seul multiple de
I'antépénultiéme nombre premier « (supposé plus grand
que 3), tandis que la seconde en contient deux ; car d—2
est plus petit que 3a, ou, en d’autres termes, il y a
toujours trois nombres premiers (3, y, d entre a et 3. On
démontre effeclivement , par la méthode de M. Tchebi-
chef, qu’entre un nombre supposé plus grand que 3 et
son triple il y a toujours trois nombres premiers.

En rapprochant ce qui précéde des remarques faites
plus haut, on peut admettre maintenant comme démon-
ué qu’a I'origine des nombres, pour parler le langage de
Legendre, la suite des nombres impairs qui ne contient
qu'un seul multiple de o, a moins de termes que la suite
des nombres impairs qui en renferme deux. Je dis main-
tenant, et c'est par 1a que je terminerai la présente dis-
cussion, que si I'on admettait que le méme théoréme a
lieu quelque part que ce soit dans la suile naturelle des
nombres impairs, le théoréme de Legendre serait démon-
tré.

En effet, admettons que le théoréme de Legendre soit
vrai lorsque I'on considére tous les nombres premiers
3,5,.., @, 3,7, les deux derniers 3 et y pouvant étre
remplacés par des nombres premiers plus grands, c'est-
a-dire admettons qu’alors la suite du nombre maximum
de termes soit nécessairement la suite (2) qui contient
B —1 termes; je dis que lorsqu'on prendra un nombre
premier de plus d, le nombre maximum deviendra y—1.

On peut remarquer d’abord que la nouvelle suite ne
pourra contenir ni deux multiples de y ni deux multiples
de d. Car si la nouvelle suite contenait deux multiples
de y, entre ces deux muliiples il y aurait y — 1 termes
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intermédiaires divisibles par quelqu’un des nombres 3,
5,7,-..92, 3,8, ce qui est impossible, puisque le nom-
bre des termes divisibles par quelqu'un des nombres 3,
5, 7y...,, B, d est, par hypothése, au plus égal 4 8 — 1.
Par la méme raison, on n’aura pas deux multiples de J,
mais on pourra former une suite contenant deux mul-
tiples de {3; il suffira, _pour cela , de remplacer au milieu
de la suite (2) B par d, de mettre (2 au commencement et
a la fin de la méme suite et de continuer d’écrire des
termes autant que faire se pourra vers la droite et vers la
gauche: on aura ainsi une suite contenant y — 1 termes.
Comme d’ailleurs cette suite est la seule qui, d’aprés I'hy-
pothése faite, puisse contenir deux multiples de (3, elle
sera, d’apres le principe que nous avons admis, la suite
du nombre de termes maximum. Le théoréme de Legen-
dre, se vérifiant directement pour les nombres premiers
3,5, 7,11, peut étre considéré maintenant comme vrai
en général.

Quand les nombres premiers sont 3, 5 et 7, les suites
(2) et (3) sont identiques et contiennent chacune deux
multiples de , mais le théoréme de Legendre n’en sub-
siste pas moins, puisque le nombre des termes de la suite
est égal a 4.

En résumé, on voit qu’il résulte de la discussion pré-
cédente que les travaux de M. Tchebichef ont, en quel-
que sorte avaneé la démonstration du théoréme de Le-
gendre, mais qu’il reste toujours 4 démontrer la propo-
sition suivante :

Une suite de nombres impairs consécutifs divisibles
par quelgu’'un des nombres premiers 3,5,..., 2,03, 7
étant prolongée autant que possible, aura plus de ter-
mes lorsqu’elle contiendra deux multiples de U'antépé—
nultiéme nombre premier a que lorsqu’elle n’en contien-
dra qu'un seul.
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Stconpe PaArTiE.

Nous allons maintenant déduire, comme conséquences
du théoréme de Legendre, divers théorémes relatifs aux
limites qui comprennent entre elles des nombres pre-
miers.

Trtorime 1. Silon désigne par n un nombre entier
plus grand que 24, par a sa racine par défaut & moins
d’une unité prés, par a et 3 les nombres premiers qui
précédent immédiatement a (3 peut étre égal a a), toutes
les fois que a -+ 1 ne sera pas un nombre premier, on
pourra assurer qu'entren et n + 2¢ + 1 il y a au moins
un nombre premier, et qu'entren et n + 23 + 1 il y en
a au moins deux. Sia -+ 1 est premier, on sera seule -
ment certain qu’il existe un nombre premier cntren et
n+ 28 +1.

Nous remarquons d’abord que n + 2a, qui peut étre
plus grand que (@ + 1)*, estnécessairement plus petit que
(@ + 2)*. Car n étant compris entre a* et (a + 1)*, est
au plus égal 4 a® + 2a,et n+ 2« est inférieur 4 a*+ 4a
et, a plus forte raison, a (@ -+ 2)*. Il en résulte que cha-
cun des @ nombres impairs consécutifs qui suivent n et
sont compris dans tous les cas entre n et n +2a + 1,
devra, s'il n’est pas premier, étre divisible par quelqu'un
desnombres premiers 3,5, 7,..., 2, 3. Le terme (a+1)?,
le seul des termes de la suite qui pourrait n’admettre au-
cun facteur premier égal a 3 ou plus petit, n’échappera
pas lui-méme A cette loi, puisque @ + 1 est d’abord sup-
posé non premier. Mais , d’aprés le théoréme de Legendre,
ily a au plus « — 1 nombres impairs consécutifs, divi-
sibles par quelqu'un des nombres premiers précédemment
cités; donc, entre n et n + 2 4 1,ily aau moins un
nombre premier lorsque @ + 1 n’est pas lui-méme pre-
mier.

Ann de Mathémat., t. XIV. (Aot 1855.) g
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Les limites n et n + 28 4+ 1 comprendront aussi, a
plus forte raison, un nombre premier]; mais je dis de
plus maintenant qu’elles en contiendront au ‘moins
deux. En 'cffet, s'il n’y avait qu'un nombre premier
entre les limites indiquées, on aurait au moins 3 nom-
bres impairs consécutifs, divisibles par 3, 5,..., 2,8, 0,
tandis qu’il y a au plus 8 — 1.

Si @ + 1 était un nombre premier, il devrait étre joint
alasuite3,5,..., 2, 3, et dés lors on voit,en recommen-
cant les raisonnements précédents, qu’on pourra seu-
lement affirmer qu’il existe un nombre premier entre les
limites n et n 4+ 288 + 1.

Corollaire I. 11 y a toujours un nombre premier entre
netn -4+ 2 \/r—z ~+ 1. La démonstration suppose n plus
grand que 8, mais, pour les valeurs de n plus petites que
9, le corollaire se vérifie directement.

Corollaire 11. Les carrés de deux nombres entiers con-
sécutifs, comprennent toujours entre eux au moins un
nombre premier.

Remarque. Le seul théoréme relatif aux limites des
nombres premiers que Legendre a déduit de son principe
a de P’analogie avec le théoréme I. Legendre donne aussi
le premier corollaire.

Tutorkme Il. Les carrés de deux nombres entiers con-
sécutifs comprennent toujours entre cux au moins deux
nombres premiers.

Nous venons de voir que les carrés de deux nombres
entiers consécutifs comprennent toujours entre eux aun
moins un nombre premier. Désignons ce nombrepremicr
par w. Si, parmi les @ nombres impairs compris entre
a* et (a+ 1)%,il n’yavait qu’un seul nombre premier ,
on aurait & nombres impairs consécutifs divisibles par
quelqu'un des nombres premiers 3, 5, 7,..., «, 3, @,
tandis que, d’aprés le théoréme de Legendre, il peut y
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en avoir au plus 3 — 5. Il y a donc au moins deux nom-
bres premiers entre les limites indiquées.

La démenstration précédente suppose a au moins égal
a 5, mais, pour les valeurs de a plus petites que 5, le
théoréme se vérifie directement.

Ici se présente naturellement la question de savoir si,
a partir d’'une valeur suffisamment grande, les carrés de
deux nombres entiers consécutifs comprennent toujours
un nombre déterminé de nombres premiers aussi grand
que I'on veut, mais le théoréme de Legendre ne parait
pas pouvoir fournir une réponse a la question. Nous al-
lons, du reste , donner maintenant un théoréme qui fera
connaitre des limites entre lesquelles on pourra com-
prendre autant de nombres premiers qu’on voudra.

Tutorime II. Silon désigne par n une variable qui
peut prendre toutes les valeurs entiéres possibles, 'par p
etk deux nombres entiers donnés, entre 2n et 2n — k
d y aura toujours au moins p nombres premiers & partir
d'une waleur de n suffisamment grande qu' on pourra
déterminer en fonction de p et k.

Soient a* et (a + 1)* les carrés de deux nombres en-
tiers consécutifs qui comprennent 7, et supposons qu’a
partir d’une valeur de 7 suffisamment grande on puisse
toujours satisfaire a I'inégalité

on—Ak>(a+1),
! étant un nombre donné quelconque. Les nombres
(a +1), (a+2) . , (a1}

seront supérieurs a n et inférieurs a 272" -—: k; d’aprés le
théoréme précédent, il y aura entre z et 2z — k au moins
2 (I —1) nombres premiers. Si donc on pose

2({—1)=p ou 2(l—1)=p—+41,
19.
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suivant que p est pair ou impair, on sera assuré qu’entre
n et 2n—k il y a au moins p nombres premiers. On
peut d’ailleurs, dans tous les cas, remplacer dans I'iné-
p+1

Y

galité précédente / par sa valeur 1 + tirée de I’é-

quation
2(l—1)=p-+1,
puisque, dans le cas de p nombre pair, on ne ferait que
remplacer, dans I'inégalité, / par une valeur trop grande:
nous aurons ainsi
+ 1)\’

2/1—/\'><a+1+p—-2——> .
Cette inégalité sera évidemment satisfaite si nous pouvons
déterminer n par la condition

an—h > <ﬁ+l+]i__2—§;x>’;
or cette derniére égalité ayantlieu pour toute valeur de 2
plus grande que
3(p+3y+4k+2(p+3)V2(p+3)+ 44

4

le théoréme est démontré.
En faisant

k=2, p=1

dans la formule, nous trouvons que pour n plus grand
que 27 il existe toujours un nombre premier compris
entre 2 et 217 — 2. La méme propriété se vérifiant direc-
tement pour tous les nombres plus grands que 3, on voit
que 'on retombe sur le théoréme de M..Bertrand, comme
on devait d'ailleurs s’y attendre.

Corollaire. Entre n et pn, il y a toujours p nombres
premiers a partir d’une valeur de n suffisamment grande.
Je n’aurais pas donné ce corollaire si dans la discussion
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du théoréme de Legendre , on n'avait pas rencontréles ap-
plications particuliéres p=1, p = 2.

Le théoréme de M. Bertrand a été seul démontré par
M. Tchebichef; mais je me suis assuré que, par la ‘dis-
cussion d'une équation transcendante, fournie par la
méthode de I'habile géométre, on pouvait démontrer le
théoréme III sans difficulté. C'est la, je crois, un utile
exercice  recommander aux jeunes lecteurs des Vouvelles
Annales.

Tutonime IV. Entre un nombre et son carré il y aura
toujours un nombre donné p de nombres premiers a par-
tir d’'une valeur suffisamment grande.

Ce théoréme est une conséquence évidente du théo-
réme III. Comme cas particulier, on retrouve le théoréme
de M. de Polignac : Entre un nombre et son carré il y a
toujours un nombre premier.

En terminant, je crois devoir faire observer que si la
démonstration du théoréme de Legendre ou du postulatum
auquel je I'ai ramené doit encore résister aux investiga-
lions des géomeétres, le théoréme II, par son énoncé si
simple, mérite d’appeler leurs efforts. MM. Tchebichef
ctde Polignac, par exemple, pourraient peut-étre par-
venir a le démontrer par leurs savantes méthodes.

NoTE surR LE THEOREME DE (GOLDBACH.

Tout nombre pair, excepté 2, est la somme de deux
nombres premiers au moins de deux maniéres, et lors-
que le nombre pair est double d’un nombre impair, il
est toujours simultanément la somme de deux nombres
premiers de la forme 4n + 1 et la somme de deux nom-
bres premiers de la forme (4n—1) (vérifié jusqu'a
10 000). ‘

L’énoncé ainsi complété permet d’établir up certain
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lien entre le théoréime de Goldbach et d’autres proposi-
tions connues.

Reimarquons d’abord que la premiére partie de la pro-
position exige nécessairement la vérité du théoréme que
nous ‘avons déji trouvé au début de la discussion d’un
théoréme de Legendre, & savoir : qu'entreun nombre plus
grand que 6 et son double il y a toujours au moins deux
nombres premiers. En effet, la premiére partie du théo-
réme, a partir de 14, est vraie, méme en ne comptant
pas la décomposition en deux nombres premiers égaux.

En second lieu, si I'on admettait la deuxiéme partie du
théoréme , en se rappelant que tout nombre premier de
Ia forme 4n + 1 est la somme de deux carrés, onen con-
clurait qu'un nombre quelconque est la somme de quatre
carrés ou d’un nombre moindre de carrés. On peut méme
ajouter que si 'on voulait obtenir une décomposition
d’un nombre en quatre carrés, par exemple, pour con-
struire géométriquement la racine carrée de ce nombre ,
on aurait peut-étre de cette maniére le procédé le plus
régulier et le plus simple. Je suppose , bien entendu, que
I'on ait a4 sa disposition deux Tables, I'une de nombres
premiers , I'autre de carrés.

Soit proposé, par exemple, de décomposer le nombre
327 en quatre carrés; en désignant par x*, y*, z*, u® les
quatre carrés inconnus , on écrira

L2 (x4 4 2+ u?) = 654,

ct, en décomposant 654 en deux nombres premiers de la
forme 41 + 1,

2 (@ 4+ y* + 22 + u*) = 397 + 257.

Maintenant si Yon décompose chacun des nombres 397
et 257 en deux carrés , on a

2(1‘—{- ‘yz+zz+,(1)=l9:+62+ 12 - ‘62,



(295 )
ou encore
(g+rP+(z—=rP+(z+u)f+(z—up
= 19’4+ 1* + 16 4 67,

Or on peut satisfaire a cette équation en égalant chaque
terme du premier membre au terme correspondant du se-
cond, ce qui détermine x, y, z et u.

On a ainsi finalement

327 = 10*+ Q'+ 11’ + 5%



