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SOLUTION DE LA QUESTION 293 (J.-A. SERRET)

(voir t. XIII, p. 814);
Par M. Ancero GENOCCHI.

Je m’appuierai sur la proposition suivante :
Lemme. Soient n nombres entiersa, b,..., k; m leur
somme ; p un nombre premier, et faisons

1.2...m

(ri2...a)(r.2...6) ..‘(1.2...#);

M=

je dis que si tous les nombres a, b,..., k sont divisibles
par p —1- et forment une somme m < p"—1, M sera
divisible par p.

Pour le démontrer, j'observe : 1° que I’exposant de p,
dans tout produit continuel 1.2...N, estla somme des
quotients entiers ¢y, ¢s, g3, €tc., obtenus en divisant
successivement N par p, p*, p?, etc., ou, ce qui re-
vient au méme, en divisant N, puis ¢,, puis ¢s, etc.,
par p (Lecenore, Théorie des nombres, t.1, p. 10);
2° que si plusieurs nombres étant divisés par p donnent
les quotients ¢, ¢’, ¢”, etc., et les restes r, r/, ', etc., leur
somme , divisée également par p, donnera pour quotient
g+¢q' +¢q" +... et pour reste r—+r' =4 r” +... lors-

)
qu’on aura

r4+r'4r"+... <p,

et, dans le cas contraire, donnera un quotient supérieur

aq -+ g’ + ¢” +.... Il ensuit que pour obtenir une va-

leur de M non divisible par p, p devant alors monter i la

méme puissance dans le numérateur et dans le dénomi-
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nateur de M, on aura a considérer les équations

m::y.,,p-{-mo, ya.:y.,p—f—m., y.,:p,p—i—m;,...,
a=o,p+ a,, A==\ P+ Ayyee.y
b=Bp+b, Bo=Bip+b,...,
F=ygp+k, Xo=xp4+ky. .o

formées dvec les quotients et les restes positifs ou nuls
qu’on trouve en divisant par p, et il faudra suppeser

F-o=ao+po+"-'+."xoy ”’0=a0+b0+~-o+"0,
puis

H|=a|+ﬁl+'o-+x” ”)I=a(+bl+--'+kl’

[L1=012+p2+'o'-+x1y ’"2=a2+b7+'--+k:')
d’on

my4-m, +nmy +4...= Ea;-{-— 2b1+...+21-,-.
Mais on aura cn méme temps '

m=m0+m.p+m,p’ﬁ—...,
a=a,+a p-+ap+...,

D’ailleurs, si a est divisible par p —1, il en sera de

méme de la somme E a;, puisqu’on trouve

a—a(p—1)—a(p'—1)—a(p—1)—...
=a+a +a;+a;+...;

cette remarque s’ applique aussi a 2 by, 2 k;. Donc,

en vertu de I'équation précédente, fa somme

my—-m, —+ nm, 4. ..,
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ne sera pas inférieure a n (p —1). Or les restes m; sont
tous inférieurs a p;.donc le nombre de ceux qui ne sont
pas nuls sera au moins égal 4 n: d’ou l'on conclut
que la valeur de 7 doit contenir des puissances de p su-
périeures a p"~*. Si elle contient seulement p"~!, les coef-
ficients m; seront tous égaux a p —1, sans quoi leur
somme serait < n (p —1), et I'on aura
m=(p—1)(1+4-p+p —+...4p)=p'—1;

si la valeur de m contient p" ou des puissances supé-
rieures, m sera plus grand que p” — 1. Donc enfin, si
M n’est pas divisible par p, le nombre m ne sera pas in-
férieur a p" — 1. C. Q. F. D.

Remarque. Si m était égal a4 p"— 1, on pourrait
prendre, par exemple,

a=p—1, b=p(p—1), c=pp—1),...,
h=pr(p—1),

et alors M ne serait pas divisible par p (¥).

Cela posé, soit un polynéme

X=a +a,r+ax’+...4+apz""',

qui acquerra p” valeurs distinctes en donnant & chaque

(*) En représentant M par (a, b,..., k), on a identiquement
a(a,b,...k)=m(a—1,b,...,k),

ct, par suite, a M est divisible par m. Il en sera de méme de b M, cM,...,
AM, ensorte que si w désigne le plus grand commun diviseur des nombres
a, b,... k,alors mdivisera le produit w M. Ce théoréme a été donné par
M. Cauchy ( Comptes rendus, t. XII, p. 707). On en déduit que si m est
une pujssance du nombre premier p, toutes les valeurs de M, c’est-a-dire
tous les coefficients du développement de la miéme puissance d’un poly-
néme, autres que 1, sont multiples de p: d’ou résulte immédiatement
un lemme employé souvent dans la théorie des congruences irréductibles,
savoir que, f(x) étant un polynéme a coefficients entiers, on a

n n
(2 Ef(xp ) (mod. p).
(SERRET, Algéhre supérieure, 2 édition, p. 357.)
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cocfficient a; toutes les valeurso, 1,2,3,..., p —1. Ele
vons ce polyndme i la puissance m et considérons un
terme quelconque du résultat ordonné suivant les puis-
sances de x. Si tous les coefficients @, ,as ,...,a, n’entrent
pas dans ce terme, s’il y manque par exemple a,, alors,
en ajoutant les p valeurs de X™ qui correspondent aux p
valeurs de @, ¢t i une combinaison déterminée des autres
coefficients , on trouvera p fois ce méme terme. Si dans
ce terme I'un, a;,des coefficients est élevé & un exposant r,
qui ne soit pas divisible par p — 1, dans la somme des
mémes valeurs de X™ ce terme acquerra pour facteur la
somme 0" = 1" 4 2" +...4 (p —1)", qui est, comme on
sait, divisible par p. Enfin, si le terme qu’on considére
renferme tous les coefficients a, , a,,..., a, élevés a des
exposants divisibles par p — 1, il sera affecté d'un coeffi-
cient numérique M, qui, en vertu dulemme, sera divi-
sible par p tant qu'on aura m <_p" — 1. On conclut de
la que, si m est plus petit que p" — 1, la somme de toutes
les valeurs de X" ne renferme que des termes ayant p

pour facteur. Ainsi, dans ce cas, 2 X™ égale un mul-

tiple de p.

On voit immédiatement pour r = 1 et pour n = 2 que
cette égalité n’a plus lieu lorsque m = p"— 1, et, pours’en
assurer, en général, on peutavoir recours a la théoriedes
congruences irréductibles exposées dans la nouvelle édi-
tion de 1" Algébre supérieure, 25¢ legon. En effet, on dé-
montre qu’il existe toujours une fonction entiére F (x)
du degré n a coefficients entiers, pour laquelle on ne
saurait avoir identiquement

?(2)¥(2) = F (z) + px (=),

¢(x), ¢ (x), x (x) désignant trois polynémes a coeffi-
cients entiers; et qu’alors, pour chaque valeur de x, zéro
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excepté, on peut poser
S(#)F(2) = X" — v+ py(=);
fet x désignant des polynémes a coefficients entiers, m
étant égal & p" — 1, et en supposant que le coefficient de
z" dans F (x) soit réduit & I'unité. Il s’ensuit que, si
I'on prend pour x une racine de I'équation F (x) = o,
on aura, pour ces p" — 1 valeurs de X, la congruence
Xm==1(mod. p),

eL, par conséquent,
ZX”':—-:p"— 1=—1 (mod. p),

et qu’ainsi 2 M™ ne sera pas multiple de p..
Si 'on suppose que x représente un nombre entier
quelconque, on verra aisément que 2 X™ sera toujours

multiple dep, exceptédanslecasde n =1 et m=p—1.




