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SUR LES OVALES DE DESCARTES

(voir t. IX, p. 183 ;

Par M. A. GENOCCHI.

M. W.Roberts a trouvé, en employantles coordonnées
elliptiques, que I'arc d’un ovale de Descartes s’exprime
par une fonction ultra -elliptique dans laquelle la quantité
soumise au signe radical monte jusqu’aun septiéme degré
(Journal de M. Liouville, tome XV, page 196). On ob-
tient un résultat plus simple par les coordonnées polaires :
si I'on prend pour variable indépendante I'angle polaire,
le polyndme soumis au radical ne monte qu’an cinquiéme
degré.

Soient ¢ la distance des denx foyers de la courbe,
p et p’ les deux rayons vecteurs de I'un quelconque de ses
points, » T'angle formé par le rayon vecteur p avec la
ligne des foyersprise pour axe : on aura, m et n étant deux
constantes ,

pi==mp+n
et
pr=c'+ p'— 2¢cpcoso;

d’on, en posant

¢ mn n*— ¢?
— b,

=a,

R T = =k,
1~ m? 1— m? 1 — m?
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on tire I'équation des ovales
p’—2p(acosw + b) =%,
et, en différentiant,

dp(p —acose — &)+ apdwsine = o.

Or, si de ces deux équations on déduit les valeurs de
cosw, sinw, dw en fonction de p et dp, et qu’on substitue
celle de dw dans la formule

ds = \dp*+ p*de?,

Va'p+ple—b) (bp +4),
Viarp'— (¢ — 2bp — k)’

on trouve

ds =2

de maniére que la différentielle ds deI'arc de la courbe
renfermera deux radicaux, et, en les réduisant a un seul
par la multiplication, on obtiendra sous le signe un po-
lyndme en p du septiéme degré. Mais si, au contraire,, on
résout I'équation de la courbe par rapport a p, il vient

p—acose——b==t\Vk+ (acose + b)},
et comme on a d’un autre coté

apdwsinw
dp—m—— —————————
e p-—acos»-——b’

et, par suite,

. Vasin’o + (p — acosw — b

d.
d p—acosw — b

pdw,

on en conclut

ds = y/a’-{— '+ A+ 2abcosw (dw =+ (acosw + b)dw >,.

VA4 (acosw + b)
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d’ou

= fdm Va? + b*+ k + 2abcosw
=+ Va'+ b+ & + 2ab coso (acosw + b)dew.
\/4' + (acosw + b)*
L’expression de I'arc s sera donc la somme de deux inté-

grales : la premiére se raméne immédiatement & un arc
d’ellipse, car, en faisant

=29, (a+by+k=p, fab=yq,
on la met sous la forme

2f(1qa¢ — ¢ sin’g);
la deuxiéme intégrale, en posant

cosw =z, a’+ b'+k=r,
deviendra

xf (az + b) (r+ 2abx)dx
V= a%) (r+ 2abz (k + b+ 2abz + a* z°)

transcendante abélienne, dans laquelle la quantité sou-
mise au radical est une fonction entiére dex du cinquiéme
degré.

Cette seconde intégrale se réduit elle-méme a un arc
d’ellipse, si k = o, puisque alors elle est égale a la pre-
miére. Dans ce cas 'équation de la courbe se décom-
pose en

p=o0, et p=2(acosw+b),

ct représente ainsi un point isolé qui est le pole, et une
ligne courbe. Cette courbe est en méme temps une con-
choide circulaire et une épicycloide, et a été étudiée par
M. Quetelet comme la caustique secondaire par réflexion
dans le cercle (Nouv. Mém. de U'Acad. de Bruxelles,
tome LI, page 131) : elle est counue sous le nom de /-
macon de Pascal (*).

(*) Cette dénomination a été introduite par Roberval. (Vorr un Memoire
de Lahire dans le volume de V'Académie des Sciences de Paris pour 1708,
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Si l'on fait
h=—(a—1b),

on trouve, en réduisant,

s=2\/a—bfdwcoslmi\/ﬂ Sa_cosm—}-b)dm :
2 s/acos:»——a-i- 2b

cette expression se raméne aussi aux fonctions elliptiques;
caron a

1 L1
fdw €0S —w == 2 sin — @ -+ const.,
2 2

et, en posant

w=2¢,

on partage I'intégrale

(a COS w ~+ b)dm
f\/a cosw —a + 20’

en deux intégrales elliptiques

- d U ——
(a—b)\/zf——__-_—é—___——+v’§fd<‘o\/b—asin~’q;,
Vb —asin’g

I'une de premiére, Pautre de seconde espéce.

Mais il faut remarquer que la courbe correspondante
est encore un limacon de Pascal. Prenons en effet, sans
changer d’axepolaire, un nouveau pole ala distancea— &
du premier, etnommons p’, w’ les nouvelles coordonnées::
nous aurons

p? = p*+ (@ — b) + 2p'(a — b) cos o,
p'?*= p'+(a — b)) — 2p(a — b) cosw,
et 'équation de la courbe donnera

[p* — 2ap cosw + (a — b = 4 b*p?,

page 46. M. Quetelet appelle limacon de Pascal la courbe qui repond aw
cas particulier a == 2b. (Voir loco cit., p. g8 et 101.)
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d’ott, éliminant p* et p cos w, on déduit sans peitie
(p"?— 2bp’ cos o'} = 4 abp”,
c’est-a-dire
pP'=o0 et p' =2 (bcosw + yab).

On a ainsi deux expressions de I'arc du limagon, et I'on
voit que leur rapprochement nous conduit a ce théoréme
connu, qu'une fonction elliptique de premiére espéce
s’exprime par deux arcs d’ellipse. On peut aussi en con-
clure la transformation analytique propre 4 opérer cette
réduction.

Si les coefficients a et b étaient affectés de signes con-
traires, il faudrait supposer k = — (a + b)?*, et prendre
le nouveau péle a la distance @ + b de I’ancien.

En remplacant p par = p?, et w par 2 dans I'équation
plagant p m P q

p*— 2p(acosw + b) + (a — b)*=o,
il vient

p*— 2 p cosw yam 4+ m(a — b) = o,
équation d'un cercle. On transforme donc par cette sub-

stitution les limagons en cercles! réciproquement, on
transformera les cercles en limagons, en remplacant p et

1 o e s ..
w par ymp et 50 Ainsi il est visible que ce moyen,

employé par MM. Chasles et W. Roberts pour obtenir les
ovales de Descartes , fournit senlement le limagon de Pas-
cal, comme’a remarqué M. Cayley (Journal de M. Liou-
ville, tome XV, page 354). 1l s’ensuit, en particulier,
que l'ovale mentionné dans le théoréme, dont M. P.
Serret a indiqué la démonstration dans les Nouvelles
Annales, tomeIX, page 321, n’est aussi qu’un limagon.
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L’équation des ovales donne deux valeurs de p pour
chaque valeur de » : ces valeurs seront toujours réelles, si
la quantité k est positive,, mais seront de signes contraires |
elles seront toujours imaginaires, si k est négative et
y— k surpassé la différence entre les valeurs numérigques
de a et b;enfin, il y en aura des imaginaires et des
réelles, lorsque, k élant négative, cette valeur est com-
prise entre a et &.



