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THEOREMES
Sur la disparition des rectangles dans les fonctions homogines enticres
quadratiques & n variables, applications géométriqaes
aux lignes et surfaces da second degré ;
D’arris M. O. HESSE,

Professeur a I’Université de Konigsberg .

(CreLLE, t. XX, p. 285; 1840.)

1. Notation. Etant données les n variables x,, x,,
T3,...y X, le symbole Zah).xl .x, signifie qu'il faut

donner a » et 4} toutes les valeurs de la suiter, 2, 3,..., 1,

et poser
a = .
x5 A a)., %
D’apreés cette convention, un rectangle aura pour coeffi-

(n=1)

. . . n
cient 2; ainsi le symbole renferme ——,— lermes, sa-

n(n—r)

voir n carrés et ——— rectangles. Prenons, par exem-

ple, n =3; alors le symbole désigne la fonction
@y X} S+ AT+ Ay XY - 20,,3,%; + 24,3, X5 - 200X,

car
A =a,, a;=da,.
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Soient n autres variables yy, y1,..., ¥, écrivons
(1) zy=2Vy + Wy, 4.+ 2y,

et donnant a 1 les valeurs de la suite 1, 2, 3,..., #, on
obtient n équations de relation entre les variables x et
les n variables y, dans lesquelles entrent n?® coefficients,
et ou xi¥) est le coefficient de la variable y,. Si n =3,
ona

z, = aPy 4+ 2Py, 4+ oy,

2y =Py 4 2Py, 4+ Dy,

o=y + 2Py, + 2Py,

2. Substituant les valeurs de x, tiréesdes n équations (1)

dans la fonction

Vax PRI

on obtient une fonction quadratique entiére homogéne
en y. Si I'on donne aux n* coefficients indéterminés x(»
des valeurs telles, que les rectangles disparaissent, on
aura

(2) Za'{’l.rx.xi =Gy + Gyl ...+ G,y?,

et ces équations de condition

!
2 (9) zlq) Z: ) (g
d .2‘ .1:( d a’ , i xxl) qu

et (p) P
0=z dxl 7 + x ) ~+...
3 1 2
(3)
d a . paAr)l
" xy 3 x4
P —_—
+ ) d .2\ ?
n
(4) G, =Ya =P ap);
¢n donnant dans (3) a p et ¢ les valeurs diverses de la
. . n(n—i) , .
suite 1, 2, 3,..., 7, on obtient ——,—— équations entrc

12.
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les n* eoefficients x{*) qui expriment que les rectangles

ont disparu. En effet, la substitution faite, ordonnons ce
qui multiplie le rectangle y,y,, d’aprés les coefficients
xPy x'P,..., x2(P), alors x(P) sera multiplié par

Zanx(.’n +apay) +. .. +a z(@;

in n

e<Hr:o i qui peut se mettre sous la forme

d E(h .1;(."\/.1‘("‘;
y 4

d’(:" )

en donnant & x loutes les valeyrs de la suite 1, 2, 3,..., 2.
De méme, pour ce qui multiplie x'?, etc., on est ainsi
amené au systéme (3). Pour n =3, on a

W a2 4+ a, &9+ a,; 2P )
-+ 1‘(,” [”n x(,z) + a5 -l'(f) + Ay .Z(:)]
+ 2 [ay 2 4+ a2 + anaP]=o,

et une seconde équation en changeant les indices supé-
rieurs 1 en 2 et 2 en 3, et laissant les indices inférieurs,
on déduit de méme une troisiéme équation de la se-
conde.

n(n—

1), . . . v, .
Les équations (3) renferment n® indétermi-

nées; par conséquent on peut donner des valeurs arbi-
n(

. n(n41 e, P
traires a —2——) de ces indéterminées ; les n équations (4)

donnent les n valears de G,.

11 est évident que les équations (3) ne changent pas en
remplagant p par ¢, et vice versd.

Prenons n nouvelles variables y, 1, Yugayeeey Yon, €t

établissons la relation suivante entre les x et ees va-
riables

(5) xl - ‘EL}"‘H)J':'—t-l -+ -Z';'+?)]r:+2 +...+ -Z'(l?") Jin



( 181)
et A prenant toutes les valeurs de la suite 1, 2,..., n;
A’

el faisant disparaitre les rectangles, la fonction se ré-
duit a

substituant ces valeurs dans la fonctions Za‘ 1 XX

n

2 2 2
-Gy, —Gupy, —. .. —G .
n+t n+.

et’'on a comme ci-dessus:

N\ J(ng)  (atg)
) d 2 a, ;, x;,
z n--p

o=z " ——- e T

(n+q)  (n+gq)
112{1),”\.1,‘/ )

L) ,
+ T e T +

n ¢ l‘t(nd—q )
n

~ - (n+q) _(n+q)
') _(J""‘l"_zar,lx/ ! Z3 ’

’

mettant a la place de p et g les diverses valeurs de la suite

, . n(n—i) , . .
1. 2,3,...,n, on obtient —(2—) équations de condi-

tion.

Or les n(n—1) équations (3) et (6) renferment les
nn —y R n{n -1
=) constantes a,  ;, ou plutdt les <—2——) — 1 rap-

ports entre ces constantes et 'une d’entre elles; élimi-

(n—1) (n —2)
2

nant ces constantes, on obtient ¢quations

v . \ .
entre les 2 n® coefficients x{", x@®,..., x®"': mais nous
I b 2 b
allons voir que ces équations peuvent étre remplacées par

d'autres plus symétriques et n’exigeant pas autant d’éli-
Minations.
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3. A cet effat, si des equmona (1) nous déduisons
vice versd,

(8) 'J‘XZX(IA)I.—FX(,A);C,—{—,..-}- XS.A) Ln3
on a
DX DO, XD,

1= £
(o) - x(,") x4 xW 49k,
: 1=a) X 2D xP .. .+x§"’ x{,

o=a" X 427 xP 4. 42 X

On obtient les deux premiéres équations en plagant les
valeurs des x déduites de (1) dans I'équation (8), et les
deux derniéres en placant les y déduites de (8) dans I'é-
quation (1).

Mettant la valeur de y, dans I'équation (2), on ob-
tient

(10) ax )—G x(‘) X(i) + G, x(f) x(’)+ .+ G, X(n)x(n)

ayant égard aux équations (9), on trouve les n équations
suivantes:
a, 2P+ @z ..+ a..mf,”’:: G, x{P,
(”) ? O x(\p)+azz‘rz")+ -+—a“.t,, _G X(p)
P C P IR I M O S
On tire de ces équations :
I J

._ = A,, X(ﬂ.{., A, X(P)+ A A, X(,f),

(1) .% Asy XP 4+ Ay X L4 Ay XD,
12 '

.I,'
G,,

Anl X-(p)"" An? X(P)+ . +AnnXE,F)’
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oules A sontdes fonctionsdes e etl'ona aussi A, ;= A, 3
ces équations sont représentées par celle-ci,
(»)

E‘_ = Agi X4 A XP AL 4 Ay, XD,
P

8

en donnant a x les valeurs de la suite 1, 2, 3,..., n.
$i nous multiplions cete équation par xy’, et donnant

a p les valeurs 1, 2, 3,..., 7, on obtient n équations, dont
I'addition donne

I O o
1 = L ;
( ) X, G| G_2 Gn )
la formule (5) fournit de méme
$(11+l)‘t(‘\n+l) .l‘("+2> xsu-k‘z)
— A== x ...
’ G’n+| Gn+2
(14) (2n) (2n)
Ty X
+ ————
Gun
ajoutant, on a
5) )((1) x(;) xiz) x(f) N I(?n)w()?nx)
0= ——— o —— ... .
Gl G2 G'!u

Endonnant a x et i 1 toutes les valeurs égales et diverses
rn(r—+1)
2

b e . ) (n+x
symétriques, entre les coefficients x(;’ x, Vet les quan-

dela suite 1, 2, 3,..., 7, on obtient équations

titds Gy, Gyy.evy Gy,y éliminant ces 2n quantités, qui
tiennent lien de 2 » — 1 rapports, on parvient a

R—1)ln—2), . M
( )2( )equauons entre les coefficients x(;)

qu'on obtient également comme on a vu ci-dessus par

, etc;
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Iélimination des constantes entre les équations (3)
et (6).
Il est facile de voir que des équations (15), on peut re-
venir aux équations (3)-et (6); il suffit de décomposer
Péquation (15) en deux autres de la forme (13) et (14); et

N 1.2.3 .2n , ..
il y a —————"—— de ces décompositions. Posant cn-
2(1.2.3... n)

suite les équations (9), on dérive de I'équation (13) les
équations (12), lesquelles résolues suivant X, X{), etc.,
donnent les équations (11) ; d’oti ’on déduit facilement les
équations (3) et (4). On dérive de méme les équations (6)
et (7) del'équation (14) et les constantes de la fonction

Zax,) x, x, sont tellement disposées dans les équa-

tions (3, 4), (6, 7), qu’on peut facilement a leur aide re-

1.2.3...2n
2 (1.2.3...n)
fonctions, d’ou dérivent deux systémes d’équations (3),
(6) qui peuvent remplacer I'équation (15) ; par exemple,
on peut prendre

. . ' .
tablir la fonction 2‘11,(,,\ x, x,.1l existedonc

1) (1 2
]( )x()) 29 2

ANp=" S+ 2L .
¥4 G, G,
(13)
(n—1) _(n—1) (n+1)  (n+1)
Ty Z, Ly L)
-+ -+ )
G Gt
(n) (n) (n+2) (n+2)
A, = T T T
(l /) Gll Gn+2 '
1 (2n—1) _(2n—1) (20) _(2m)
+ x .l‘) + ‘tl ""A
Gt G

4. Sil'on multiplie les équations (15) par la constante
b, ; et donnant a « et 1 les valeurs égales et diverses de la

(7 +1)

. . n , .
suitet, 2, 3,...,n,0nobtient équations, dont la
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somme peut étre représentée ainsi: <3

1) ) (2) , (2)
Zb’,)x z, be’lx x

' G, -+ G —+. ..
(16) .
(2n) (2n
zb&,)w/ x)
—-l———-————Gl—"——— == Q0.
n(n—+1)

11 est facile de voir qu’on peut déterminer les
coefficients &, ; de telle sorte que 2n — 1 de ces 2 s'éva~

nouissent, et alors le 2 restant s’annule de lui-méme;

. 3. .
et comme entre les 2n® coeflicients x, il n’existe que

(n—1){n—2 . s . )
n—1)r—2) relations, il s’ensuit que

2
(n—l)(n—a) 3n’4-3n— 2

2 2

o2n —

de ces coefficients peuvent étre pris arbitrairement. On a
donc ce théoréme.
Tutorime 1. Soient les 2n systémes de valeurs

-75(.” a_(i (1) x(“l), ~7'(22) .. 1.,(‘2); x('Qn)’ .l‘(f ). ‘z,(r.zu)

(n—z)(n—z)

. , iy .. n{n-1
tions résultant de l’élimination des —-LT——-) constantes

Si ces an systémes satisfont aux équa~

a,,; entre les n (n —1) équations (3) et (6); si de plus
2n —1 deces systémes satisfont respectivement a une
¢quation homogéne du second degré entre n variables, le
systéme restant y satisfera aussi.

3. dpplications géométriques. Soit I'équation dusecond
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3 o x X
degré n = 3 entre i deux rapports variables —» =,

Ty 2y
:

auzf"‘.' azz$:+ a:t‘r:'*"zalle L2032 %; + 203X = 0.

Prenons dans le plan de cette conique six points

z, 2B, 205 28, 2P, 2P .. 20, 2P, .

Supposons que les équations (3 ) sont satisfaites par les
coordonnées des trois premiers points et les équations (6)
par les coordonnées des trois derniers points. Alors dans
le triangle form¢ par les trois premiers points chaque
sommet est le pole du coté opposé, autrement les trois
points sont polairement conjugués ; il en est de méme des
trois autres points. Or, par cing de ces points, on peut
faire passer une conique, c’est-a-dire que les coordonnées
de ces points satisfont a une certaine fonction homogéne
du second degré; donc d’aprés le théoréme I, les coor-
dounées du sixiéme point y satisfont aussi. On a donc ce
théoréme de Géométrie :

Tatorime II. Etant donnés une courbe du second
degré et deux systémes de trois points chacun conjugués
relativement & cette courbe, les six points se trouvent
sur une autre courbe du second degré.

Observation. Si 1'on convient de donner a ce triangle
le nom de triangle polaire, le théoréme s’énonce ainsi :
les six sommets de deux triangles polaires relatifs a
une méme conique sont sur une seconde conique (*).

Ce théoréme est di & M. Chasles.

Tatoreme L. Six points étant situés sur la méme
conique, si lI’on partage ces points d’une maniére quel-
conque en deux systémes de trois points, les deux sys-

(*) Cette observation n'est pas de M. Hesse.
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1émes sont des triangles polaires relativement & une cer-
taine courbe du sccond degré.

Le partage peut se faire de dix maniéres:

Etant données cinq paires de points conjuguées a la
méme conique, celle-ci est donnée.

Tatorime IV. Les six cétés de deux triangles po-
laires touchent une ligne du second ordre. :

Tutorkme. V. Les six c6tés de deux triangles cir-
conscrits & la méme conique sont deux .gystémes de tri-
angles polaires relativement & une autre comque.

Etant donndes cinq paires de droites conjuguées, la
conique est déterminée.

Tutorime VI. Deur triangles étqnt inscrits dans une
conlque, ils sont czrconscnptzbles a une autre conzque,
et vice versa; deux llmng’es étant circonscrits a une
conique, sont inscriptibles dans une autre conigue.

Ces divers théorémes se démontrent a 'aide des po-
laires réciproques.

6. Soit
Z y,) Ty Ti == 0

V'équation d'une surface du second degré ; alors n=4.Les
coordonnées des deux points p, ¢ sont désignées par
P ay)  a e x4 ,(q)

mettant pour p, ¢ les valeurs diverses de la suiter, 2, 3, 4,
les six équations (3) expriment que le plan polaire de
chacun de ces points passe par les trois autres, desorte que
les quatre points sont polairement conjugués par rapport
A la surface et sontles sommets d’un tétraédre polaire (*).
De méme les six équations (6) expriment que les points

(¥} Cette dénomination n'est pas de M. Hesse.
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5, 6, 7, 8 sont les quatre sommets d'un second tétraédre
polaire. Appliquant le théoréme I, on obtient: .

Tatorkme VII. Toute surface du sccond degré qui
passe par sept sommets de deux tétraédres polaires passe
aussi par le huitiéme sommet.

Par sept points, on peut mener une infinité de surfaces
du second degré, n’ayant pas la méme courbe d’intersec-
tion, de sorte que le théoréme précédent peut aussi
s'épnoncer ainsi, Les huit sommets de deux tétraédres po-
laires peuvent étre considérés comme les huit points d’in-
tersection de trois autres surfaces du second degré n’ayant
pas les mémes courbes d’intersection.

Nous donnons plus loin le moyen de construire ce hui-
li¢tme point géométriquement.

L’élimination des coefficients a,,) des équations (3) et
(6) donne trois équations de conditions auxquelles doi-
vent satisfaire les coordonnées des huit points 1, 2,.... 8
pour &ire les sommets de deux tétraédres polaires (n° 2).
Ainsi, prenantarbitrairementseptdeces pointsle huitiéme
est déterminé. Or les douze équations (3), (6) renferment
neuf équations ou manquent les coordonnées du huitiéme
point et trois équations linéaires relativesaux coordonnées
du haitiéme point; ainsi les neuféquations suffisent pour
déterminer les coefficients a, . ; et les trois autres équa-
tions donnent linéairement les coordonnées du huitiéme
point. Donc si dans deux tétraédres polaires sept sommets
sont donnés , les coeflicients a,,; sont donnés et la surface
est déterminée ainsi que les coordonnées du huitiéme
point. On a donc ce théoréme connu :

Tutorime VIII. Toute surface du second degré qui
passeparsept points pris arbitrairement passe également
par un huitiéme point déterminé. (Voir Crelle, tome III,
pages 199, 100 et 205.)

Tutorkme 1X. Trois surfaces du second degré
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.
n’ayant paslaméme courbe d'intersection’se rencontrent
en huit points qui peuvent étre considérés comme les
huit sommets de deux tétraédres polaires relativement a.
une autre surface du second degré.

Ces huit points fournissent trente-cinq systémes de deux
tétraédres polaires.

Tatorkme X. Toute surface du second degré qui tous
che sept faces de deux tétraédres polaires touche aussi
la huitiéme face.

Tutoreme X1, Toute surface dusecondordre quitouche
sept plans touche aussi un huitiéme plan déterminé.

Tatorime XII. Huit plans tangents communs a trous
surfaces du second ordre n’ayant que ces huit plans tan-
gents en commun peuvent étre considérés comme les huit
Jaces de deux iétraédres polaires relativement & une sur-

Sface du second ordre.

Tutorime XIIl. Deux tétraédres étant inscrits dans
trois surfaces du second ordre, n’ayant pas une méme
courbe d’intcrsection, sont circonscriptibles & trois autres
surfaces du second degré n’ayant pas plus de huit plans
tangents en commun.

Solutions géométriques de quelques problémes men-
tionnés ci-dessus.

7. Lemme. Etant données une conique et une droite
dans le plan de la conique, on peut projeter la figure
de maniére que la droite aille a I'infini et que la conique
devienne un cercle. (PonceLer, Propriétés projectives,
page 54.)

8. Lemme. Si dans un quadrilatére complet dont les
trois diagonales sont aa’, bb’, cc’, les points aa’ et bb!
sont deux paires de points conjugués relativement i une
conique, les points cc’ sont aussi conjugnés relativement
a cette conique.
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Démonstration.
A, A’ points d’'intersection de la diagonale aa’ avec la conique.
“B, B’ — bo’ -
C, ¢ — (4 —

Par hypothése les quatre points a’ A a A’ sont harmoni-
ques etde méme les quatre points 5'B 5B'; il faut démon-
trer que les quatre points ¢’ C ¢ C’sont aussi harmoniques.
Projetons la figure de maniére que la droite a’ &’ ¢’ aille a
Vinfini et quela conique devienne un cercle (n°7,lemme);
dans la figure projetée le point 2’ étant 4 l'infini, le point
a sera au milieu de AA’ et de méme le point 4 au milien
de BB'; il faut prouver que c est aussi au milien de CC/’;
or la perpendiculaire élevée en a sur la corde AA’ passe
par le centre du cercle et est perpendiculaire sur bc paral-
léle 4 AA’; la perpendiculaire élevée en b sur la corde BB
passe aussi par le centre et est perpendiculaire a ac paral-
léle 2 BB'; la perpendiculaire élevée en ¢ sur CC’ est
perpendiculaire sur ab paralléle 2 CC’y donc les trois
perpendiculaires passent par le centre du cercle ; donc ¢
est le milieu de la corde C. Cc. Q. F. D.

9. Ce lemme, 'hexagramme de Pascal, et les théorémes
(II), (I) ci-dessus sont des propositions liées entre elles;
de sorte que deux d’entre elles étant données, on peut en
conclure facilement les autres. Par exemple, soient abc,
a' b’ ¢ deux triangles polaires relativement & la méme co-
nique et p’ 'intersection des cotés ac et &' ¢’; p I'intersec-
tion de bc et a’c’, p’ et b sont des points conjugués, car
ac polaire de b passe par p’ et a’ b polaire de p’ passe par
4; on prouve de méme que p et b sont conjugués. Donc,en
vertu du lemme (n° 8), le point P intersection de bp et
de ' p’ et le point P’ intersection de bb’ et pp’ sont con-
Jjugués; donc la polaire de P passe par P’. Mais la polaire
de P estaa’; donc les trois droites aa’, bb', pp' passent
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par le méme point P'. Ainsi les cotés opposés de I’hexa-
gone aa’ ¢’ b’ bc se rencontrent en trois points en ligne
droite,savoiraa’ et b¥ (le point P’), b¢ et a’ ¢’ (le point p),
ac et b' ¢’ (le point p’); donc 'hexagone est inscriptible
dans une conique (théoréme VI).
10. Probléme. Etant donnés le triangle polaire abc et

le couple de points conjugués a” A, b7 B, construire les
polaires de a” et de b”.

Solution. Ecrivons

7

aa pA rB Bo” ..

b7 [P p |® ac|B um|E
a”” 7., a’}j' ” . a’p’ ",
aa|®? ac T ke lz ’

cela veut dire que p est le point d’intersection des droites
aa” bb"; que « est le point d’intersection des droites p A
et be, et ainsi de suite; la droite B3” est la polaire du point
5" et la droite A o.” est la polaire de a”. En effet, la droite
acf est la polaire du point b; donc b et 3 sont des points
conjugués. Dans le quadrilatére 56”3 B, les deux som-
mets opposés b3 et b” B sont un couple de points conju-
gués; donc en vertu du lemme (n° 8) les points £ et p,
extrémités de la troisiéme diagonale (car l'intersection
de 55" et BB est la méme que celle de aa” et bb”), sont
conjugués. On demontre de la méme maniére , en consi-
dérant leslignes a«, a" A, pa’ comme les trois diagonales
d’un quadrilatére complet, que les points p et a’ sont con~
jugués; ainsi o’ B’ est la polaire du point p’, donc bp ou
bb" est la polaire de 5 ainsi les polaires de B et de 3"
passent par 5", donc Bf” est la polaire de 5”; on prouve
de méme que A a” est la polaire de a”. «c. @. r. ».
11. Soient a, b, c,d eta’, b/, ¢!, d' les huit sommets

L, . . dbb’ « g
de deux tétraédres polaires et soit o’ 1P c'est-a-dre
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que p est intersection du plan dbb' et de la droite aa’.
p étant sur la droite ad’, le plan polaire de p passe par
I'intersection des plans bed.?' ¢’ d’ ; et étantaussisur le plan
dbbd' leplanpolaire par le point d'intersection ac.a’ ¢’ d';
ainsi ce plan polaire passe par les trois points bed.b'c’,
b'c'd .beya’c’'d'.ac. 1l est facile de trouver encore un
quatriéme point de ce plan. En effet, menons les droites

pa’ et pb’. La droite pa’ passe par a, et soit Zi q;le
plan polaire dc ¢ passant par a et le plan polaire de b’

passant par a’; en vertu du lemme (n°8), le plan
polaire de p passera par I'intersection des droites ga’, ab’,
c’est-a-dire par l'intersection dba'.ab’. Ainsi les quatre
pointsd'b'c’ .be, d'c'a’.ca, dbc.b'c', da’ b.ab' sont
dans le méme plan. Donc les deux droites (d’ b’c’. bc)
(d'c’a’.ca) et (dbc.b' ¢’y (da’ b.ab') se rencontrent.
Remplagons les lettres cad’ ¢’ a’'bdd’ respectivement
par les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, alors les deux droites
(734.61) (745.12), (856.23) (861.34) se rencontrent.
Mais les huit sommets des tétraédres polaires peuvent
étre divisés de diverses maniéres en quatre systémes de
points conjugués. Pour trouver les diverses droites qui
correspondenta ces systémes, formons ’hexagone 123456,
et désignons-le par H; par le point 7 et un c6té du poly-
gone, soit 34, menons un plan qui coupera le coté op-
posé 61 en un point : c’est le point désigné par 734.61.
On aura ainsi un point sur chaque coté de 'hexagone.
Désignons par A le second hexagone dont ces points sont
les sommets; opérant de méme avec le point 8 sur le
polygone H, on obtient un troisi¢éme hexagone B. Ces
trois hexagones jouissent de propriétés remarquables;
les trois droites qui joignent les sommets des angles op-
posés de 'hexagone A passent par le point 7; car les
points (734.61) et (761.34) sont des deux sommets
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opposés dans le polygone A; cette droite étaut dans les
deux plans 734 et 761 passe par le point 7, etc. On dé-
montre de méme que les droites qui joiguent les som-
mets opposés dans le polygone B passent par le point 8.

Désignons par A, le coié (734.61) (745.21) ; dans
I’hexagone A nous avons vu que ce cdté rencontre le coté
(856.23) (861.34), ou B, de I'hexagone B; le c61é A,
rencontre encore le coté B, (834.61) (845.12) : car les
deux cotés sont situés dans le plan 6123 de plus le méme
0té A, rencontre le coté By (812.48) (823.56) de
I’hexagone B, car si nousremplacons 'ordre 12345678 par
56123487, A, se change en B; et By en A,. Or A, et B,
se coupent : donc le c0té A, de I'hexagone A rencontre
trois cotés By, B,, Bs, et vice versd; par conséquent les
douze cOtés des deux hexagones sont situés sur le méme
hyperboloide. De la:

Tatorime XIV. 8i parmi les huit points d’intersection
de trois surfaces du sccond degré (n’ayant pas une courbe
commune d’intersection), on en choisit six qui forment
les sommets d'un hexagone H; et si U'on coupe chaque
coté par un plan passant par le c6té opposé et le sep-
tiéme point, on obtient ainsi les sommets d'un second
hexagone A ; opérant de méme dans U'hexagone H avec
le huitiéme point, on obtient les sommets d'un hexa-
gone B; les deux hexagones A et B sont sur le méme
hyperboloide.

12. Deux des trois hexagones étant donnés, on peut
construire le troisiéme.

D’abord connaissant A, B, on trouve H; en effet, en
Joignant le sommet (745.12) de ’hexagone A avec le som-
met (845.12) de I'hexagone B, on obtient le c6té 12 de
I’hexagone H, et ainsi des autres cdtés.

Connaissant les hexagones H, A, on détermine B. En
effet, le c6té (83 4.61) (845.12) de 'hexagone B, en joignant

Ann. de Mathémat., v XIV (Mai 1835.) 13



(194)

les points d’intersection du plan conduit par le point 1 et
la droite (734.61) (745.12) avec les cotés (756.23)
(761.34) et (712.45) (723.56), et ainsi des autres. On
voit donc que, pour construire I'hexagone B, il suffit de
connaitre seulement les sept points 1234567 des deux
hexagones H et A ; I'intersection des trois plans qui pas-
sent par les cotés opposés de I'hexagone B donne le hui-
tiéme point 8. Ainsi est résolu le probléme mentienné
ci-dessus.




