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THEOREMES D’EISENSTEIN.

(CreLLE, tome XLIV, page 261; 1852.)

1. Lemunc. Soi

§—| > byy  cry...y
Qpt1y bn+l y Cngty e o b
les barres désignent un déterminant entre (n +1) quan-
1ités, et I'on suppose que S n’est pas nul.
Seit un systéme d’équations
auy, +bu, Fou+... =71
au, +bu, Hcu4... =17,

Ao Uy by U - Cp 8y -
on en déduit

uy = oY+ %P2+ azys +. .
U, = ﬁl')’l +a271+ﬂ373+- ey
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Soit
®iy @2y Lyye .-y
S, = B, B Bay-ns
Tis Yy Tar--v
on a
SS=1,
ct
a,« + ao, + aza; +...=1,
b,ﬁ,-{-b,ﬂ_,%—ba@s-{-...:l,
Y+ G+ Gy . =0,
(l) ‘.1...............,-...;.
1B+ a.fy +afy +...=o,
ay+ ayy,+azy; +...=0, ¢

ba, 4+ byay + by 4+...=o0,

........................

ou bien symboliquement

Zazx:x, Zaﬁ:o,

c’est-a-dire lorsque les lettres latines sont jointes aux
lettres grecques correspondantes, la somme est égale a 1,
et si les lettres ne sont pas correspondantes, la somme est
nulle.
2. Tutorime. Soit

Pr=ap+ Abpz + Ajepx* + Aydyz* 4. . .,

op =y + A Bul + A ypu & + A0, E 4.0
si Uon donne a p les wvaleurs successives de la suite
1,2,3,...,n41,lesa,b, c,...,a, 3,y ayant méme
signification que ci-dessus, et les A étant des quantités
quelconques, on a

pr:p, B = Papa 4+ o« Payi pnsa = fonction de &,

Démonstration. Clest une conséquence immédiate du
systéme d’équations (1).
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Corollaire. Si A, est le coefficient binominal de z*
dans (1+ z)", on a

Dpp =1+ )

Ainsi le produit de 2 + 1 fonctions, chacune de degré n,
se réduit ici 4 une fonction de degré 2n et de degré n par
rapport a chaque variable.

Application. Silon an= 2,

P pao: + piog = (1 + WE)Z"
POSant

o+ prw; =0,
alors

Ps o :(l +-TE):~

x et £ nc sont plus des variables indépendantes, et 'on a

= "—::—p—‘,
pips = :_“;_‘)z%sﬁﬁ‘i,
d’on
Vpipaps = V= wiw,m;. P_(;__-:“ﬂ

De la ce théoréme :

La racine carrée d’une fonction rationnelle en x du
sixiéme degré pcut étre transformée rationnellement
dans la racine carrée d’une fonction similaire d'une
autre variable. :

Eisenstein applique ce théeréme i la transformation
des intégrales abéliennes de premiére classe; travail qui
vient d’étre considérablement perfectionné et étendu par
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M. Hermite dans une suite de Mémoires insérés dans les
Comptes rendus, et qui renferment de précieuses et pro-
fondes recherches sur les déterminants, dont nous espé-
rons pouvoir entretenir nos lecteurs. (Comptes rendus,
1855, 1°7 semestre, pages 246,304,365, 427,485 et 536.)

Voici la marche d’Eisenstein :

pio+ paw, =F(2,E) = (1 + zE)* — pyo, = 6" — pyoy,

6=1+4 xE;
do dw do 9 dw
=20 —=|—py—— = —_] —_———
d;F=2 (dg) Ps 7% 29(&5) o dE’

4 do doy” ]
B N it WYY —_— &
llgF__. o [2(»‘, (dg) aE J = o [CH
®

<116> de,
=—20,(5) +0 ==

dg dE
or
—d. F.dE
3 d 60
I = - e
“ d.F w,d, F dE;
mais
6
«Plpll):ﬂ = \/——' @, 0,0, w—}—ita :
done
dx — dE O w,
\/Pnl’zPa \/——' W) W0, d.F.p,
Faisons

p=(x—r)(x—3)),
r ct s sont des quantités connues; il vient

(g—s)dx _ dE (<)

Wy, .
Vpp: V= oo, deF(2—5)

Entre x et £ existe la relation quadratique

Poy+ prwy=o0, ou F(zr,&)=o.
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Ainsi x est une fonction de {, et x a deux valeursen §.
Mettant successivement ces deux valeurs et sommant,
on a

’ (x—s)dz _

(5]
) VPP ps \/—— oy 0z 0 2 F (e—s)

Mais O est du premier degré en x, et F est du second de-

gré; on a donc, d’aprés la théorie de la décomposition en
fractions partielles,

@ __(-)(r,E).
2 d,F(x—r) T F(r, k)

Dans O et F on a remplacé x par r; mais
F(r, &)= opa(r),
ou p,(r) est la valeur de p; dans laquelle x est remplacé

par r; par conséquent p,(r) est une constante. On a
done

(x—s) dx o(r, t)dE
2 \/Pl P2 Ps P?(")\/m’
et de méme
2(;:—1‘__)1_1.‘: o(r,E)dE
\/Pu”z]’a p($) ‘/— o, wima,

mais
9(1‘, E): ﬁs\/;(l-—@ﬁ) -+ 2'}'35_2(151’-

Ainsi 6(r, £) est du premier degré en £, donc les membres
a droite de ces équations sont des différentielles d’inté-
grales abéliennes.




