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INTERPRETATION GEOMETRIQUE
D’unc relation linéaire entre les coefficients de I'équation du second degré ;
D’apriis M. Orro HESSE,
Professeur a I'Université de Keenigsberg.

(CreLLE, t. XLV, p. 82; 1852.)

1. Notation. v est unefonction algébriqueentiére, ho-
“mogéne, du second degréde n variables &y, sy X3,..., 2,3
v est un coeflicient différentiel de v pris par rapport a la
variable x;: ces coeflicients au nombre de n sont des fonc-
tions homogénes du premier degrédes n variables; v;; est
un coeflicient différentiel de v; pris par rapport a la va-
riable x): il y a n* de ces coefficients différenticls du se-
cond ordre, qui sont des quantitésconstantes, etl’on a
Y= o
& cause de 'homogénéité.
2. Cette homogénéité donne I'identité connuc
CR== O} Ty = O Lo=d oot Oph Tyyy
ce qui équivaut aux n identités
=0T = O Ty Oy Xy
(l) S =00l =0, Vi Ly
( O =0 = Pyt o Vpu Ly
d’ou 'on déduit
Az, = Vo, 4+ Voo 4.0 Vv,
Ax,= V0, 4- Vo, ... V, 04

(2)

' A Ty == ‘7('. Ll "I V.'n".+ . Vnn"rm
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A cst le déterminant formé avec les n? coeflicients
ity Yizge - oy Ymns
et, par conséquent, A est une constante ne renfermant
que les coefficients de la fonction v V,, est la dérivée de
A prise par rapport a v,,; et 'on a
9

V=1V, , car  e,=— vg.

Multipliant la premiére des équations (1) par A et rem-
placant A.x,, A.x,, ctc., par leurs valeurs, on obtient

Avi=¢, ["n Vit e Vo 4. oy an]a
Vz[":lvlz+01:v12+o o "mvnz],

o0 Vie+ 00 Vaa oo 00 Vi),
cc qui multiplie v, dans le sccond membre, est égal a A:
les multiplications de vs, v3,-. ., v, sont donc nulles. On
trouve des résultats analogues, en multipliantles autres
équations du systéme (1) par A; on a donc en général
(3) 0=y Vi, 4+ 0aVo ...+ ouVy,
(4) A=y Va+ouVu+ .. 0aVau,
k et 2 étant deux nombres de la suite 1, 2, 3,..., n.

3. Ona

Vi, :(:l,..z-‘x)—l—-v,/.x,x} +.e VnkTpx,.

Si I'on remplace les produits x, x,, xsx,, etc., par
Vi, Vai, etc., Pexpression v, x, s’annule, tandis que I'ex-
pression v; x; prend la valeur de A.

Soit w une autre fonction algébrique entiére homogéne
du second degré des mémes variables xy, xs,..., x,; Uex-
pression du second degré v, wi— v) w; s’annule lorsqu’on
y met Vyy, Vio,..., Vg, ... a la place des produits x, xy,
Xy Layeery Ly Lay...: €est une conséquence du § 3.

8. Lemme. v = o étant 'équation d'unc conique, les

s Xy X ,
COOI‘dOnnt‘CS —9 —9 du centre sont dOnn(‘(‘S Pal' ](‘S d(.’u‘(
x x
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V=0, v,= 0,

équations

si le centre est sur la courbe, la conique se réduit a deux
droites. Outre ces deux équations, on a

vV=—20:
or

20 =0, X4 0, T, + 0, X,
donc

v, = 0.
Ainsi sil'on élimine x,, x,, x5 entre les trois équations
V=0, ¥V,=—=0, V=0,
I'équation finale donnela relation entre les coefficients de
I’équation qui exprime que I’équation v = 0 se décompose
en deux facteurs linéaires : cette relation est L = o, ou LL
est le déterminant des coefficients de I'équation.

6. Soient v=o0, w=o les équations de deux coniques
et alors n =3, v+ Aw = o est 'équation d’'une conique
quelconque passant par les quatre points d’intersection
des deux premiéres coniques. Pour que cette derniére
¢équation se décompose en deux facteurs linéaires, il faut
avoir les trois équations

P+ Aw,=o0, ¢,+iw,==o0, v,+rw,=—o0.
L’élimination de x4, x,, x3 donne une équation du troi-
siéme degré en A dont les trois racines ¥, 3", 2 sont les
valeurs qu’il faut mettre pour dans Pexpression ¢ + Aw
pour qu’elle se décompose en deux facteurs linéaires.
Désignons par x', &',, &, les trois coordonnées du point
d’intersection 1 des deux droites qui correspondent a 3’3
de méme, par x', x',, &, les coordonnées du point d’in-
tersection 2 des deux droites qui corresportdent a la valeur
pU , elc., on obtient ces trois systémes d’équations :

Y+ Yo =0, o4V =0, V+Nw=o,
(5) { vi+¥No, =0, ¢ ~+Nw)=

|
°

4 " II!__
v, +)\'w,=o,

! I — " AN " wom__
Oy +Na =0, ¢ +2Vw =0, v, N'w =o,
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¢ est la valeur que prend ¢, en y remplacant x,, s, x;
' o . \ / . .
par X', x',, =, et ainsi des autres; de 1, on déduit faci-
lement ces deux systémes d’équations :
2 a4 A =0, I+ 2w + 2o = o,

" ’ mor nor n r " ! 4 !
(6)¢ xio, + 2y, +xiv, =0, x\¥ + a0, 4 T, W,

[l

! " roon roon ! " 4 " ! "
lz, v, +a,v, +2,v, =0, ,w, +Z, W, +Z,w, =0

En cffet, on a

2 A2 4 2 W () W+ 2 e 4 2 e)) = o,

R T O e P S I
Or on ales deux identités

= S 2 4

2w+ 2 42w = &+ 2w+ 2w
On obtient ainsi les premiéres équations des deux sys-
témes (6). Ces équations expriment que les points 2 et 3
sont des pdles réciproques de la conique vy =oetw =o;
ainsi les deux syst¢mes (6) expriment que les points
1, 2, 3 pris deux a deux sont des pdles harmoniques (*)
simultanés des deux coniques v = o0 et w = o.

7. Définition. On nomme systéme de pdles harmonigues
trois points tels , que, pris deux a deux, ilssont péles har-
moniques d’une conique.

8. Deux coniques ont donc toujours un systéme de
poles harmoniques en commun et ce sont les intersec-
tions des diagonales du quadrilatére complet qui a pour
sommet les quatre points d’intersection; ce qui est d’ail-
leurs évident i priori.

En considérant la conique ¥ = o comme donnée et fai-
sant varier la conique w = o, on obtient de cette maniére

(*) Deux péles sont harmoniques, quand la polaire de 'un de ces
points passe par I'autre point.
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tous les sysiémes possibles des poles harmoniques de 1'é-
quation donnde.

9. Lemme. L’équation de la polaire réciproque de la
conique v == o, par rapport a la conique directrice

x'f + 2, +xl=o0
st
Virx, +Vy a2, + Vi o, 2, -+ 2 Vg, 20, 2,
+oV, 2,2, +V,xr x,=o0

(voir Nouvelles Annales, v. VII, p. 411); les Vom la
méme signification que ci-dessus (§ 2).

10. Reprenons les trois équations

v Aw, =0, e A0, =0, ¢, hay, =0;

si 'on élimine 2, on obtient

PV == OV, T= 0, OV — 0 W= 0, P A, —— 0,00 == 0}

équations de trois coniques qui passent par les points 1,
2, 35 ainsi I’équation

w=">0,(v,wy; — oy0,) 4 b, (0,00, — 0, v,) 4+ by (0w, —0,00)) == 0
: 3 1V, 3" ' ’

ou les & sont des constantes arbitraires, représente toute
conique qui passe par les points 1, 2, 3, et si Pon fait
varier 1, cette équation représentera toute conique pas-
sant par un systéme quelconque de poles harmoniques dc
la conique v = o. Mais la fonction a s’annule lorsqu’on
y remplace x; xy, x, 12, ete., par Vi, Vipy cte. (§4).
Si donc
W= A 2,0+ Ay ryy 4= A, 1, 2, 4= 2y, £, .7,
4+ o, X,y 4 2, X%, Xy =0

est I'équation d’une conique passant par un syst¢me de
poles harmoniques de la conique v =0, on a la relation
an V4 anVo 4+ a, Vi, 4+ 2a, V4 2a, Vi + 24,V = 0.

C’est une équation générale linéaire de condition entre
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les cocflicients de I'équation d’une conique u =0, on a
donc :

Tatoreme. Lorsqu’il existe une équation linéaire de
condition entre les coefficients de I’équation d’une co-
nigue, cetle conique passe par le systéme de poéles har-
moniques d’une autre conique déterminée par U'équation
de condition.

Pour trouver cette conique, il suffit de remplacer,
dans Péquation de condition, a4, a,., etc., par z,x,,
Xy Xy, etc., on a )

Viz, 2, +Vypxyxa+ Vyyxsx, -2V 20 24
+ 2Vy 232+ 2V, 2,1, = 0.
La polaire réciproque, par rapport a x} 4+ x; 4+ x; = o,
cst v = o (Lemme 9) ; c’est la conique cherchée.

11. Lemme. Les six points des deux systémes de poles
harmoniques d’une conique sont sur une seconde co-
nique.

12. En combinant ce lemme avec le théoréme précé-
dent, ona:

Tutorkme. Lorsque par trois points d’un sysiéme de
poles harmoniques d’une conique donnée on fait passer
une conique, le périmétre de cette conique renferme unc
infinité de systémes de pdles harmoniques de la conique
donnée.

13. Soient 7 = 4,v =0, w =0, équations de deux
surfaces du second degré; v 4-Aw = o est I'équation
d’une surface du second degré passant par les courbes
d’intersection des deux surfaces données. Pour que cette
équation devienne celle d'un cone (surface dont le centre
est sur la surface), on doit avoir, en raisonnant comme
ci-dessus ,

9, +:}\w. =o0, 4 da,=0, ¢, 4+ Aw; =0, v, + ke, =0}

'élimination de x donneune équation du quatriéme degré
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en 1, dont les racines correspondent aux cones. Les som-
mets de deux quelconques de ces cones sont des poles
harmoniques simultanés par rapport aux deux surfaces,
c’est ce qu'on démontre comme au § 6.

On nomme systéme de poles harmoniques d’une sur-
face du second ordre quatre points dontdeux quelconques
sont des poles harmoniques. Ainsi les quatre sommets
1, 2, 3, 4 des quatre cones forment un systéme de poles
harmoniques simultanés pour les deux surfaces, théo-
réme déja démontré par M. Poncelet.

Si 'on considére la surface v = o comme donnée ct
qu’'on fasse varier la surface w = o, on obtient, en dé-
terminant chaque fois les sommets des quatre cones, tous
les systémes de poles harmeniques possibles de la surface
donnée.

14. En éliminant 2 de deux quelconques des quatre
derniéres équations, on obtient six équations de surfaces
du second ordre dont chacune passe par les quatre som-
mets 1, 2, 3, 4 des quatre cones. Ainsi I'équation sui-
vante

u=b,lvw,— e+ byfew —o,w ] 4+ by [0, — om0,

+ b ["z“’ —_— - “’2] —+ by ["2“’4 — % Wz] + by ["3“’4 — W:&]
avec les constantes arbitraires &, représente toute surface
du second ordre qui passe par les guatre points; mais
cette équation représentera toutes les surfaces possibles du
sccond ordre qui passent par un systeme de poles harmo-
niques quelconque de la surface donnée v = o. Si l'on
fait varier la fonction w, aussi bien que les constantes 2,
P'expressionadisparaitlorsqu’on y change x,x,, x;x,, etc.,
en V,,, V,,, etc. Sidonc

u:a.,.z‘,.z‘.—}—a“x,.z‘,——i—a“xdr;,-+~a,‘4.z‘,x‘
+2ap2,7,F 2a,;%, 0, + 2a,, X, 7y

+2a, 1, r +2ayx,x, +2a,r x, =0
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est 'équation d'une surface du second ordre, qui passe
par un systéme de pdles harmoniques de la surface donnée
v = 0, on a toujours I’équation

. +
a Vy+ a@nVy + a3V + a Vig+ 24,V +.. . = o,

d’ou I'on conclut :

Tutorime. 8’ existe une relation linéaire entre les
coefficients d’une équation d’une surface du second de-
gré, la surface passe par un systéme de péles harmo-
niques d’une autre surface du second degré déterminée
par la relation donnée.

Pour obtenir cette surface, on remplace dans la rela-
tion @y, a,s, €lc., par X,;, Xy, etc.; la polaire réci-
proque de cette surface par rapport a la directrice

] +x;, fxy +ari=o0

cst la surface cherchée v = o.

15. Lemme. Deux syst¢mes de pdles harmoniques par
rapport &4 la méme surface du second ordre peuvent étre
considérés comme les points d’intersection de trois sur-
faces du second ordre.

16. A l'aide de ce lemme, on démontre :

Tatorkme. 8 une surface du deuxiéme ordre passe
par un systéme de pdles harmoniques d’une surface
donnée du deuxiéme ordre, elle passe par une infinité
de ces systémes.




