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RESOLUTION GENERALE DES EQUATIONS NUMERIQUES;

METHODF GRAFFE}

D’aprts M. ENCKE,
Professeur, directeur de ’Observatoire, secretaire de ’Academie des
Sciences de Berlin.

(Journal de M. Crelle, t. XXII, p. 193; 1851.)

L’Académie des Sciences de Berlin avait proposé pour
question la résolution géuérale des équations numéri-
ques. Le prix fut remporté par M. Graffe, professeur a
Zurich. Le Mémoire couronné a paru sous ce titre :
Die auflosung der hoheren numerischen Gleichungen,
als beantwortung einer von der Konigl. Akad. de
Wiss. zu Berlin aufgestellten Preisfrage; Zurich, 1837 :
Résolution des équations numériques supérieures; ré-
ponse & une question proposée par I’Académie royale des
Sciences de Berlin.

Dans cet ouvrage, l'auteur forme une seconde équa-
tion dont les racines sont des puissances trés-élevées des
racines de l'équation donnée, et les coeflicients de cette
seconde équation servent a faire connaitre simultanément
toutes les racines réelles et tous les modules des racines
imaginaires, et ’on montre aussi la maniére la plus
simple de former cette seconde équation.

Cectte nouvelle méthode de résolution se recommande 4
un haut degré , parla généralité, la riguecur ct la briéveté.
Elle est directe, n’ayant besoin d’aucune autre espéce
d’essai; elle ne conduit jamais a des équations plus dle-
vées que la proposée, et, d’aprés un procédé toujours lec
méme, n'exige jamais de calculs impraticables. La na-
ture des racines, le nombre des imaginaires, nc sont pas
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des obstacles; cllc donne toujours des résultats que
la plus simple substitution permet de contrdler. Ce
procédé est tellement court, qu'on peut déterminer
toutes les racines d’une équation du septiéme degré
ayant six racines imaginaires, dans l'espace de deux a
trois heures, avec I'approximation que permettent des
logarithmes a sept décimales.

Le Mémoire de M. Encke, auquel appartient I'appré-
ciation précédente du travail de M. Graffe, en fait unc
nouvelle exposition et le compléte, en ce sens qu’il in-
dique les moyens : 1° de calculer, non les modules, mais
les racines imaginaires mémes, par une méthode simple
ct rigoureuse; 2° de faciliter les procédés lorsque, les ra-
cines étant trés-rapprochées, des puissances élevées nc
suffisent pas pour les séparer suffisamment; 3° d’approcher
des véritables valeurs, avec un degré quelconque d’ap-
proximation.

1. Prosrime. Former Uéquation aux carrés des ra-
cines d’une équation donnée.

Solution. Soit I'équation
(1) " AT - Ayt -+ A, =0,
(0(,, @yy Xyge vy au)'

Faisant x* =y, les termes de degré pair ne renferment
que y, ct les termes de degré impair renferment cn-

core \y ; faisant disparaitre le radical, on obtient

’Y""" Ai‘ |},n—l+ A: ]~n~2__ A; J-n~3+ A: J,n—(+ .

+ 2A, — 2A A, -+ 2 A,A,; — 2A,A,
—+ 2A, — 2A A, 4 2A,A,
—+ 24, —2A,A,

-+ 2 A

La loi de formation est évidente.

== 0.
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Corollaire. En suivant la méme loi, on peut former,
avec I’équation (2), une troisiéme équation dont les ra-
cines sont les quatriémes puissances des racines de 1'¢-
quation (1), et en continuant de méme, on peut parvenir
a une équation ayant pour racines la puissance d’indice
27 des racines de la proposée; p est un nombre enticr
positif.

Premier cas : Toutes les racines sont réelles.

Les équations aux puissances paires des racines, n’ayant
que des racines positives, ne présentent que des varia-
tions.

Soit donc I'équation suivante, celle des racines ¢le-
vées a la puissance 27 =g,

" — P+ Pt L A (— 1P, = 0;

donc

Supposons que les racines «,, oy,..., a, soicent rangécs
par ordre décroissant de grandeur absoluc; il est évident
que ¢ allant en croissant, on pourra enfin négliger les

valeurs de 2f.2%,..., relativement 4 2, ¢t I'on aura
Po= 73
d’onr, pour une premiére approximation,

1,:'(/}?,;
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le signe se détermine facilement d’aprés les limites con-
nues des racines positives et négatives.
On aura, par la méme raison,

d’ou

«¢ qui donne une valeur approchée de «,, et ainsi pour
les autres racines.

Pour connaitre la valeur de ¢ qui permet de négliger
dans chaque coeflicient P, , tous les termes en comparaison
du premier, il faut calculer le méme cocfficient T, pour
une valeur ¢’ > ¢; on devra avoir sensiblement

= 4 logP, ¢
q 1
\/P' \/P' ’ log P’ q

R

lors done que les logarithmes des deux cocflicients des
mémes puissances dans les deux équations correspon-
dantes a g et ¢, sont sensiblement dans le méme rapport
(ue ces puissances, on peut s'cn tenir au premier terme
dans chaque coeflicient. Ce méme critérium subsiste si,
au licu de procéder par carrés comme ci-dessus, on pro-
cédait par cubes.

Voyons combien il faudra d'opérations, en allant
par carrés : soient (o3 a,)7, (24 @y oty)7, (o4 gy 04)7,
(otyotg oy oy oy )y (otg oy g oy 2y 26)7 (*) cing coeflicients
consécutifs; dans I'équation suivante, le coefficient de la
méme puissance de I'inconnue que (o s 25 2,)7 dans la
précédente, sera

q 2 2 9 1 .01 ,.90 9.9 9
2¢ %2 o
(o:.az,ot‘at,) 2a’a e a0 420 2, e @, oy

(*) Tes paventhéses representent des sommes
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en ne prenant que les termes qui fournissent les plus
grands produits; pour que ce terme s¢ réduise au pre-
micer, & la cinquiéme décimale preés, il faut que Pon ait
1,501

/ , °q
(7 @ @, )1 >> 2000002 "0 T ‘.

d’ou
N 5,30|o§.

log =

Ol'—

bas

De la pou
“,
—~ =,1, on tiouve g= 128=0o,
%
%,
= 1,¢i, ontrouve g = 1227 < 2",
7, 4
— == 1,001, onlrome ¢ ==12215<_"2,
-4

%y
ct pout des valeurs plus grandes de = , un nombre d’autant
@,

moindre d’opérations.

Généralement, on n'aura donc besoin que de sept
opérations; et pour des rapports de racines aussi rappro-
chées que 1,01, 1,001, on n’aura que onze a quatorzc
opérations,

En général, calculant avec cinq décimales , on trouvera
la valeur de la racine aprés I’extraction de la racine d'in -
dice ¢, avec une approximation siire jusqu’a la cinquiéme
et souvent jusqu’a la sixiéme décimale.

Lorsqu’on est parvenu a une valeur approchée a la
cent milliéme partie prés de la valeur totale, on peut cn
toute sireté se servir du théoréme de Taylor ou de la
méthode d’approsimation de Newton; car I'incertitude
de ces méthodes existe seulement lorsqu'une valeur



(86 )
approche non-sculement d’une racine, mais de plusieurs
racines, et de trés-preés.
Soit x (o) une valeur approchée, on a donc

flr)==a] +A %" +... 4+ A =o0, apeuprés;

représentons cette valeur de f(x,) par [x!],

l (r .
Slay + b z) = fx,) +£{—r‘ Az,+...= 0, environ;
arx,
dfx,

kN e = nx: + (7 — 1) A, r'(j“'-!—(n —2)A,xz‘ ...
ad ]

Représentons cette valeur par [ nx:] ; on a donc approxi
mativement

A n
24 Alogx, = — [x“]l
x, [nxt]

M,

M est le module du systéme tabulaire, etV'on a
log M = 9.6376743.

On obtiendra ainsi, rien que par la substitution de x,
dans 'équation , la valeur de A log x,, et par conséquent
celle de log xy+ A log xy , seconde valeur approchée du
logarithme de la racine.

Deuxiéme cas : Toutes les racines sont imaginaires.

"Tout facteur réel du second degré, ayant deux racines
1maginaires, peut étre mis sous la forme
!+ 2¢ cosg + g7,
ou g est le module; I'équation qui a pour racines celles

de la premiére équation élevées a une puissance ¢, aura
un facteur du second degré de la forme

T+ 2g7¢c08¢ 9.2 4 gU.

Soient w = f, 287 cos ¢ = f,; selon les valeurs de ¢,
/, peut aller en augmentant ou en diminuant, excepté
pour le casspéeial ot g9 est un multiple de 73 alors
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f, =2 g7t le facteur devient (x +- g7)*, ¢t on renwre dans
le cas des racines réelles égales: dans les autres cas,
f, varie de grandeur et de signe.
Soient

4 fr+g, v+fle+g", 2+fr+g"4.. .,
les n facteurs réels du second degré de I'équation; elle
scra de la forme

e flat (8 U D)2 1+ S D)
MR A
F(lggr g 4 (g g S S
2902, gm—z) D]

+g o', ,g("--')f =o0;
les crochets indiquent des fonctions symétriques, les
puissances de degré pair renferment les f'en nombre pair,
ct les puissances de degré impair, des /' cn nombre im-
pair.

Pour passer de cette équation a celle qui a pour raci-
nes x7, il suffit de changer les f en f; etles g en g7, ct
désignons cette nouvelle équation par (2).

Soient g >¢', g'>g", 8" > &", etc.

Considérons dans I'équation (2) les coeflicients des
puissances paires : d’abord le coefficient de x*"=* ;' ¢ crois-
sant, [ g%7] se réduira a g*7; le terme [ f, f,] cst plus
petit que 4[g7g'7]; par conséquent, le coefficient de

22 finira par étre moindre que g*7+ 4g7g'7. Le se-
cond terme de ce bindme disparaitra devant le premier
lorsqu’on aura

g >4 €/4 ’
inégalité qui s’établira toujours, cn faisant croitre ¢;
par exemple, pour ¢ =128, on a

128 /7
\/ = 1,011.
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Ainsi, dés que g surpasse g', le coeflicient de x*"~* se ré-
duit 4 g27; les mémes raisonnements montrent que ¢
allant en croissant, les coeflicients des puissances succes-
sives paires tendent vers g7, g27 g'%1, g% g'21 2”21  etc.

Ces raisonnements ne s’appliquent pas aux coefficients
des puissances impaires, parce que les premiers termes
conticnnent en méme temps g et f, de sorte que ces
coeflicients n’ont pas de limites déterminées; mais les
coefficients des puissances paires suffisent pour faire con-
naitre les divers g: ainsi le coefficient de x*"~* donne
g*7, celui de x?"~* donne g*7 g'*7; donc

g”’/ = 52;—(2’17

ct ainsi des autres.

Le facteur trindme x? + 2 g cos ¢ + ¢* donne

r=r(coso + ising), ol i=y—I,

et g est remplacé par r; on substitue cette valeur dans
I'équation

.l‘“’ +A|x1"_l + A‘x.'u—'z + + Am = 0;

’

on obtient deux équations

= 2 AyyprPcospy, o= 2 Apprtsinpo;
(U 0
la sommation se rapporte a p.
Multipliant la premiére équation par cosn¢, et la se-
conde par sinng, et les ajoutant, et ensuite multipliant la

premiére équation par sin ng, et la seconde par cos n¢,
et retranchant, il vient

0—2 A, ritPeos{n—plg, 0:2 A p 7l sin(n—p)g;
faisons

Ayt Apgr= 0 =0 Ag— A rm I = gy ()5

) Ne pas contondre cette lettre g avee celle qui a cteemployée ci-dessus
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les deux équations, aprés les avoir divisées par r?*, de-
viennent

Enﬁpcos(n——l’) =0, V7"“'“(”'_1))‘?2

ek 1P
On convertit les multiples des sinus et cosinus en puis-
sances, d’aprés la méthode connue; on fait

t= —2rcosg,
et 'on parvient a ces deux équations :

T, —r*Tpo4+rTye —rTy i +r*Tp,+... =0,
Too— Ty + 1" Tpey — Ty + Ty +... =0,

(A)
ou

n-—l*—-pt"_ﬁtn_ +ﬁ tn—z_p‘stn——:._'_ (~~I pny

Tn-l-—'}'t"_ ‘-'}’lt"_l-,"}’zts——v‘;t"—s (— I)"'H'y,,

Troa== nBtr2— (n—1) B t" 4 (n — 2) B t" ...,

Ty = (n— 2)7 00— (1 — 3) 1" - (n — ) =, .,

T,,_,:—_:[rz(n—3)f3t"—‘—(n—1)(n—4) Ben—
+(n—2)(n—5)Be. ],

Tams = ——{(n—3) (n — §) 7" — (n—§) (n — 5) g==s...],

Thee =

3[11(;2-—4)(13— 5)pen—e
—(r—1)(n—05)(n -—6) Bier—...],
Too, = ——.é:é[(lz—4)(n—5)(n—6)7 1=
— (=)0 =6) o=
Tpes = ;T;f3—.4[”(” —5)(n—6)(n—r7)pet**
—(n—1) (= 6) (n— 7) (n — B0,

Tooy = 72‘_.37‘[("_5) (n—6) (n— 1) (n — 8) g £~

1.2,

La loi de formation est évidente.
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Si dans les valeurs des f etdesy, ctdansles équations (A),
on remplace r par la valcur trouvée de g, la racinet,
commune aux deux équations (A), donnera la valeur ci-
dessus désignée par f; il faut donc chercher le diviseur
commun aux deux équations par voie d’élimination.

Le calcul numérique de I’élimination s’opére facilement
i Paide des Tables de Leonelli dites de Gauss.

Soient les deux équations

24 A" Ayt - L+ A, =0,
z" 4+ B z" '+ B,a"?+ ... +B,=o,

on cn tire
(p) 2z"'(A, —B,)+2""}(A,—B,). .A,—B,=o;

remplacons tous les coefficients A,, A,,..., A,; By,
Bs,..., B,, parlcurs logarithmes, représentons-les par
@y, Asyeeny a3 byy bey..., b, et écrivons
X @ - a, 2. ya, et x4 b v - byt by
la différence, en ayant égard aux signes, donne

(@ —b)a" ' 4 (a,+ b)) z"2,

Mais @, — b, ou b, — a,, au moyen des Tables de
Gauss, fait trouver log (A;—B,);deméme, log (A,—B,),...:
on a donc de suite I'équation (p) de degré n—1. Silon
a unc seconde équation de ce degré, on en déduira une
autre de degré n— 2, et de la méme maniére; il faut
sculement faire attention : 1 & donner au premier terme
pour coeflicient 'unité, ce qu’on obtient en retran-
chant du logarithme de chaque coeflicient, le logarithme
du coeflicient de ce premier terme; 2° & donner aux loga-
rithmes les mémes signes qu’ont les nombres. On voit que
Pélimination se réduit & une suite de soustractions.

I'roisi¢me cas : Racines imaginaires et racines réelles.

[’autcur démontre que la méthode donnée ci-dessus ,
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pour trouver les facteurs trindmes a racines imaginaires,
est encore applicable de méme a la recherche des facteurs
trindmes 4 racines réelles; or toute équation de degré
pair est décomposable en facteurs trindmes, et si le degré
est impair, on le rend pair, en multipliant I’équation par
I’'inconnue; donc la méthode développée subsiste pour
toutes les équations.

Pour les développements et les discussions ultérieures,
leur étendue nous oblige de renvoyer au Mémoire de
M. Encke.

Nous donnerons incessamment des applications numé-
riques calculées par M. Koralek.



