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DE

MATHÉMATIQUES.
COORDONNÉES OBLIQUES;
. D'APRÈS M. BALTZER,

Professeur au Gymnase de Dresde.

(Journal de M. Crelle, t. XLVI, p. I/J5; i853.)

A. Coordonnées obliques; points et droites dans le plan.

1. Notations. x, abscisse ; y, ordonnée ; r, distance du
point (Q) à l'origine O; xr, angle que fait la direction r
avec x positif, l'angle étant compté suivant un sens déter-
miné ; de sorte que

angle rx -+- angle xr = o, sin rx -+- sin xr = o,
cos rx — cos xr = o.

2. THÉORÈME. Dans un polygone fermé, un coté est
égal à la somme algébrique des projections des autres
cotés sur ce coté. — Théorème fondamental qu'on doitr

je crois, à Carnot.

3. D'après ce théorème et cette notation, Ton a

(1) /• = xcosxr-)-ycosyr, t

r cos xr =z x -h y cos xyy

r cos/r = x cos xy H- yy



( 6 )
d'où l'on tire

, 2 x x-h ycosxy __xcosxy-t-y
' cos .rr cosjr

(4) r2 = x1 + 2xj cos JTJ H- j 2 ,
, ̂ . cos xr — co%yr cos # / _̂  cos/r — cos xr cos a-/ sin*.zy
(5) - _ _ = - 7 ~ '
( 6 ) sin2 xy = cos2 xr — 2 cos xr cos yr cos xy H- cos2 yr.

4. Angles d'une droite avec les axes. Le rapport x \y
est constant pour tous les points de la droite OQ -, ainsi

est l'équation de la droite.
Nous désignons par {fg) la direction de la droite; si

l'on a
r x y

alors, à cause de Péquation (4)>
P2 = ƒ2 + 2 ƒ# cos xy -+- g\

et
ƒ-f-g cos .ry fcosxy-+-g

cos AT cos/r r

ce qui donne les angles xr, yr, que fait la droite avec les
axes.

5. Normale. Soient gx — fy — h l'équation d'une
droite, gfx—ffy = o l'équation de la perpendiculaire
abaissée de l'origine sur la droite, et n la longueur de
cette perpendiculaire. On a, d'après le théorème (2),
.r, y étant un point situé sur la droite donnée,

x cos xn -h y Qosyn — n ;

équation qui doit être identique avec l'équation de la



• { 7)
droite donnée, donc

s —f h ng — nj
—Ë—== ±_- = _9 cosje/i = -~-> cosyn — ——;
cos xn cos yn n n n

l'équation (5), appliquée à la normale, donne

cos xn — cosyn cos xy cosyn — cos xn cos xy sin*x/

f - y - ~ - »
ou bien

g 4-ƒ cos xy __ ƒ-+- gcosxy _ h sin*xy
7 ~ ~ f " " « P' '

ou
p" = ƒ'* -+•*/'g' cos xy -t- g'2 ;

et l'équation (6) donne

— sin^xy = g2 -f- zfgcosxy -f-y*2 = p%
«2

d'où

n sin jry '

et réciproquement, les deux directions (fg) et (f'g7)

sont normales l'une à l'autre, lorsque

6. Angle de deux droites. Soient les droites
gx—Jy = o, grx—ftyzzzzo^ x, y un point de la
première droite; x\ j r ' un point de la seconde droite;

r2 = x1 -h 2 xy cos xy -f- J% r'* = x'7 -+- 2 / ƒ ' cos xj -f- j ' 2 ;

on a
r' cos rr' = x1 cos x/- -f- y' cos yr ( théorème 2),

et, à l'aide de l'équation (3),

(7) rr' cos rr' = x'x + ƒ'ƒ"+"(*'ƒ-+• r'#) cosxj;

ou bien, à l'aide de l'équation (5),

sin2xy cos rr' =r cos xr cos xr' -h cos jrcos/r'
\ 1 I — ( cos ̂ -r cos jr' -H cosxr' cos/r')cos.rj,



( 8 )
on a

x y r x' y' r'
OU

p' = ƒ> -f. 2/g cos #j H- g\ p'2 =f'2 ~h if' g cos xy + g» ;
substituant, dans l'équation (7), on trouve

pp' cos rr' z=ff' 4- ^ ' 4- (/^ H- g/') cos */.

On parvient au même résultat en substituant, dans
l'équation (7), ayant égard aux équations (3),

f-\-gcosxy fcosxy-+-y
cosorr cos/r l

cosj'r '

faisant rrf = -<> on revient à la formule des directions

normales.
7. Distance au une droite à l'origine. Soient l'équation

de la droite gx —f y = h ; n la distance de cette droite à
l'origine^ on a,somme ci-dessus (§ 5) ,

h sin xy
n = •

P
8. Distance d'une droite à un point quelconque. Soient

la même droite et un point [xx , , / i ) , et nY la distance
cherchée \ on trouve facilement

(A — gx{— fyt)sinxy
nx =

P

B. Pointsy droites, plans dans l'espace.

9. Notation.
coordonnées des points R ; OR = r.



(9) •
10. On a

) r = x cos xr -+-y cos yr 4- z cos zr^

r cosxr = x 4-y cos x/ 4- z cos zx

r cosjyr = x cosxy -+- y -h z cosyz

r cos zr = x cos zx 4- y cos rz 4- z

[théorème

delà

(3)

j ? 4 - / cos x j 4- z cos zx
cos xr

x cos x/ 4- y 4- z cos /z
""" cos yz

x cos zx -h y cosyz 4- z

cos zr

Les équations (î) et (2) donnent

(4) r* =z x* -{-y7-+- z*-t- 2.xy cosxy 4-2/zcos/z -+- 2Z.ZCOSZJ\

On déduit, des équations (a),

sin2/z cos xr — 7 cos yr — p cos zr

(5)

OU

sin2 zx cos j r — a cos zr — 7 cos xr

sin2 xy cos zr — p cos .rr — a cos yr §2

a = cosjz — cos zx cosyz,
p = cos zo? — cos xy cosyz 7

y =r C0SJ7/ — COSyz C0SZ07,

§ cos/z cos zx — cos2xy — cos2/z — cos2 zx.

Substituant pour x, j , z, r, leurs valeurs proportion-
nelles dans l'équation (1), on obtient

(6)
l = sin2 yz cos2 xr 4- sin2 z# cos2 y r 4- sin2 o.̂  cos2 zr

— 2 7 cos xr cos yr — 2 p cos zr cos #>• — 2 a cosyr cos zr.



( \
/

Dans le trièdre formé par les axes, soit

X l'angle dièdre opposé à yz,
Y l'angle dièdre opposé à zx,
Z l'angle dièdre opposé à xy,

on a (Trigonométrie sphérique)

a = sin zx sin xy cos X,

( 7 ) p = sin xy sin yz cos Y,

7 = sin yz sin zx cos Z ;
2 = sin2 ẑ c sin3 xy sin2 X ,

= sin*xy sin2jz sin2 Y,

= sin2yz sin2 zx sin2 Z,
1 # x

= 4 s i n "" (̂ T -h 72; -f- ẑ r) sin - (xy -+- yz — :
2 2

• l • x

sin — (^3 -f- za? — 07j) sm ~ (zx -h xy — j
2 2

tic là
cotX cotY cntZ 1

a p y â
\i. Volume du parallélipipède des axes. Si l'on

prend, à partir de l'origine, une longueur égale à l'unité
sur les trois axes, et qu'on achève le parallélipipède, le
volume est égal à d \ élevant à l'origine les droites xf, y\ z'
respectivement perpendiculaires aux plans yz, zx, xy,
on aura
(9) 3 = sin xy cos zzf = sin yz cos xx' = sin zx cos yy'.

12. Par le point R, menons un plan perpendiculaire à
OR ] soient K, L, M les points d'intersection de ce plan,
avec les axes x, y, z : on a

KLM cosxr = OLM cos.r'.r, etc. ;
d'où

MK.
cos xr cos yr cos zr



et de là, au moyen de l'équation (9),

0 J L M — 0 M K _ OKL _ KLM
*! l' sin yz cos xr sin zx cosyr sin xy cos zr <î

Cette équation, combinée avec les équations (6) et (7).

donne

KLM' = OLM' 4- OMK2 + OKL2

( 1 2 ) — 2.OLM.OMK . cos Z — 2 OMK.OKL. cos X

— 2.0KL.0LM.C0SY;

on a

d'où

(i3)

X

x cosx

CQSX'

cos

'x
r

X1 X

y
c

= r cos x'

cos yf y
os Y' r

r, etc.;

z cos z' z

cos z' r

Les accents désignent, comme ci-dessus, des perpendicu-
laires aux plans coordonnés.

13. Équation d'une droite

x y z
f~~g~V

•
ƒ, g, h donnent la direction de la droite, et nous dési-
gnons une telle droite donnée de direction par (fgh).

14. Angles d'une droite avec les axes.
Si l'on a

x y z

on aura , d'après l 'équation (4) ,

f' = ƒ 2 + g2 H- h2 -h 2. f g cos xy 4- 2 #/* cosjrz -+- 2 /(/cos zo? ;

e t , d'après les équations (3) ,

ƒ -+• g cos 27 -f- h cos zor __̂  ^ -h /* cosjz + ƒ cos xy
cosxr cosyr

h -\-f cos zx -f- g cos j s
cos z/1 P#



15. Equation d'un plan. Soit un plan perpendicu-
laire en R sur OR et 0R = /^ soit R' un point quelconque
du plan ayant les coordonnées x, y', z': projetant ortho-
gonalement sur OR la ligne brisée OP'Q'R' formée par
les coordonnées de R', on a

x' cosxr -f- yf cosyr -f- z' cos zr = r

pour équation du plan.
Ainsi, si l'on a pour équation d'un plan

kx -f-Bjr-f-Cz=r D,
alors

A __ B __ C D
cosxr cosyr cos zr r

où /' est la distance de l'origine au plan, xr l'angle de Taxe
desx avec cette distance, etc. Nous désignons par (ABC)
un tel plan donné de direction.

Si (fgh) est la direction de cette normale ;*, on a , d'a-
près les équations (5 ) ,

Asin2jz— 7B —pC __ B sitfzx —- aC — 7A
7 "- g

et, d'après l'équation (6),

D
— = A2 s in 2 / s H- B2 sin2 zx 4 - C - sin2 xy

— 2 AB 7 — 2 BC a — 2 CA (Ö = cr,

D

16. Condition pour quune direction (fgh) soit con-
tenue dans un plan (ABC).

— = — = ~ , équation de la droite,
/ g h

kx -+- liy -h Cz = o, équation du plan;



on a, pour équation de condition,

17. Condition pour que deux directions (fgh), {f'g'h')
soient dans un plan (ABC).

- — - = - , équation de la première direction :
f g h

X Y Z
—f z= —f — — > équation de la deuxième direction;

J Ö
Ax -h Bjr -f- Cz = o, équation du plan ;

on a
gh'-fh hf -h'f^fg'-f'z

A B C
18. Condition pour quune direction (fgh) soit dans

deux plans (ABC), (A'B'C).

Kx -f- By + Cz = o |
. _ ?, équations des deux plans*,

A ' J + B ' J + C'ZZZO y l 1 '
-== —= T» direction:
/ g" /'

BC/ — B'C_CA' — C r A_ AB'— A'B
_ _ _ ^ __ _

19. Condition pour quune direction (fgh) soit nor-
male à un plan (ABC). La direction (fgh) est perpen-
diculaire au plan (ABC), lorsque (§15)

Asin2jrz— yB — pC _ Bsin2zx — g Ç ~ - 7 A
_ 7 - _ - -

C sin2 xy — p A — aB «îa-

ou bien encore, ayant égard aux §§ 14 et 15,

ƒ-h g cos xy -f- h cos zx g -f- h cos yz -f- ƒ cos xy_ = _

^ -f- ƒ COS 207 -f- g COS^Z S



( ' 4 )
d'où Ton tire

les valeurs de p, a, $ sont données ci-dessus (p. 9 ,11, 12).
20. Condition pour qu'une direction (fgh) soit nor-

male à la direction (f1gfh').
Il faut que la direction (f g'h') soit dans le plan nor-

mal à la direction (fgh)\ donc, ayant égard aux §§ 16
et 19,

/ ' / + g*g -4- h'h -h (f'g -h fg') cos xy
-+- (#'^ -+" gh') c o s 7Z -H(/*'ƒ-{- hf')coszx = 0.

21. Condition pour qu'un plan (ABC) soit perpendi-
culaire au plan (A'B'C). Le plan (A'B'C') est perpen-
diculaire au plan (ABC) lorsqu'il contient la normale à
A BC 5 donc , ayant égard aux §§ 16 et 19,

A A' sin2 yz -+- BB' sin2 zx H- CC' sin' ,rj — 7 ( A'B -4- AB')
— a (B'C + BC') — p (C'A -h CA') = o.

22. Angle de deux droites.
Soient la droite {fgh) et la droite {f1 g'h')*, il s'agit de

trouver l'angle ROR'; on a
r' cos rr' =: x' cos xr -h y' cos yr -+- z' cos zr9

( 1 4 1 { / , , ,

( r cos rr = xcos xr -\-y cos y r -\-z cos zr'
x\ y', zf sont relatifs au point R'; d'où, ayant égard à
l'équation (i3),

cos xrcosx'r' cosyr cos y'r' cos zr cos z'r'

(.5)
cos rr =

cos.r,z: cosjrj •
cos xrr cos j ' r COS/A%' COS y'r cos zr'cos zf r

cos.r.r cosjrj' coszz'
ici xf,y\ zf sont des axes normaux aux plans yz, zx, xy
(§ H ) : éliminant, de l'une des équations (i4)> l e s cosi-
nus au moyen des équations (3), on a

/r'cos rr' = xx' 4- yy' -f- zzr -f- (xy' -\- x'y) cosxy
^ *' 1 -*-(yz'-l-y'z) cosyz-i-(zx'-\-z'x)coszx;



ou bien, éliminant des équations (i4), les r , y, s, r à
F aide des équations (5),

82 cos rr1 = 4- sin2 yz cos .zr cos xr ' 4- sin7 zx cos j r cos ƒ r '

4- sin2xy cos zr cos zr'

— 7 (cosorrcosjr' 4- cos.rr'cos j r )

— a (cos yrcos zr1 4- cos/r'cos zr)

— £ (cos zr cos xr' 4- cos zr'cos .rr); (*)

or,

f g

donc, d'après l'équation (16),

pp' cos rr' =//'-+• gg' -h M' H- {fg' 4- g/ ' ) cos xy
_f_ (g-^ + ^ ' ) cosyz 4- (A/' -+-ƒ/*') cos zx.

Si cos rr r = o, on revient au résultat du § 20.
23. Jngle de deux plans (ABC) et (A'B'C) .
Soient 71 et r' les perpendiculaires respectives à ces

plans ; on a

A B __ C a

cos .zr cos yr cos z/1

A' B' C'
cosxr' cos/r' cos zr' ^^

de là et de l 'équation (17), on tire

era' COS rr' = A A' sin3 yz -h BB' sin2 zx -h CCr sin2a:/
— 7 ( AB' -h A'B) — a (BCr H- B X ) — p (CA' 4- C'A).

24. Jngle d'une droite (f g'h') avec le plan (ABC),

( * ) Les formules ( i5), ( 16), ( 17 ) et la méthode pour los trouver, sont
de M. Sturm. (GERCONNE, Ann., t. XV, p. 33o. )



( i 6 )
Soit (fgh) la direction normale à ABC (§ 15),

A __ B __ C _ g
cos xr cos yr cos zr §

x' _f __z r'

par conséquent, d'après l'équation (i4)9

^-cos/r' = A ƒ ' -f-

25. Distance d'un point à un plan.
r, distance; Ax -h B j -h Cz = D, équation du plan;

•ri ? J\ •> z\ ? coordonnées du point ;

26. Si Ton a

^r — g-* = F ,
/z — hxz=G,

où F, G, H sont des constantes qui déterminent la po-
sition, tandis que ƒ, g", h donnent la direction d'une
droite; si l'on a

cette droite est évidemment dans le plan

27. Condition pour qu'une droite soit contenue dans
un plan.

Soit la droite donnée par les équations du § 26 et

Bj-f-Cz== D, l'équation du plan,

le plan

" ( S* ~ fy — H ) = hy — gz — F,



où y est un paramètre arbitraire, contient la droite*, iden-
tifiant, on a

(; ^ vf _+. A _ i _ <' H -- F

d'où
AH — CF BF — AG CG — BH

D _. ~ = ,
8 h ƒ

28. Condition pour quun point et une droite soient
dans un plan.

Équations de la droite et du plan comme au § 27, x^
ji, Zi coordonnées du point^ on a

Ar. — g?» ~ F _ A — h x x — G = gxt — / r , — H
A "~ B 7* C

"" D

29. Condition pourqu un plan contienne deux droites
parallèles.

On aura
* ( S * - / r - H ' ) = / i j r — s « _ F ' ;

les accents se rapportent à la seconde droite parallèle à la
première, d'où

('(H7 — H)= F' —F,
F' — F _ G' — G __ H' — H __ HF1 — H'F

Â ~ ~ B "~ C "" ^D '

et, au moyen des relations ci-dessus.

HF — H r F_FG f — F ' G _ G H ' - - G ' H •
g *- h ƒ

30. Condition pour quun plan contienne une droite
et soit parallèle à une autre droite.

La droite (efg) est contenue dans (ABC), donc

Ann. de Mathêmat., t. XIII. (Janvier 1854 )



la droite {f g'h') est dans le plan (A'B'C), donc

mais ces deux plans doivent être parallèles, d'où

A/_A B^B A_gh'~g'h B _hf- h'f
C'-C' C'-C' C fg'-fg' C~ fg'-fg'

H * - F
p _ C _ F/' + Gg' + HA'p
c~ g . ~ fg'-fg

car

D' F'/H-G'g+HVt
c ~ /'g-g'/

31. Condition pour que deux droites soient dans un
même plan.

Il faut que les plans (ABC), (A'B'C') se confondent^
donc

D _ D '
C~"Cf''

ou bien
F/ ' + F ' / + G^ -H G'gr 4- H A' + H' A = o.

32. Distance d'une droite à un plan parallèle à cette
droite.

Soient (fgh) la droite, (ABC) le plan, et (A'B'C) le
plan passant par (fgh) et parallèle à (ABC) ; la distance
de (ABC) à (A'B'C') est la distance cherchée-, or cette
distance est

( D - D ' ) - , et D' = A H "" C F (§§27 et 29),

donc la distance cherchée (§ 25),



33. Plus courte distance de deux droites non dans un
même plan.

Soient (fgh), (f'g'h') les deux droites, (ABC), (A'B'C)
deux plans parallèles, le premier passant par (e/gr), et
le second par (ef f'g!)\ la distance de ces deux plans est
la distance cherchée : donc

donc

* = ( F / ' -+- F ' / +• Gg' -4- &'g + H h' + H' A) *•

34. Distance d'un point à une droite.
Soient Xi, yt, ^ t les coordonnées du point, (fgh) la

droite, (A'B'C7) un plan passant parle point et la droite}
on a donc

hys — gzy — F _fzx — hx, — G _ gjr, —./r, — H
A ~ B' ~~ C'

Soit (f g'h') uue perpendiculaire au plan (A'B'C') ;
on a (§ 19)

A ' s j n 2 y s - . y B ' - - f t C ' __ Brsin2zx — aC' — 7A'

^ /— p A ' ~ aB'

Soit (ABC) un plan passant par (fgh) parallèlement
à (f'g'h*), on a

gh'-g'h hf -h'f M -fg vf
A B C D '

5 = (D —Ax, —Bri-^Cz,)* (§25);

on met pour A, B, C, D leurs valeurs proportionnelles.
35. Distance des deux parallèles (fgh), (f'g'hf).

2.



Soit (A"B"C") le plan passant par les deux droites,

.on a

A" ~ B' ~ C" (*m>'

Soit {f"g"h") une perpendiculaire au plan (M'WC"),
on a

A" sin2 yz — 7 B" — p C" _ B" sin2 ar — g C7/ — 7 A"

ƒ" ~ *

Pour (ABC) passant par (fgh), et pour (A'B'C) passant
par (f g'h1), tous deux parallèlement à la normale

gh''-g"h hf»—h»fffr-f"g F/̂
B C D

donc

1 = [ ( F - r)f" + ( G - G')s"-h (H - H') A"] -.

36. Une droite (fllgnh!/)passantparunpoint\x\yx zt)
perpendiculairement à la droite (fgh).

Soient (A'B'C) le plan passant par le point, et la droite
(fgh) 5 on a

HYX — gz{ — F __ fz{ — hx{ — G _ gxt —fyt — ïï.
A' "~ B' ~~ C '

le plan (ABC), perpendiculaire à (fgh), donne

f - h g cos xj -\- h cos ZJC £ -+- h cos j z H- f cos .r/
A "" B

h ~\rf COS ZX - h g' COS/2
= _ ,

d'où
BC' — B'C _ CAf — C'A _ AB' — A'B

ƒ" ~ g" ~ h*



37. Une droite (f"g(lhfl) coupant normalement les
droites parallèles (fgh), (f'gfhf).

Le plan (A'B'C) des deux droites parallèles donne

F' — F __ G' — G __ H' — H _ H F ' —H'F.

le plan (ABC), perpendiculaire à (fgh)^ donne

f -h g cos xy -h h cos zx g -h h cos yz -\- /cos xy

h +y*cos za: -}- ̂  cos^-s

d'où
BĈ  — BrC _ CAr — ĈA _ AB' — A;B

r ~~ ? "" ^ '
la droite (f"g"h") est dans (A'B'C') si l'on a

. A'ET-C'F"
D = ?

ou si

H" (F — F) — F" (H; — H) = £ (HF— H'F).
o

38. Droite (f'gf'h11) normale aux deux droites (fgh)y

C/VA').
Le plan (ABC) contenant les deux directions (fgh) et

^ ~ tfh __ hf - h'f_fg'-fgm

A B ~~ C '

(f'g"hrf), normale à (ABC), donne

Asin2jz — 7B— pC Bsin'zjr-— aC
JB - p

__ C sin2j:j -— ̂  A — aB
— p

Les droites (fgh) et (f g"hfl) doivent être dans un même-



plan; de même {j'g'h') et (f"g"hff) donnent
F"/-f- F / " + G ^ + G#" -+- H A" + hH" = o,
F * / + P / + GV + G'tf" 4- H"//-f- H'A'' = o;

et Ton a aussi

ainsi F/;, G';, H'7 sont connus, ainsi que ƒ", g", A'7.
Observation. Aucun Traité, à ce que je sache, ne

donne ces formules élémentaires d'une application si fré-
quente. M. le Dr J.-G.-H. Swellenbach, de Bonn, vient
de publier un ouvrage in-4° de 221 pages, sur neuf sys-
tèmes de coordonnées dont il étudie et compare les pro-
priétés. Nous y reviendrons.


