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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

COORDONNEES OBLIQUES;
. D'arnis M. BALTZER,

Professeur au Gymnase de Dresde.

(Journal de M. Crelle, t. XLVI, p. 145; 1853.)

A. Coordonnées obliques ; points et droites dans le plan.

1. Notations. x, abscisse; y, ordonnée; r, distance du
point (Q) a l'origine O; xr, angle que fait la direction r
avec x positif, 'angle étant compté suivant un sens déter
miné ; de sorte que

angle rx 4 anglezr = o, sinrz -+ sinzr —o,

COSrxr — COS xr —= 0.

2. Takorime. Dans un polygone fermé, un cété est
égal a la somme algébrigue des projections des autres
cdtés sur ce coté. — Théoréme fondamental qu’on doit,
je crois, & Carnot.

3. D’aprés ce théoréme et cette notation, I'on a

(x) r=2xcosxr -+ ycosyr,,

(2)

7 €0s xr = x -+ y C0S x¥,
7 COS yr == Z COS Iy + ¥,



(6)

d’ou l'on tire

x+ ycoszy xcoszy—+y
(3) = =,
cosxr cosyr
(4) r?= x* 4 2.xy cos xy + 3,
(5) COS&r — COS yr COSZY __ COS yr— COSZrcoszy __ sin’zy
\ = = >
x Y r

(6) sin’zy = cos*xr — 2 cos xr cos yr COS Ty - COS? y7.

4. Angles d'une droite avec les axes. Le rapport x:y
est constant pour tous les points de la droite OQ; ainsi

x

S
;:E, gz—f_y:o,

est I’équation de la droite.

Nous désignons par (fg) la direction de la droite; si
Pon a

e f 8
alors, a cause de I'équation (4),
¢ =f'+2fgcoszy + ¢,
et

fH+gcosxy feosay+g
cosxr cosyr

2

ce qui donne les angles xr, yr, que fait la droite avec les
axes. .

5. Normale. Soient gx — fy =h I'équation d’'une
droite, g’'x — f'y = o 'équation de la perpendiculaire
abaissée de l'origine sur la droite, et n la longueur de
cette perpendiculaire. On a, d’aprés le théoréme (2),
x, y étant un point situé sur la droite donnée,

X cOSxn —+ y cosyn —n;

équation qui doit ¢tre identique avec I'équation de la



(7)

droite donnée, donc

g _ —f _
cosxn  COSyn

—nf
ko

NN

rg
» coszn ==ty cosyn =

I’équation (5), appliquée a la normale, donne
COS 27 — COS Y1 COS LY __ COS YR — COS TR COS Zy __sin’zy

f/ gl _? 1]

ou bien

g+feosxy _f+ geoszy 4 sin*zy
fr - gl n P’
P”:f“"l" 2fl gl cos xy +glz;
et Péquation (6) donne

’

ou

k.
:7 sinfzy = g* 4 2 fg cosxy + f*=p?
d’ott

h P
rn_ sinxy’

et réciproquement, les deux directions (fg) et (f’g’)
sont normales 'une 4 I'autre , lorsque
g8 + [ +(fg' + gf') coszy =o.

6. Adngle de deux droites. Soient les droites
gx—fy=o0; gx—fy=o0; x, y un point de la
premiére droite; x’, y' un point de la seconde droite;
ri=x*+42zycoszy +y', r’*=az'*+ 22"y cos zy + y'%
ona

r'cos rr’ = x/ cos xr + y’cos yr (théoréme 2),
et, a I'aide de I’équation (3),
(7) rr'cosrr’'=x'x+ y'y + (2 y + y'x) coszy;
ou bien, a I'aide de Iéquation (5),
sin’zy cos 7’ = cos xr cos xr’' -+ cos yrcos yr'

(8)

— (cos yrcos yr' + cos xr’ cos yr') cos zy,



(8)
on a
S_g_¢ [ _§g_ ¢
—_—== -y —_——_— =
x y r x ¥y r

ou
pPP=S"4+2fgcosxy + g, p?=f""+2f" g cosxy+ g";
substituant, dans I'équation (), on trouve

pp’ cos 7' = ff' + gg' + (fg' + gf") cos zy.

On parvient au méme résultat en substituant, dans
Péquation (7), ayant égard aux équations (3),

S4+gceoszy fceosxy+y

’

cos zr cos yr
S g cosxzy  fleoszy+y'
cosz'r —  cosy'r T U7

- ™ . . . -
faisant rr' = -2 on revient a la formule des directions

normales.

7. Distance d'une droite & Uorigine. Soient I'équation
de la droite gx — fy = h; n la distance de cette droite a
Porigine; on a, comme ci-dessus (§ 5),

"= h sin zy
g

8. Distance d’une droite & un point quelcongque. Soient
la méme droite et un point (xy, y), et n, la distance
cherchée; on trouve facilement
(h— gzi— fr\)sin zy

p

ny =

B. Points, drottes, plans dans Uespace.
9. Notation.
OP=z, PQ=y, QR=3,

coordonnées des points R; OR =r.



(9) -
10. On a

r— 2 CoSxr-t Y C0s yr -+ z cos zr,
7 €COSZTr = & -}~y COS Xy —+ 2% COS 2T
rcosyr= x coszy +y -+ 2C08yz
7 COS zr = & C0S 2 — ¥ COS yz2 + 2

(1)
[théoréme 2 ];

(2)

de la

Z -y COS Ty -+ 7 COS 2T
cos zr
(3) _ ZCoszy +y+2c0syz
cos ¥z
_zeoswwAycosyz+z
cos zr

Les équations (1) et (2) donnent
(4) rP=ax*+y*+2z°+ 22y COSZY ~+ 2)2C0OS ¥z + 22Z COS 2.

On déduit, des équations (2),
sin®yz cos xr — ¢ cos yr — f cos zr
x

(5) sin? zr cos yr — a €OS zr — 7 COS 2T
Y

sin? Ly cos zr — P cos xr— a cos yr __ 9*
el —,

2z r

ou
@ == COS )z — COS 2Z COS Y3,
f = cos zz — cos zy cosyz,
7 = COSZy — COS ¥z COS 2T,
0%= 1~ 2 COS Iy COS ¥z COS 22 — COS* LY — COS* ¥z — COS* 2.
Substituant pour x, y, z, r, leurs valeurs proportion-
nelles dans I'équation (1), on obtient
(6) 0% = sinyz cos’ ar -+ sin? zx os* yr -+ sin® 2y cos’zr
— 297 €OS X7 COS)T — 2B COS 27 COS X7 — 2& COS YT COSTT



. (10)
Dans le triédre formé par les axes, soit
X langle diédre opposé a yz,
Y P'angle diédre opposé 4 zrx,
Z langle diédre opposé a xy,
on a (Trigonométrie sphérique)
« = sin zz sin xy cos X,
(7) B =sinzysin yzcos Y,
v =sin yzsinzz cos Z;
07 == sin® zz sin’ xy sin’X,
= sin’xy sin® yz sin’ Y,

= sin’yz sin*? zz sin* Z,

\8) e 1 R |
:4sm;(xy+yz+zx)sm-2—(xy+yz-——zx)

siné(yz+ 7z —xy)siné(zx—i—xy —z);
de 1a .
cotX cotY cotZ 1
= = p —_— 7 et §'

11. Polume du parallélipipéde des axes. Si Don
prend, a partir de I'origine, une longueur égale a I'unité
sur les trois axes, et qu'on achéve le parallélipipéde, le
volume est égal a &5 élevanta I'origine les droites a/, y’, 2/
respectivement perpendiculaires aux plans yz, zx, xy,
on aura

(9) @ =sinzy coszz’ = sin yz cos xx’ = sin zz cos yy’'.

12. Par le point R, menons un plan perpendiculaire a
OR ; soient K, L, M les points d’intersection de ce plan,
avec les axes x, y, z: on a

KLM cos r = OLLM cosz’z, etc. ;
d’ou
cos z'x cosy’ cosz'z
— Yy KL

(10) OLM. ——= — OMK, = .
COos xr cos yr COS zr

=KLM,



(11)
et de la, au moyen de I'équation (9),

OLM _ OMK _  OKL _ KLM
(1) sin yzcoszr _ sinzz cosyr  sinxy coszr  J

Cette équation, combinée avec les équations (6) et (7),
donne
KLM?* = OLM*® + OMK?+ OKL?
(12) — 2,0LM.OMK . cos Z — 2 OMK.OKL. cos X
— 2.0KL.OLM. cos Y;

on a
2 cos ' x = r cosx’ r, etc.;
d’ou

(13)

Les accents désignent, comme ci-dessus, des perpendicu-
laires aux plans coordonnés.
13. Equation d’une droite

rcosx'x ycosy'y zcosz'z
= = = =r

cosx’r cosy’r ~ cosz'r

z_ Y

od .
FTegT R
S5 8, h donnent la direction de la droite, et nous dési-
gnons une telle droite donnée de direction par ( fgh).
14. Angles d’une droite avec les axes.
Silon a

x _y . 2z -_

FTETaimr
on aura, d’aprés I'équation (4),
p=S+ g+ h* 4+ 2fg cosxy + 2gh cos yz + 2 hf coszx;
et, d’apreés les équations (3),

JS+gcosay 4 hcoszx _ g+ hcosyz—+ fcosay
cos xr - cos yr
_h+fcoszx 4+ geosys

COos 21



(12)

15. Equation d’un plan. Soit un plan perpendicu-
laire en R sur OR et OR =r; soit R’ un point quelconque
du plan ayant les coordonnées x', y, z’: projetant ortho-
gonalement sur OR la ligne brisée OP' Q'R’ formée par
les coordonnées de R/, on a

xz’ cosxr + y' cosyr 42z’ coszr = r
pour équation du plan.

Ainsi, si ’'on a pour équation d’un plan

Az +By+Cz=D,
alors
A _ B _C _D

— - — b
Cos xr Cosyr €os zr r

ou 7 est la distance de'origine au plan, xr’angle de I’axe
des x avec cette distance, etc. Nous désignons par (ABC)
un tel plan donné de direction.

Si (fgh) estladirection de cette normale , on a, d’a-
prés les équations (5),

Asin’yz— 9B —BC _ Bsin’zz —aC—qA
S g

__Csin’zy —BA—xB_ 9*D

- h T re

i

B
ct, d’apreés I'équation (6),
§2D? .
—— = A’sin?yz + B*sin*zzx + C’sin*xy
-
—2ABy —2BCz—2CA 8 =47,
D G

r 9
16. Condition pour qu’une direction (fgh) soit con-
tenue dans un plan (ABC).

x z . .
r=X_2 équation de la droite,

VAR
Ax + By 4+ Cs=o0, <¢quation du plan;



(13)
on a, pour équation de condition,

Af+Bg+Ch=o.

17. Condition pour que deux directions ( fgh), (f'g'h')
sotent dans un plan (ABC).

z z , . .\ .
7 =7 =7 équation de la premiére direction ;
g
z2_r_ —s équation de la deuxiéme direction;
fl ! h/

g
Az +By +Cz=o0, équationdu plan;
on a
gh' —g'h ' —Nf  fg'—fg
A B ¢

18. Condition pour gu'une direction ( fgh) soit dans
deux plans (ABC), (A'B'C’).
Az +By+Cz=o
ANz+By+Cz=o
z_ Y

z . .
— =% = —, direction;
fog ok

, équations des deux plans;

BC'—B'C CA'—C'A  AB — A'B
f = g = h )

19. Condition pour qu'une direction (fgh) soit nor-
male ¢ un plan (ABC). La direction (fgh) est perpen-
diculaire au plan (ABC), lorsque (§ 15)

Asin’yz—yB—BC__ Bsin’zz—aC— A
7 =
__Csinzy —fA—aB _ do
- h T ?

g

ou bien encore, ayant égard aux §§ 14 et 15,
S+ gcosxy + hcoszxr g+ hcosyz + fcoszy
A - B
__h+fcoszx4gcosyz 9
- C —f




(14)

d’ot 'on tire
Af+Bg+Ch=p3:

les valeurs de p, o, d sont données ci-dessus (p. 9, 11, 12).

20. Conrdition pour qu'une direction (fgh) soit nor-
male & la direction (f'g'h’).

Il faut que la direction (f'g’h’) soit dans le plan nor-
mal & la direction (fgh); donc, ayant égard aux §§ 16
et 19

, ffrgg+hh+(fg+fg')cosxy
+ (g'h+ gh')cos yz+ (A" f—+ hf")cos zx = o.

21. Condition pour qu'un plan (ABC) soit perpendi-
culaire au plan (A'B'C’). Le plan (A’B’C’) est perpen-
diculaire au plan (ABC) lorsqu’il contient la normale &
ABC; donc, ayant égard aux §§ 16 et 19,

AA'sin? yz + BB’ sin? zz + CC'sin*xy — ¢ (A’B + AB’)

— a(B'C 4 BC) — B(C'A + CA') = o.

22. Angle de deux droites.

Soient la droite ( fgh) et la droite (f'g'/'); il s’agit de
trouver 1'angle ROR’; on a
r'cos rr’ = x' cos xr + y' cos yr +- 2’ cos zr,

(14) rcos r'r = xcosxr’ + y cosyr' -+ z coszr’.
x', 3, 2’ sont relatifs au point R'; d’our, ayant ééard a
P’équation (13),

, __coszxrcosx'r’ cosyrcosy’r’ coszrcosz'r’
cos rr' =

cos xx'’ cos yy' - coszz
cos zr'cosx’'r cosyr’'cosy’'r coszr'cosz'r
~ coszx' cos yy’ coszz’

ici &', y’, 2’ sont des axes normaux aux plans yz, zx, xy
(§ 11) : éliminant, de 'une des équations (14), les cosi-
nus au moyen des équations (3), on a
(16) rr'cosrr’ = xx' 4 yy' + 28 + (xy’ + &' y) cos xy

+ (r7' 4 y'2) cos yz + (22" + 2’ x) cos zx;



(15)
ou bien, éliminant des équations (14), les x, y, 2, r a .
I'aide des équations (5),
81cos rr! = - sin? y z cos xr cos xr’ - sin® zx cos yr cos yr’
~+ sin?zy cos zr cos zr’

— o (cos xrcos yr' + cos zr' cos yr)

(17)
— a (cos yrcos zr’ + cos yr’ coszr)
— B(cos zr cos &r’ + cos zr’cosxr); (*)
or,
z y z r
== = -y
f &8 h ¢
x’ yV z/ rl
FEET T

donc, d’aprés 'équation (16),
pp' cos rr’ = ff' + gg' + ki + (fg' + gf' ) cos zy
+ (gh + hg')cos yz + (Af' + fh') cos zx.
Si cos rr’ = o, on revient au résultat du § 20.
23. Angle de deux plans (ABC) et (A'B'C’).
Soient r et r’ les perpendiculaires respectives a ces
plans;on a

A B C ¢
el = == =
cosxr  cosyr cos zr o
A’ B’ c’ o’
coszxr’  cosyr’'  coszr’' 4§’

de la et de I'équation (17), on tire

aa’ cos rr’ = AA'sin’ yz + BB'sin?zx -+ CC’ sin*zy
— 9 (AB'+ A’B) — «(BC'+ B'C) — B(CA’+ C'A).

24. Angle d’'une droite (f'g'h') avec le plan (ABC).

(™) Les formules (15), (16), (17) et la méthode pour les trouver, sont
de M. Sturm. (GerconsE, Ann., t. XV, p. 330.)



(16)
Soit (fgh) la direction normale 3 ABC (§ 15),
A _ B _C o
cosxr _ cos yr coszr o

—_—rm— s — o —

par conséquent, d'aprés I'équation (14),
%cosrr’ =Af'+Bg+CH.

25. Distance d’'un point & un plan.

r, distance; Ax +~ By +Cz =D, equanon du plan;
Ty Y1y B, coordonnees du point;

r=|(D— Az, —By,—Cz,)°
g

26. Sil'ona
gx—fr=H=H
hy —gz=PF,
Se—hx=G,

ou F, G, H sont des constantes qui déterminent la po-

sition, tandis que f, g, & donnent la direction d’une
droite; si I'on a

Ff+Gg+Hh=o,
cette droite est évidemment dans le plan
Fx+Gy+Hz=o.

27. Condition pour qu’une droite soit contenue dans
un plan.

Soit la droite donnée par les équations du § 26 et
Az +By+ Cz=D, VIéquation du plan,
le plan
v(gr—fy —H)=hy —gz—TF,



(17)
ou ¢ estun paramétre arbitraire, contient la droite; iden~
tifiant, on a
v of +L 1 vH—F

AT gB C Dg

’

dou .
AH—CF _BF—AG _ CG— BH
T
Ff+Gg+Hh=0, Af+Bg+Ch=o.

28. Condition pour qu’un point et une droite soient

dans un plan.
Equations de la droite et du plan comme au § 27, xy,
%15 24 coordonnées du point; on a

]l}'l_'gzl—'F___ﬂl"'hxl_G_g'r'_f”'_H

A - B - C
— (Fai+ Gy + Hz)
- D
29. Condition pourqu’un plan contienne deux droites
paralléles.
On aura

v(gr—fyr—W)=hy— gz — F;

les accents se rapportent 4 la seconde droite paralléle a la
premiére, d’'ou
o(H —H)=F —F,
F—F G—G_H—H_ HF—HF
. A~ B ¢ T gp '
et, au moyen des relations ci-dessus.
HF —H'F_FG'—FG__ GH' —G'H °
g e
30. Condition pour qu'un plan contienne une droite
et soit paralléle a une autre droite.
La droite ( efg) est contenue dans (ABC), donc
Af+Bg+Ckh=o0;
Ann. de Mathémat., t. XL, (Janvier 1854 ) 2




(18)
la droite (f”g’ /') est dans le plan (A’B’C’), donc
Af +Bf+Cg =o;
mais ces deux plans doivent étre paralléles, d’ou
N A B _.B A_gN—gh B_M —kf
¢ ¢ C ff—rfg C f&—r¢g
H. é —F

Ff +Gg +HA
g . JE—fg
Ff+Hi=—Gg,
D Ff+Gg+HE
A
3. Condition pour que deux droites soient dans un
méme plan.

11 faut que les plans (ABC), (A'B'C’) se confondent;

done

D
C

ear

alg

D'
c”’
ou bien )
Fff+¥Ff+Gg +Gg+HN +HAh=o.

32. Distance d’'une droite a un plan paralléle a cette
drotte.

Soient (fgh) la droite, (ABC) le plan, et (A’B’C’) le
plan passant par (fgh) et paralléle 2 (ABC); la distance

de (ABC) a (A’B’C’) est la distance cherchée; or cette
distance est

(D——D’)(z-, et w:ﬂ.}g (5527 et 29),

donc la distance cherchée (§ 25),
. (gD — AH + CF)s

gca




(19)

33. Plus courte distance de deux droites non dans un
méme plan. ,

Soient (fgh), (f'g'%') les deux droites, (ABC), (A'B'C)
deux plans paralléles, le premier passant par (efg), et
le second par (€' f’g’); la distance de ces deux plans est
la distance cherchée : donc

§ D _Ff+Gg +HN
D — D) _ g
§ = \D D ) 0.3 C fg, ‘_,gf, bl
D Ff+Gg+Hh,
CI'—' k!_gfl 7

done
. )
s=(Ff +Ff+Gg +6/g+ BN +H ).

34. Distance d’un point & une droite.

Soient x,, ¥1, z, les coordonnées du point, (fgh) la
droite, (A’B’C’) un plan passant par le point et la droite;
on a donc

hy,— gz —F _ fo,—hx,—G _ g —fr,—H
A/ - B’ - (o )

Soit (f”g'h') une perpendiculaire au plan (A’B/C');
on a (§19) ‘
A'sin?yz —yB —BC  Bsin’zz —aC — g A’
f/ - g/
__Csin*zy — BA' — o B’
= 7 .
Soit (ABC) un plan passant par (fgh) parallélement
a(f'g'h'),ona
gh'—g'h W' —Wf f&—fg F¥f+Gg+HK
A~ B ¢ T D ’
s:(D——Az.—.-Byl—eCz‘)g (§23);

on met pour A, B, C, D leurs valeurs proportionnelles.

35. Distance des deux paralléles (fgh), (f'g'h')-
2



(320)
Soit (A”B”C”) le plan passant par les deux droites,

" .ona

F—F G' —G _ H—H
A" ‘ B” = Cc” (§ 29)‘
Soit (f”g"” k") une perpendiculaire au plan (A”B”C"),

on a

A’sin yz—yB” — 8C” _ B'sin’zzx — 2C” — 9A”
S B g’ .
__ C’sin’zy — BA” — aB’
- hn '
Pour (ABC) passant par (fgh), et pour (A’B’C’) passant
par (f'g'h’), tous deux parallélement 4 la normale
. (f” I/hl/) on a
g —g'h _ W' —Wf _fe'—f"g _Ff'+Gg"-+HN
A B T~ ¢ D
_ 'Flfll -+ G/ g” + Hl h/l .
- D’ ’

donc
c=((F—F)f +(6— &) g+ (H—H) #]

36. Unedroite(f"g"h")passantparunpoint(x,y, z,)
perpendiculairement a la droite (fgh).
Soient (A’B'C/) le plan passant par le point, et la droite
(fgh); on a
hYn-gzl—F fzx—'kxl—G gx.—f)'.—-—H
U B’ = ¢ ’

le plan (ABC), perp.endiculaire a (fgh), donne
S+ gcosxy + hcoszx g+ h cos yz + fcos zy
A - B
__ k4 fcoszx 4 gcosyz
= c ,

BC —B'C__CA'—CA__ AR —A’B
fw - g// — I'l. *




(ar)
37. Une droite (f"g"h") coupant normalement les
droites paralléles (fgh), (f'g'l').
Le plan (A'B/C’) des deux droites paralléles donne
F—F_G—G_HW—H_HF—HF,
A T B C’ - gpl )

le plan (ABC), perpendiculaire a (fgh), donne
f+geosay + hcoszzx g+ hcos yz4- fcoszy

A B
__h+fcoszx + gcos yz
— C 2
d’ou
BC' — B'C _ CA'—CA _ AB — A'B.
f/l - g" - /l" 7
la droite (f”g"h") est dans (A’B'C’) si I'ona
’ 4 —_— ! 1"
o B —CF
. 5
ou si

H" (F —F)—F (B —H) = % (HF' — H'F).

38. Droite (f"g"h") normale aux deux droites (fgh),
(f'g'k)- '
Le plan (ABC) contenant les deux directions (fgh) et
(f'g'h'),ona
g —gh L —HWf_fg'—fg,
A~ B — ¢ 7

(f"g"h"), normale & (ABC), donne
Asin’yz—9B—fC _ Bsin’zr — aC —*yA
f” - g”
Csin’zy — 8A — aB
hll

Les droites (fgh) et (f”g"h") doivent étre dans un méme-




(22)
plan; de méme (f'g'h’) et (f”g"h") donnent
F'f4Ff + G g+ Gg’ + Hi' + hB” =o,
F”f‘l+ Flf// + G”g/ + G_’g,’v + H”/" + HI h” — 0;
et l'on a aussi '
F'f'+G"'g"+H'E =o;
ainsi F”, G”, H” sont connus, ainsi que f”, g”, A".
Observation. Aucun Traité, a ce que je sache, ne
donne ces formules élémentaires d'une application si fré-
quente. M. le D* J.-G.-H. Swellenbach , de Bonn, vient
de publier un ouvrage in-4° de 221 pages, sur neuf sys-
témes de coordonnées dont il étudie et compare les pro-
priétés. Nous y reviendrons.



