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REMARQUES SUR UN THEOREME DE M. BRIOSCHI
ET SUR LA QUESTION 267

(voir t. XI,p 402, ett. XIL, p. 167);

Par M. Ancero GENOCCHI.

Soient Ay, ...,A; cinq points situés sur un ellipsoide;
A, l'un quelconque d’entre eux; v, le volume du tétraédre
ayant pour sommets les quatre autres points; Mun sixiéme
point; D, le demi-diamétre de Dcllipsoide paralléle &
MA, ; d, la distance MA, : on aura

Zig_'zu,: o.

M. Brioschi adonné ce théoréme en supposant le point
M situé aussi sur ellipsoide, ctil a remarqué que, dans
le cas d’une sphére, le théoréme a lieu quoique M ne soit
pas un point de la surface. 11 est facile de démontrer que
cette observation doit étre étendue au cas d'un ellipsoide
quelconque. Soient, en effet,

x? y'l z?

atEta="0

Péquation de Vellipsoide, et
y=p=z, 2= ¢z,

celles du demi-diamétre D, : les coordonnées de I'extré-
mité de D, seront
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Par suite, on aura

l+ ,)7+ ‘12

1 P2 qz,
a4 1

a e

Dl=z+ yi 422 =

ou
I)z z _ 1+ pz+ q
prinabrian ‘7 =—pr
Or, si o, ﬁ, v sont ies coordonnées du point M, et x,,
¥,y 2, cclles de A,., on aura

di=(a— x4+ (B —0) + (y—32)";
de plus, D, et MA, étant paralléles, il s’ensuit
S Rk

x— Z, % —

pP =

donc Iéquation précédente deviendra
(a—a)  (B—0)  (v—2)_d:
a? b ' c? — D¥
On voit que cette formule a lieu quelles que soient les
positions des points M ct A,. En supposant que A, soit sur
Pellipsoide, et faisant

@: o
p—'——l—f— + +—7

nous trouvons
20 2 29 d;
P I T T T w B D’
qui représente cinq équations correspondant a
=1, 2,...,9,

entre les qualre mémes quantités

(*) Clest sans doute par inadvertance que M. Brioschi nomme, parmi

. S .o odr . . R , L

les quatre inconnues, Pexpression - p: qui, variant d'une équation &
- r

Pautre, représente cinq quantités, et qui reparait dans le déterminant.
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Leur déterminant, que je désignerai par

. d}
dét. (l, Loy ¥re 2y F>,

sera donc nul, et, en le développant, on aura
d 2
;o
Zi ﬁ dét. (l, Xty ¥ty Z,I) =o,
r

ou r’ désigne ceux des nombres 1,2,...6, qui sont diffé-
rents de r. Mais comme
T,
=g det. (1, xp, yuy 20),

on conclut

Pour la sphére, on a

Zj: v,d}—=o,

et si le point M coincide avec A, il en résulte
o d}— 0,d} 4 v, dy— o, d; = o,

puisque d, = o. Cette équation particuliére a été donnée
par M. Bellavitis dans les Annali de M. Tortolini, 1853,
page 204. M. Bellavitis croit que la relation

E 0,..’[,:0,

analogue aux précédentes, et qui forme le sujet de la
question 267, est erronée. Il me semble que son opi-
nion peut étre justifiée, en considérant un cas particulier
trés-simple, celui ou les points A,, A,, A,, A, seraient
les sommets d’'un quadrilatére plan rectangle. Dans ce
cas, le tétraédre v, s’évanouit, et les autres v, , vy, vs, v,
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sont équivalents , comme ayant pour hauteur commune la
distance de A, au plan du rectangle A; A, A; A, et pour
base la moitié de ce rectangle. La relation

Zi 0, d? = o,

qui a licu pour la sphére, devient donc
A A+ d— d' =0,
et cn méme temps la relation

2 v, d.=— o,

d+d,+d,+d,=o.

donnera

Or il estaisé dese convaincre que ces deux équations ne
peuvent subsister ensemble pour toutes les positions du
point M sur la sphére, car les distances d,, d,, d;, d,
devraient étre égales deux a deux, et, par conséquent, le
point M serait situé sur un plan diamétral perpendicu-
laire & deux cOtés paralléles du rectangle A, A, A; A,.




