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SOLUTION DE LA QUESTION 257

(voir t. XI, p. 368);
Par M. v’assé PEPIN,

du petit Séminaire d’Iseure.

Réduire a des quadratures simples la valeur de I'inté-
grale triple

S:fffca(zﬂ—'_]’—*_z:)x!’yqz'd.z‘(lydz,

ou les limites des variables sont déterminées d’aprés 1'iné-
galité
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1. Remplacons — par x,7;par y, - par z, et, par con-
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séquent, dr, dy, dz par
a_—} b —i -
5% dx, Sy ldy, Sz dz

110us aurons

p+lbq+l -t —(at otba et P*" gt =t
5= fff (@eHbrre 3,2 5 7 drdyd,

et les llmltes seront déterminées d’apres Pinégalité
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Posons
1 N -1
P+ =, 1 =m, r+‘=n
2 2 2
t
U:fffe—(ﬂ=t+b,]+c’z)-l‘l—'_7m_'zn—'d-l‘d)’dz.
On aura
a’lb""c“

2. Cette transformation faite, nous réduirons 'inté-
grale U par la méthode Dirichlet. Multiplions cette inté-
grale par l'intégrale définie

> o) .
2 f sin u cos ku du
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h=x+ y—+z.

Ce facteur est égal a I'unité pour toutes les valeurs de k
comprises entre —1 et —1; et il est nul pour toute autre
valeur (DunameL, Analyse, 1. 11, p. 177). Et puisque les
variables ne peuvent prendre que des valeurs positives,
on aura tous les éléments de I'intégrale, et ces éléments
seuls, en prenant o et « pour limites de I'intégration
relativement & chaque variable. Donc

dans laquelle

f=° sin uduf f f cos (x4 u.€ —(a* BBy 2" dx dy de;
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c0s (X -+ y + z) u est la partie réelle du développement
de I'exponentielle e(=+7+# V=1, Soit donc

V= fw fw fw S Ay T e dy dy
o Yo Y

Pintégrale U sera la partie réelle de I'intégrale
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2 sinu du
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3. L’'intégrale V est le produit de trois intégrales sim-
ples. Celle qui se rapporte a x est

pr—(a’—“/-—:, )le—-l dzx.
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Or, en faisant
b L
w==arctang~ et r= (a*+ %),

on a (Moiero, Calcul intégral, p. 309)
[C’D xi—t e (”'f‘b\/:’)xdx: 01“1\/:',]‘([).

r !
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on a donc, en posant « == arc tang —

fwxl"' c("’—uv:)xdxz e——-————_la\/——-l'r(i).

oy
(a* 4+ w2)’
On obtiendra de méme les deux autres intégrales. Ainsi.
en posant
u
6 — arc tang 7
u
7= arctang—,
on aura

y — D)1 (m) P (). (Latrmé-tny)y=1
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Pour avoir la valeur de l'intégrale proposée, il faut
réduire Vbz‘a sa partie réelle. Onjaura donc

S__a"b"’c”'l‘(l)l‘(m)l‘(n)fw sinu cos (la -+ m8+ny)du
41&' o u(a‘—}-u’)%l(b‘+u’)%m(c‘+u’)1'hn

4. Si on appliquait la méme méthode a I'intégrale triple

S':ff e—l—(r’+)’+8’)},rpyqz’dxdydz,

les limites étant déterminéesj comme pour Vintégrale S,
on trouverait
S'=Ss.

La méme méthode s’applique aussi avec succés a toute
intégrale multiple de méme forme que I'intégrale S ou que
l'intégrale §', quel que soit d’ailleurs le nombre des va-
riables, pourvu que I'inégalité d’aprés laquelle on doit
déterminer les limites soit de méme forme que 1'inégalité
donnée.



